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摘要: 本文研究了一类带 Hardy-Sobolev临界指数的奇异 Kirchhoff型方程





−
(

a + b

∫

Ω

|∇u|2dx

)
∆u = u5−2s

|x|s + λu−γ , x ∈ Ω,

u > 0, x ∈ Ω,

u = 0, x ∈ ∂Ω,

其中 Ω ⊂ R3 是一个有界开区域且具有光滑边界 ∂Ω, 0 ∈ Ω, a, b ≥ 0 且 a + b > 0,

λ > 0, 0 < γ < 1, 0 ≤ s < 1. 利用变分方法, 获得了该问题的一个正局部极小解, 补充了文献 [1] 的结

果.

关键词: Kirchhoff型方程; Hardy-Sobolev临界指数; 奇异; 变分方法

MR(2010) 主题分类号: 35A01; 35J75 中图分类号: O175.25

文献标识码: A 文章编号: 0255-7797(2018)05-0880-07

1 引言

考虑如下带 Hardy-Sobolev临界指数的 Kirchhoff型方程




−
(

a + b

∫

Ω

|∇u|2dx

)
∆u =

u5−2s

|x|s + λu−γ , x ∈ Ω,

u > 0, x ∈ Ω,

u = 0, x ∈ ∂Ω,

(1.1)

其中 Ω ⊂ R3 是一个有界开区域且具有光滑边界 ∂Ω, 0 ∈ Ω, a, b ≥ 0 且 a + b > 0,
λ > 0, 0 < γ < 1, 0 ≤ s < 1, 6− 2s是 Hardy-Sobolev临界指数.

2013年, 刘星和孙义静老师研究了如下问题


−

(
a + b

∫

Ω

|∇u|2dx

)
∆u = λg(x)

up

|x|s + f(x)u−γ , x ∈ Ω,

u = 0, x ∈ ∂Ω,

(1.2)
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其中 3 < p < 5− 2s, 0 < γ < 1, a, b, λ > 0, f, g ∈ C(Ω̄)是非平凡非负函数. 当 λ > 0充分小
时, 结合变分方法和 Nehari方法获得问题 (1.2)的两个正解, 详见文献 [1]. 2015年, 雷春雨等
在文献 [2, 3]中分别当 s = 0, p = 5和 s = 0, p = 3时研究了问题 (1.2), 并获得了两个正解的
存在性. 当 s = 0, 0 < p < 3时, 我们研究了问题 (1.2), 并获得了一个正的基态解, 详见文献
[4]. 随后, 刘芮琪等在文献 [5]将文献 [4]的结果推广至高维空间. 与此同时刘芮琪等将文献
[2]研究的问题推广至四维空间, 并获得了正解存在性和多解性的结果, 具体可参见文献 [6].
在前期的研究基础上, 本文将研究问题 (1.1)正解的存在性. 定义问题 (1.1)对应的能量

泛函 I 为

I(u) =
a

2
‖u‖2 +

b

4
‖u‖4 − 1

6− 2s

∫

Ω

|u|6−2s

|x|s dx− λ

1− γ

∫

Ω

|u|1−γdx, ∀u ∈ H1
0 (Ω),

其中

‖u‖ =
(∫

Ω

|∇u|2dx

) 1
2

为 H1
0 (Ω)空间的标准范数. 称 u ∈ H1

0 (Ω)为问题 (1.1)的解, 如果 u > 0且满足

(
a + b

∫

Ω

|∇u|2dx

)∫

Ω

(∇u,∇ϕ)dx−
∫

Ω

u5−2s

|x|s ϕdx− λ

∫

Ω

u−γϕdx = 0, ∀φ ∈ H1
0 (Ω). (1.3)

记 As为 Hardy-Sobolev常数

As := inf
u∈H1

0 (Ω)\{0}

∫

Ω

|∇u|2dx

(∫

Ω

|u|6−2s

|x|s dx

) 1
3−s

. (1.4)

特别地,当 s = 0, A0 := inf
u∈H1

0 (Ω)\{0}

∫

Ω

|∇u|2dx



∫

Ω

|u|6dx




1
3
是最佳 Sobolev常数. 记 |u|q =

(∫

Ω

|u|qdx

) 1
q

为 Lq(Ω)(1 ≤ q < ∞)空间的标准范数.

2 主要结论以及证明

首先, 给出如下一个重要的引理.
引理 2.1 假设 a, b ≥ 0且 a + b > 0, 0 < γ < 1, 0 ≤ s < 1, 则存在 λ∗ > 0使得对任意的

0 < λ < λ∗, 泛函 I 在空间 H1
0 (Ω)上都能达到一个负的局部极小值.

证 由 Hölder不等式和 (1.4)式, 可推得如下不等式成立

∫

Ω

|u|1−γdx ≤ |u|1−γ
6 |Ω| 5+γ

6 ≤ |Ω| 5+γ
6 A

− 1−γ
2

0 ‖u‖1−γ , (2.1)
∫

Ω

|u|6−2s

|x|s dx ≤ A
− 6−2s

2
s ‖u‖6−2s. (2.2)
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从而根据 (2.1)式和 (2.2)式, 可得

I(u) =
a

2
‖u‖2 +

b

4
‖u‖4 − 1

6− 2s

∫

Ω

|u|6−2s

|x|s dx− λ

1− γ

∫

Ω

|u|1−γdx

≥ a

2
‖u‖2 +

b

4
‖u‖4 − ‖u‖6−2s

(6− 2s)A3−s
s

− λ‖u‖1−γ

(1− γ)A
1−γ

2
0

≥ ‖u‖1−γ

(
a

2
‖u‖1+γ +

b

4
‖u‖3+γ − ‖u‖5+γ−2s

(6− 2s)A3−s
s

− λ

(1− γ)A
1−γ

2
0

)
.

(2.3)

当 a > 0时, 令

h(t) =
a

2
t1+γ − t5+γ−2s

(6− 2s)A3−s
s

,

则 h′(t) = tγ
[

a(1+γ)
2

− (5+γ−2s)t4−2s

(6−2s)A3−s
s

]
. 容易得到

tmax =
[
a(1 + γ)(3− s)A3−s

s

5 + γ − 2s

] 1
2(2−s)

,

使得

max
t≥0

h(t) = h(tmax) =
a(2− s)

5 + γ − 2s

[
a(1 + γ)(3− s)A3−s

s

5 + γ − 2s

] 1+γ
2(2−s)

.

因此, 取 R1 = tmax以及 λ
′
= (1− γ)A

1−γ
2

0 h(tmax), 依据 (2.3)式, 则存在 ρ > 0使得对任意的
0 < λ < λ

′
都有





a
2
‖u‖2 + b

4
‖u‖4 − 1

6−2s

∫

Ω

|u|6−2s

|x|s dx ≥ 2ρ, ∀u ∈ ∂BR1 ,

I(u) ≥ ρ, ∀u ∈ ∂BR1 ,

a
2
‖u‖2 + b

4
‖u‖4 − 1

6−2s

∫

Ω

|u|6−2s

|x|s dx ≥ 0, ∀u ∈ BR1 ,

(2.4)

其中 BR1 = {u ∈ H1
0 (Ω)} : ‖u‖ ≤ R1}. 若 b > 0时, 令

ψ(t) =
b

4
t3+γ − t5+γ−2s

(6− 2s)A3−s
s

,

则

ψ′(t) = t2+γ

[
b(3 + γ)

4
− (5 + γ − 2s)t2−2s

(6− 2s)A3−s
s

]
.

容易得到

t̃max =
[
b(3 + γ)(3− s)A3−s

s

2(5 + γ − 2s)

] 1
2(1−s)

,

使得

max
t≥0

ψ(t) = ψ(t̃max) =
b(1− s)

2(5 + γ − 2s)

[
b(3 + γ)(3− s)A3−s

s

2(5 + γ − 2s)

] 2+γ
2(1−s)

.
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因此, 取 R2 = t̃max 以及 λ
′′

= (1 + q)A
1−γ

2
0 ψ(t̃max), 依据 (2.3)式, 则存在 ρ > 0使得对任意

的 0 < λ < λ
′′
都有





a
2
‖u‖2 + b

4
‖u‖4 − 1

6−2s

∫

Ω

|u|6−2s

|x|s dx ≥ 2ρ, ∀u ∈ ∂BR2 ,

I(u) ≥ ρ, ∀u ∈ ∂BR2 ,

a
2
‖u‖2 + b

4
‖u‖4 − 1

6−2s

∫

Ω

|u|6−2s

|x|s dx ≥ 0, ∀u ∈ BR2 ,

(2.5)

其中 BR2 = {u ∈ H1
0 (Ω)} : ‖u‖ ≤ R2}.

因此, 对任意的 a, b ≥ 0且 a + b > 0, 综合 (2.4)式和 (2.5)式, 则存在 λ∗ > 0和 R, ρ > 0
使得对任意的 λ ∈ (0, λ∗)使得





a
2
‖u‖2 + b

4
‖u‖4 − 1

6−2s

∫

Ω

|u|6−2s

|x|s dx ≥ 2ρ, ∀u ∈ ∂BR,

I(u) ≥ ρ, ∀u ∈ ∂BR,

a
2
‖u‖2 + b

4
‖u‖4 − 1

6−2s

∫

Ω

|u|6−2s

|x|s dx ≥ 0, ∀u ∈ BR,

(2.6)

其中 BR = {u ∈ H1
0 (Ω)} : ‖u‖ ≤ R}. 固定 λ ∈ (0, λ∗), 则 m = inf

u∈BR

I(u)都有定义. 进一步

可得, 对任意的 u ∈ H1
0 (Ω)且 u 6= 0, 可得

lim
t→0+

I(tu)
t1−γ

= − λ

1− γ

∫

Ω

|u|1−γdx < 0.

故当 ‖u‖充分小时, 有m < 0. 因此, 泛函 I 在 H1
0 (Ω)有一个负的局部极小值.

接下来,证明 I在H1
0 (Ω)能到达m,即证存在一个 uλ ∈ BR 使得 I(uλ) = m.根据下确界

的定义, 则存在一个极小化序列 {un} ⊂ BR 使得 lim
n→∞

I(un) = m < 0. 由于 I(|un|) = I(un),

故不妨假设 un(x) ≥ 0对任意的 x ∈ Ω都成立. 从而, 对 {un}的一个子列, 为了方便仍记为
{un}, 存在一个 uλ ≥ 0, 当 n →∞时, 使得





un ⇀ uλ, H1
0 (Ω),

un → uλ, Ls(Ω), 1 ≤ s < 2∗,

un(x) → uλ(x) a.e. Ω.

(2.7)

由于 BR 是闭凸集, 从而 BR 是弱闭的, 因此 uλ ∈ BR. 下面只需证明 I(uλ) = m. 不妨设

wn = un − uλ. 由于 0 < γ < 1, 可得如下不等式 |x1−γ − y1−γ | ≤ |x − y|1−γ , ∀x, y ≥ 0. 从

而, 结合 Hölder不等式, 有
∣∣∣∣
∫

Ω

|un|1−γdx−
∫

Ω

|uλ|1−γdx

∣∣∣∣ ≤
∫

Ω

|un − uλ|1−γdx ≤ |wn|1−γ
2 |Ω| 1+γ

2 .

进一步, 由 (2.7)式可推得

lim
n→∞

∫

Ω

|un|1−γdx =
∫

Ω

|uλ|1−γdx. (2.8)
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由 (2.7)式, 同时也可推得

‖un‖2 = ‖wn‖2 + ‖uλ‖2 + o(1), (2.9)

‖un‖4 = ‖wn‖4 + ‖uλ‖4 + 2‖wn‖2‖uλ‖2 + o(1). (2.10)

再根据文献 [8], 可得
∫

Ω

|un|6−2s

|x|s dx =
∫

Ω

|wn|6−2s

|x|s dx +
∫

Ω

|uλ|6−2s

|x|s dx + o(1). (2.11)

若 uλ = 0, 可得 wn = un, 这就意味着 wn ∈ BR. 若 uλ 6= 0, 由 (2.9)式, 可得当 n充分大时有

wn ∈ BR. 从而, 由 (2.6)式, 可推得

a

2
‖wn‖2 +

b

4
‖wn‖4 − 1

6− 2s

∫

Ω

|wn|6−2s

|x|s dx ≥ 0. (2.12)

故由 (2.8)–(2.12)式, 有

m = I(un) + o(1)

= I(uλ) +
a

2
‖wn‖2 +

b

4
‖wn‖4 +

b

2
‖wn‖2‖uλ‖2 − 1

6− 2s

∫

Ω

|wn|6−2s

|x|s dx + o(1)

≥ I(uλ) +
b

2
‖wn‖2‖uλ‖2 + o(1)

≥ I(uλ) + o(1)
≥ m + o(1).

这就意味着 I(uλ) = m < 0且 uλ 6≡ 0, 即 uλ能量泛函 I 的一个非零非负局部极小值点. 引理
2.1证毕.
下面给出本文的主要结果及其证明.
定理 2.1 假设 a, b ≥ 0且 a + b > 0, 0 < γ < 1, 0 ≤ s < 1, 则对一切的 0 < λ < λ∗ (λ∗

为引理 2.1中所定义) 问题 (1.1)都存在一个正局部极小解.
证 根据引理 2.1, 可知在 Ω 上 uλ ≥ 0 且 uλ 6≡ 0. 只需证明 uλ 是问题 (1.1) 的解. 令

φ ∈ H1
0 (Ω), φ ≥ 0, 由于 uλ ∈ BR, 则存在 ξ > 0当 |t| < ξ时使得 u∗ + tφ ∈ BR. 因为 u∗是泛

函 I 在 BR 的局部极小值点, 从而可推得

0 ≤ lim inf
t→0+

I(uλ + tφ)− I(uλ)
t

= a

∫

Ω

(∇uλ,∇φ)dx + b‖uλ‖2

∫

Ω

(∇uλ,∇φ)dx

− 1
6− 2s

lim
t→0+

∫

Ω

(uλ + tφ)6−2s − u6−2s
λ

t|x|s dx

− λ

1− γ
lim sup

t→0+

∫

Ω

(uλ + φ)1−γ − u1−γ
λ

t
dx.

(2.13)

根据 Lebesgue控制收敛定理, 可得

lim
t→0+

1
6− 2s

∫

Ω

(uλ + tφ)6−2s − u6−2s
λ

t|x|s dx =
∫

Ω

u5−2s
λ φ

|x|s dx. (2.14)
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对任意的 x ∈ Ω, 令

η(t) =
(uλ + tφ)1−γ − u1−γ

λ

(1− γ)t
.

由 s 7→ s1−γ 是一个凸函数, 则对任意的 x ∈ Ω, 函数 η是非增的. 故当 t → 0+ 时 η是逐点收

敛到 u−γ
λ (x)φ(x). 从而根据 Beppo-Levi定理, 可得

lim
t→0+

1
1− γ

∫

Ω

(uλ + tφ)1−γ − u1−γ
λ

t
dx =

∫

Ω

u−γ
λ φdx. (2.15)

因此, 结合 (2.13)–(2.15)式, 可以推得 u−γ
λ φ ∈ L1(Ω)以及

(
a + b‖uλ‖2

) ∫

Ω

(∇uλ,∇φ)dx−
∫

Ω

u5−2s
λ φ

|x|s dx− λ

∫

Ω

u−γ
λ φdx ≥ 0, (2.16)

其中 φ ∈ H1
0 (Ω), φ ≥ 0. 记 e ∈ H1

0 (Ω), e > 0且 ‖e‖ = 1为 ∆算子第一个特征值 λ1 对应的特

征函数. 在 (2.16)式中取 φ = e可得

λ

∫

Ω

u−γ
λ edx ≤ (

a + b‖uλ‖2
) ∫

Ω

(∇uλ,∇e)dx−
∫

Ω

u5−2s
λ e

|x|s dx < +∞,

这就意味着 uλ > 0在 Ω几乎处处成立.
类似于文献 [4]中定理 1的证明, 同样可从 (2.16)式可以推得 ∀φ ∈ H1

0 (Ω),有

(a + b‖uλ‖2)
∫

Ω

(∇uλ,∇φ)dx−
∫

Ω

u5−2s
λ φ

|x|s dx− λ

∫

Ω

u−γ
λ φdx ≥ 0. (2.17)

再依据 φ ∈ H1
0 (Ω)的任意性可知 uλ是问题 (1.1)的一个正局部极小解. 定理 2.1证毕.
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EXISTENCE OF POSITIVE SOLUTIONS FOR A CLASS OF

SINGULAR KIRCHHOFF-TYPE EQUATIONS WITH CRITICAL

HARDY-SOBOLEV EXPONENT

CHEN Ming1, ZHANG Peng1, LIAO Jia-feng2

(1. School of Mathematics, Zunyi Normal College, Zunyi 563006, China)

(2. School of Mathematics and Information, China West Normal University, Nanchong 637002, China)

Abstract: The following singular Kirchhoff-type equations with critical Hardy-Sobolev ex-

ponent are considered,





−
(

a + b

∫

Ω

|∇u|2dx

)
∆u = u5−2s

|x|s + λu−γ , x ∈ Ω,

u > 0, x ∈ Ω,

u = 0, x ∈ ∂Ω,

where Ω ⊂ R3 is an open bounded domain with smooth boundary ∂Ω, 0 ∈ Ω, a, b ≥ 0 and a+b > 0,

λ > 0, 0 < γ < 1, 0 ≤ s < 1. By the variational methods, the existence of positive local minimal

solutions is obtained, which complements the result of [1].

Keywords: Kirchhoff-type equation; critical Hardy-Sobolev exponent; singularity; varia-

tional method
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