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辛志贤 1,张启敏 1,2, 李 强 1,哈金才 1

(1. 北方民族大学数学与信息科学学院,宁夏银川 750021)
(2. 宁夏大学数学统计学院,宁夏银川 750021)

摘要: 本文研究了一类具有年龄结构的随机种群系统的数值解问题.在线性增长条件下,利用

Euler-Maruyama (EM)方法讨论了具有年龄结构的随机种群系统的数值解的 p阶矩渐近有界性,并

获得了渐近有界性准则.最后,通过数值算例对所得的结论进行了验证.

关键词: 随机种群系统; 线性增长条件; Euler-Maruyama方法; p阶矩渐近有界性

MR(2010) 主题分类号: 60H15; 35R60 中图分类号: O193

文献标识码: A 文章编号: 0255-7797(2018)01-0147-08

1 引言

随机微分方程被广泛应用于工程、生物、金融等领域 [1−6],随机种群系统也引起了许多
学者关注.本文研究如下具有年龄结构的随机种群系统模型 [7]





dtP = −∂P

∂a
dt− µ(t, a)Pdt + f(t, P )dt + g(t, P )dB(t), (t, a) ∈ Q,

P (0, a) = P0(a), a ∈ [0, A],

P (t, 0) =
∫ A

0

β(t, a)P (t, a)da, t ∈ [0, T ],

(1.1)

其中 Q = (0, T ) × (0, A), A是种群所能达到的最大年龄, 0 < T < ∞, dtP =
∂P

∂t
dt, P (t, a)

表示 t时刻年龄为 a的种群密度; β(t, a)表示 t时刻年龄为 a的种群的出生率; µ(t, a)表示 t

时刻年龄为 a的种群的死亡率; f(t, P )是外界环境的干扰,如迁移、地震、海啸等突发性
灾害对种群的影响; g(t, P )dB(t)表示随机外界环境对系统的干扰; B(t)是定义在概率空间
(Ω,Ft, P )上的 Brown运动.
模型 (1.1)考虑了随机环境对系统的扰动影响,更符合种群模型的实际意义. 由于随机种

群模型的解析解很难给出,因此数值解的计算显得尤为重要,并且在近几年, 随机种群模型
数值解的研究取得了很多成果.文献 [8]研究了带跳的具有年龄结构的随机种群系统数值解
的稳定性, 讨论了带有Markovian转换的与年龄相关的随机种群系统的渐近稳定性 [9]; 文献
[10]针对与年龄相关的随机种群扩散系统,讨论了其数值解的指数稳定性 . 然而上述文献中,
均是对随机种群模型数值解的稳定性进行了研究, 但数值解的另一个性质渐近有界性同样具
有重要的研究价值 [11].本文利用 EM方法研究具有年龄结构的随机种群系统的渐近有界性,
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在线性增长条件下,建立 p阶矩渐近有界性准则.最后,通过数值算例对所得的结论进行了验
证.

2 预备知识

令 V = H1([0, A]) ≡
{

ϕ|ϕ ∈ L2([0, A]),
∂ϕ

∂a
∈ L2([0, A])

}
,其中

∂ϕ

∂a
是广义函数意义下

的偏导数; V 是 Sobolev空间; H = L2([0, A]),满足 V ↪→ H ≡ H ′ ↪→ V ′. V ′ = H−1([0, A])是
V 的对偶空间; | · |和 ‖ · ‖分别为 V, V ′的范数; 〈·, ·〉表示 V 与 V ′空间的内积 [10].
定义 (Ω,F , {Ft}t≥0,P) 是带流的单调递增完备的概率空间, F0 包含所有的 P 零子集,

B(t)是定义在概率空间 (Ω,Ft P )上的 Brown运动. a ∨ b表示 a和 b的最大值, a ∧ b表示 a

和 b的最小值.
定义 2.1 在概率空间 (Ω,F ,P)上的一个带流 F 的随机过程 Pt 被称为方程 (1.1)的解,

如果满足下列条件

(1) Pt ∈ I2(0, T ;V )
⋂

L2(Ω; (0, T ;H)),其中 I2(0, T ;V )为所有均方可测的 (Pt)t∈[0,T ] 组

成的空间,满足

E

∫ T

0

‖Pt‖2dt ≤ ∞;

(2)对于任意的 t ∈ [0, T ],在概率空间 V ′上下列方程几乎处处成立,




P (t, a) = P0 −
∫ t

0

∂P (s, a)
∂a

ds−
∫ t

0

µ(s, a)P (s, a)ds

+
∫ t

0

f(s, P (s, a))ds +
∫ t

0

g(s, P (s, a))dB(s), (0, T )× (0, A),

P (0, a) = P0(a), a ∈ [0, A],

P (t, 0) =
∫ A

0

β(t, a)P (t, a)da, t ∈ [0, T ].

为了证明文中的结论,给出以下假设条件

(A1)方程 (1.1) 中 f(t, P ), g(t, P ),
∂P

∂a
满足线性增长条件,即

|f(t, P )|2 ∨ ‖g(t, P )‖2 ∨
∣∣∣∣
∂P

∂a

∣∣∣∣
2

≤ K|P |2 + α, (2.1)

其中K 和 α均为正常数.
(A2) µ(t, a), β(t, a)在 Q上是连续的且存在正常数 µ0, µ̄, β̄,满足

0 ≤ µ0 ≤ µ(t, a) ≤ µ̄ < ∞, 0 ≤ β(t, a) ≤ β̄ < ∞, Aβ̄2 − 2µ0 ≥ 0. (2.2)

(A3)存在正常数 D,使得对于任意 P ∈ V ,

2〈P, f(t, P )〉+ ‖g(t, P )‖2

2(D + |P |2) − 〈P, g(t, P )〉2
(D + |P |2)2 ≤ −λ +

Q1(|P |)
D + |P |2 +

Q3(|P |)
(D + |P |2)2 , (2.3)

其中 λ是正常数, Qi(|P |)是 |P |的 i次多项式.



No. 1 辛志贤等: 具有年龄结构随机种群系统数值解的渐近有界性 149

3 EM方法

本节将利用 EM方法研究具有年龄结构的随机种群系统的渐近有界性,并建立 p阶矩渐

近有界性准则.
首先使用 EM差分方法对方程 (1.1)进行离散,可得

Pk+1 = Pk − ∂Pk

∂a
4t− µ(tk, a)Pk4t + f(tk, Pk)4t

+ g(tk, Pk)4Bk,∀a ∈ (0, A), P (0, a) ∈ V.

(3.1)

下面给出本文的主要定理.
定理 3.1 如果条件 (A1)–(A3)成立,那么对于任意的 ε ∈ (0, λ),都存在常数 p∗ ∈ (0, 1)

和4t∗ ∈ (0, 1)使得 ∀p ∈ (0, p∗)和 ∀4t ∈ (0,4t∗),方程 (3.1)的 EM解满足

lim sup
k→∞

E(|Pk|p) ≤ C2
′′

p(λ− ε)
, ∀P0 ∈ V, (3.2)

其中 C2
′′是与K、α、D和 p有关,与 P0无关的常正数.

证 由 EM差分格式 (3.1)可得

|Pk+1|2 =|Pk|2 + 2〈Pk,−∂Pk

∂a
4t− µ(tk, a)Pk4t + f(tk, Pk)4t + g(tk, Pk)4Bk〉

+
∣∣∣∣−

∂Pk

∂a
4t− µ(tk, a)Pk4t + f(tk, Pk)4t + g(tk, Pk)4Bk

∣∣∣∣
2

,

(3.3)

则对于常数 D,有

D + |Pk+1|2 =D + |Pk|2 + 2〈Pk,−∂Pk

∂a
4t− µ(tk, a)Pk4t + f(tk, Pk)4t + g(tk, Pk)4Bk〉

+
∣∣∣∣−

∂Pk

∂a
4t− µ(tk, a)Pk4t + f(tk, Pk)4t + g(tk, Pk)4Bk

∣∣∣∣
2

.

(3.4)
令

ξk =
1

D + |Pk|2
(

2〈Pk,−∂Pk

∂a
4t− µ(tk, a)Pk4t + f(tk, Pk)4t + g(tk, Pk)4Bk〉

+
∣∣∣∣−

∂Pk

∂a
4t− µ(tk, a)Pk4t + f(tk, Pk)4t + g(tk, Pk)4Bk

∣∣∣∣
2)

,

(3.5)

那么对于任意的 p ∈ (0, 1),满足

∣∣∣∣D + |Pk+1|2
∣∣∣∣
p/2

=
∣∣∣∣D + |Pk|2

∣∣∣∣
p/2(

1 + ξk

)p/2

. (3.6)

由基本不等式

(
1 + u

)p/2

≤ 1 +
p

2
u +

p(p− 2)
8

u2 +
p(p− 2)(p− 4)

23 × 3!
u3, u > −1.
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显然, ξk > −1,由基本不等式可得

∣∣∣∣D + |Pk+1|2
∣∣∣∣
p/2

≤
∣∣∣∣D + |Pk|2

∣∣∣∣
p/2(

1 +
p

2
ξk +

p(p− 2)
8

ξ2
k +

p(p− 2)(p− 4)
23 × 3!

ξ3
k

)
. (3.7)

对 (3.7)式两边同时取条件期望,有

E
(∣∣∣∣D + |Pk+1|2

∣∣∣∣
p/2∣∣∣∣Fk4t

)

≤
∣∣∣∣D + |Pk|2

∣∣∣∣
p/2

E
(

1 +
p

2
ξk +

p(p− 2)
8

ξ2
k +

p(p− 2)(p− 4)
23 × 3!

ξ3
k

)
.

(3.8)

因为 4Bk 与 Fk4t 独立, 所以 E(4Bk|Fk4t) = E(4Bk) = 0, E((4Bk)2|Fk4t) =
E((4Bk)2) = 4t,因此

E(ξk|Fk4t)

= E
(

1
D + |Pk|2

(
2〈Pk,−∂Pk

∂a
4t− µ(tk, a)Pk4t + f(tk, Pk)4t + g(tk, Pk)4Bk〉

+
∣∣∣∣−

∂Pk

∂a
4t− µ(tk, a)Pk4t + f(tk, Pk)4t + g(tk, Pk)4Bi

∣∣∣∣
2)∣∣∣∣Fk4t

)

≤ 2
D + |Pk|2 〈Pk,−∂Pk

∂a
4t− µ(tk, a)Pk4t + f(tk, Pk)4t〉

+
1

D + |Pk|2
[(

∂Pk4t

∂a

)2

+ (µ(tk, a)Pk4t)2 + (f(tk, Pk)4t)2 + ‖g(tk, Pk)‖24t

]

≤ 1
D + |Pk|2

(
Aβ̄2P 2

k − 2µ0|Pk|2 + 2〈Pk, f(tk, Pk)〉+ ‖g(tk, Pk)‖2

)
4t

+
1

D + |Pk|2
((

∂Pk

∂a

)2

+ µ2(tk, a)|Pk|2 + |f(tk, Pk)|2
)
4t2

≤ 1
D + |Pk|2

(
Aβ̄2|Pk|2 − 2µ0|Pk|2 + 2〈Pk, f(tk, Pk)〉+ ‖g(tk, Pk)‖2

)
4t

+ C114t2 +
C12

D + |Pk|24t2.

(3.9)

类似的,可得

E(ξ2
k|Fk4t) ≥ 4

(D + |Pk|2)2 〈Pk, g(tk, Pk)〉24t− C214t2 − C22

D + |Pk|24t2, (3.10)

E(ξ3
k|Fk4t) ≥ C314t2 − C32

D + |Pk|24t2, (3.11)

其中 C11, C21, C31, C12, C22, C32, 均为正常数; C11, C21, C31 与 K 有关; C12, C22, C32 与 α 有

关.现在考虑下面两个分数

(D + |Pk|2)p/2Q1(|Pk|)
D + |Pk|2 ,

(D + |Pk|2)p/2Q3(|Pk|)
(D + |Pk|2)2 . (3.12)
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当 0 < p < 1 时, 两个分数的分子中 |Pk| 的次数分别为 p + 1 次和 p + 3 次, 均小于
对应分数分母中 |Pk| 的次数. 所以对于任意的 |Pk| ∈ R, 两个分数都存在上界. 同时, 当

i, j = 1, 2, 3时,显然
Cj2

(D + |Pk+1|2)i−p/2
也有界.把 (3.9)–(3.11) 式代入 (3.8) 式,并且根据假

设 (A1)–(A3)和 (3.12)式,可以得到

E((D + |Pk+1|2)p/2|Fk4t)

≤ (D + |Pk+1|2)p/2

(
1 +

p

2(D + |Pk|2)

(
Aβ̄2|Pk|2 − 2µ0|Pk|2

+ 2〈Pk, f(tk, Pk)〉+ ‖g(tk, Pk)‖2

)
4t

+
p(p− 2)

2(D + |Pk|2)2 〈Pk, g(tk, Pk)〉24t + C1
′4t2

)
+ C2

′4t

= (D + |Pk+1|2)p/2

[
1 + p4t

(
(Aβ̄2 − 2µ0)|Pk|2 + 2〈Pk, f(tk, Pk)〉

2(D + |Pk|2)

+
‖g(tk, Pk)‖2

2(D + |Pk|2) −
〈Pk, g(tk, Pk)〉2
(D + |Pk|2)2

)
+

p24t〈Pk, g(tk, Pk)〉2
2(D + |Pk|2)2 + C1

′4t2
]

+ C2
′4t

≤ (D + |Pk+1|2)p/2

[
1 + p4t

(
2〈Pk, f(tk, Pk)〉+ ‖g(tk, Pk)‖2

2(D + |Pk|2) − 〈Pk, g(tk, Pk)〉2
(D + |Pk|2)2

)

+
p24t〈Pk, g(tk, Pk)〉2

2(D + |Pk|2)2 + C1
′4t2

]
+ C2

′4t

≤ (D + |Pk+1|2)p/2

(
1− pλ4t +

p24tK

2
+ C1

′′4t2
)

+ C2
′′4t,

(3.13)

其中 C1
′, C1

′′ 是与 K 和 p有关的正常数, C2
′, C2

′′ 是与 K, α, D和 p有关的正常数.对于任
意给定的 ε ∈ (0, λ),取充分小的 p∗ ∈ (0, 1)使得 p∗K < ε,同时取充分小的4t∗ ∈ (0, 1)使得

p∗λ4t∗ ≤ 1, C1
′′4t∗ ≤ 1

2
pε.则对于任意的 p ∈ (0, p∗)和4t ∈ (0,4t∗),有

E((D + |Pk+1|2)p/2|Fk4t) ≤ (D + |Pk|2)p/2(1− p(λ− ε)4t) + C2
′′4t. (3.14)

两边同时取期望,可得

E((D + |Pk+1|2)p/2 ≤ E((D + |Pk|2)p/2)(1− p(λ− ε)4t) + C2
′′4t. (3.15)

通过迭代,易知

E((D + |Pk+1|2)p/2

≤ E((D + |P0|2)p/2)(1− p(λ− ε)4t)k +
1− (1− p(λ− ε)4t)k−1

p(λ− ε)
C2

′′.
(3.16)

又因为 E(|Pk|p) ≤ E((D + |Pk|2)p/2),所以

E(|Pk|p) ≤ E((D + |P0|2)p/2)(1− p(λ− ε)4t)k +
1− (1− p(λ− ε)4t)k−1

p(λ− ε)
C2

′′. (3.17)
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令 k →∞,则

lim sup
k→∞

E(|Pk|p) ≤ C2
′′

p(λ− ε)
, ∀P0 ∈ V. (3.18)

定理得证.

4 数值算例

本节通过以下例子对定理进行验证



dtP =
[
− ∂P

∂a
− 1

4(1− a)2
Pdt + 1.5− 4P

]
dt

+ (0.125 + 0.25P )dB(t), (t, a) ∈ Q,

P (0, a) = e
1

1−a , a ∈ [0, 0.8],

P (t, 0) =
∫ A

0

1
(1− a)2

P (t, a)da, t ∈ [0, T ],

(4.1)

其中Q = [0, T ]× [0, 0.8], A = 0.8, µ(t, a) =
1

4(1− a)2
, β(t, a) =

1
(1− a)2

, f(t, P ) = 1.5−4P ,

B(t)是标准布朗运动, g(t, P ) = 0.125 + 0.25P .显然 f(t, P ), g(t, P )均满足线性增长条件,同
时,

0 ≤ 0.25 = µ0 ≤ µ(t, a) ≤ ᾱ = 6.25 < ∞,

0 ≤ β(t, a) ≤ β̄ = 1 < ∞, Aβ̄2 − 2µ0 > 0,

所以假设条件 (A2)也成立.
下面证明假设条件 (A3)中 D的存在性并给出 D的选取过程.
记 f(tk, Pk) = θ1 + θ2Pk, g(tk, Pk) = σ1 + σ2Pk,则对于假设条件 (A3)有

2〈Pk, f(tk, Pk)〉+ ‖g(tk, Pk)‖2

2(D + |Pk|2) =
P 2

k (2θ2 + σ2
2)

2(D + |Pk|2) +
σ2

1 + (2θ1 + 2σ1σ2)Pk

2(D + |Pk|2) , (4.2)

〈Pk, g(tk, Pk)〉2 = (σ1Pk + σ2P
2
k )2 = σ2

1P
2
k + σ2

2P
4
k + 2σ1σ2P

3
k

= σ2
2

(
P 2

k +
σ2

1

2σ2
2

)2

− σ4
1

4σ2
2

+ 2σ1σ2P
3
k . (4.3)

取 D =
σ2

1

2σ2
2

,则有

2〈Pk, f(tk, Pk)〉+ ‖g(tk, Pk)‖2

2(D + |Pk|2) − 〈Pk, g(tk, Pk)〉2
(D + |Pk|2)2

≤
(

θ2 − 1
2
σ2

2

)
+

σ2
1 + (2θ1 + 2σ1σ2)Pk

2(D + |Pk|2) +
1

(D + |Pk|2)2
(

σ4
1

4σ2
2

− 2σ1σ2P
3
k

)
,

(4.4)

因此取

−λ = θ2 − 1
2
σ2

2 = −4.03125,

Q1(|Pk|) = σ2
1 + (2θ1 + 2σ1σ2)Pk = 0.015125 + 3.0625Pk,

Q3(|Pk|) =
σ4

1

4σ2
2

− 2σ1σ2P
3
k =

(0.0125)4

0.25
− 0.00625P 3

k .
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所以假设条件 (A3)成立,即常数 D存在并且 D =
σ2

1

2σ2
2

= 0.121.

最后根据定理 1的证明过程 (3.4)–(3.18) 式得到 P (t, a)渐近有界.

图 1: P (t, a)数值解的三维轨迹
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图 2: P (t, a)数值解的二维轨迹

取时间步长 ∆t = 0.01,空间步长 h = 0.05,采用 EM方法对方程进行差分离散,分别作
出该算例数值解的二维图 (图 1 ) 和三维图 (图 2 ). 由图可知当时间趋于无穷时,该种群系统
的种群密度上下波动,并存在一个上界,显然,此种群系统渐近有界.

5 结论

本文基于 EM方法研究了一类具有年龄结构的随机种群系统的数值解的 p阶矩渐近有

界性.在线性增长条件下,利用基本不等式建立了渐近有界性准则.所得结论为种群的最优控
制提供了有效的工具.
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ASYMPTOTIC BOUNDEDNESS OF THE NUMERICAL

SOLUTIONS OF STOCHASTIC AGE-DEPENDENT POPULATION

SYSTEM
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(1.School of Mathematics and Information Science, Beifang University for Nationalities,

Yinchuan 750021, China)
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Abstract: A class of stochastic age-dependent population system is studied in this paper.

Under linear growth condition, we discuss the p-th asymptotic boundedness of the numerical solu-

tions for stochastic age-dependent population system and establish a criterion for the asymptotical

boundedness by using Euler-Maruyama (EM) method. Finally, numerical example is presented to

demonstrate the accuracy of the conclusion.

Keywords: stochastic population system; linear growth condition; Euler-Maruyama

method; p-th asymptotic boundedness
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