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摘 要: 设 Fq 为有限域, (n1, n2, · · · , nr) 为一正整数序列, B(q, r) 为由 Fq 上对角块为

ni(1 6 i 6 r) 阶方阵的分块上三角阵构成的代数. 理想包含图 In(B(q, r)) 是一个有向图, 它以 B(q, r)

为顶点集, 从 A 到 B 有一条有向边当且仅当 IA $ IB , 其中 IA 表示 A 生成的双边理想. 本文研究了

理想包含图 In(B(q, r)) 上自同构的刻画问题. 通过研究 B(q, r) 中理想的形式, 在此基础上对给定的自

同构构造一些标准自同构, 使得复合后的自同构固定所有的顶点, 从而给出了任意自同构的具体描述,

推广了文献 [13] 的结果.
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1 引言

近几十年来, 为了利用图的组合结构来研究环的代数结构, 人们利用环上的两种代数运
算定义了多种图, 如环的零因子图、交换图、全图等, 这些图的定义以及部分研究结果可以参
考文献 [1–9] 等. 众所周知环的许多性质与它的理想有着密切的关系. 自然地, 利用环的理想
构造一些图, 通过研究这些图的组合性质来刻画环的理想性质有着重要的意义. 文献中相关
的图有互极大图、理想交图、理想包含图等, 这些图的研究可以参考文献 [10–13] 等.
在研究与环相关的图时, 许多工作致力于研究图的一些参数, 比如围长、直径、团数、色

数等. 这些参数可以揭示图的结构性质, 环的性质以及它们之间的相互关系. 另外, 图的自
同构是代数图论中一个重要的概念, 它可以揭示图的顶点之间的关系以及图的对称性. 但
是正如文献 [14] 中所说, 确定一个图的非平凡自同构不是一件容易的事. 通过查阅文献, 我
们发现对于环上这些图, 有关自同构的结果很少. 我们只找到有关环上零因子图自同构的
几个结果. 对于环 R, 零因子图记为 Γ(R), Aut(Γ(R)) 表示其上的自同构群. Anderson 与
Livinston [1] 证明了对于非素整数 n ≥ 4, Aut(Γ(Zn)) 是对称群的直积. 对于素数 p 和非交换

环 R = Mat2(Zp), Han [15] 证明了 Aut(Γ(R)) ' Sp+1. Park 与 Han [16] 证明了对于有限域

Fq 上的二阶矩阵环 R = Mat2(Fq), Aut(Γ(R)) ' Sq+1. 但是最近文献 [17] 得出了下面的结
论: Aut(Γ(M2(Fq))) 的大小是 ((q − 1)!)(q+1)2(q + 1)!, 并指出上面两篇文章中的结论是不对
的. 文献 [18] 与 [20] 进一步给出有限域上上三角矩阵环的零因子图的自同构刻画.
在文献 [12] 中, 环 R 上的理想包含图 In(R) 定义为以 R 的非平凡左理想为顶点集, 两个

不同左理想 I 与 J 有一条边相连当且仅当 I $ J 或 J $ I; 文献 [12] 中研究了图 In(R) 的连
通性以及图的参数. 设 Fq 为有限域, Fq 上 n × n 阶上三角矩阵环记为 R. 文献 [13] 研究了
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环 R 上的理想关系图 Γi(R), 以 R 为顶点集, 从 A 到 B 有一条有向边当且仅当 IA $ IB, 其
中 IA 表示由 A 生成的双边理想, 并确定了它的自同构. 文献 [12] 与 [13] 中的图是有差别的,
但都是利用理想的包含关系定义的图, 所以可以统称为理想包含图. 本文将文献 [13] 中的结
果推广到上三角代数上, 研究了有限域上分块上三角矩阵环上的理想包含图并给出了其上的
自同构的描述.
设 Fq 为有限域, A 为分块上三角矩阵,

A =




A11 A12 · · · A1r

0 A22 · · · A2r

· · · · · · · · · · · ·
0 0 · · · Arr


 ,

其中 Aij(1 6 i 6 j 6 r) 为 Fq 上 ni×nj 矩阵. 对于固定的正整数序列 (n1, n2, · · · , nr), 形如
A 的所有分块上三角矩阵记为 B(q, (n1, n2, · · · , nr)), 简记为 B(q, r). 我们称 (n1, n2, · · · , nr)
为 B(q, r) 的分块模式. 在矩阵的常用运算下, B(q, r) 是一个代数, 称之上三角代数.
理想包含图 In(B(q, r)) 是一个有向图, 以 B(q, r) 为顶点集, 从 A 到 B 有一条有向边, 记

为 A → B, 当且仅当 IA $ IB, 其中 IA 表示由 A 生成的双边理想. 本文研究了 B(q, r) 中的
理想, 证明了 B(q, r) 为主理想环, 并且给出了 In(B(q, r)) 上自同构的描述. 有限域 Fq 上的上

三角矩阵是分块模式为 (1, 1, · · · , 1) 的分块上三角矩阵, 因此文献 [13] 中的理想关系图是本
文研究对象的一个特例.
本文的第二节、第三节分别给出 B(q, r) 中理想的刻画与理想包含图 In(B(q, r)) 上自同

构的刻画.

2 上三角代数中的理想

令 S = {(i, j)|1 6 i 6 j 6 r}. 文献 [13] 在 S 上定义了二元关系 4: (i1, j1) 4 (i2, j2) 当
且仅当 i2 6 i1 且 j1 6 j2. 若 (i1, j1) 4 (i2, j2) 且 (i1, j1) 6= (i2, j2), 则记为 (i1, j1) � (i2, j2).
子矩阵 Aij 所在的行集与列集分别记为 Ni 与 Nj , 且记 (Ni, Nj) = {(s, t)|s ∈ Ni, t ∈ Nj}.
定义 2.1 若 A 的子矩阵 Aij 满足: Aij 6= 0, 且对于任意的 (s, t) � (i, j) 有 Ast = 0, 则

称 Aij 为 A 的承块. 记 A 的所有承块全体为 supp(A). 相应地, 称 (Ni, Nj) 为 A 的承块

区, 记 A 的承块区全体为 suppb(A). 记 supp(A) = {Akl|(i, j) 4 (k, l), Aij ∈ supp(A)} 以及
suppb(A) = {(Nk, Nl)|Akl ∈ supp(A)}.
例 2.2 A 是 Z5 上模式为 (2, 1, 2, 1) 的分块上三角阵,

A =




A11 A12 A13 A14

0 A22 A23 A24

0 0 A33 A34

0 0 0 A44


 =




1 0 0 1 1 1
2 1 0 0 1 2
0 0 0 1 3 1
0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0




.

易见 supp(A) = {A11, A23, A34}, supp(A) = {A11, A12, A13, A14, A23, A24, A34}. 承块 A11 所

在的区域为 (N1, N1) = {(1, 1), (1, 2), (2, 1), (2, 2)}.
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显然, 若 (s, t) ∈ (Ni1 , Nj1), (s′, t′) ∈ (Ni2 , Nj2)且 (i1, j1) 4 (i2, j2), 则有 s′ 6 s且 t 6 t′;
若 Ai1j1 与 Ai2j2 均是 A 的承块, 则有 i1 6= i2, j1 6= j2.
引理 2.3 设 A ∈ B(q, r) 且 suppb(A) = {(Ni1 , Nj1), (Ni2 , Nj2), · · · , (Nim

, Njm
)}.

(i) 若 Akl /∈ supp(A), 则 Akl = 0; 若 (i, j) 4 (k, l), Akl /∈ supp(A), 则 Aij = 0;
(ii) 若 i1 < i2 < · · · < im, 则 j1 < j2 < · · · < jm.
证 (i)的证明. 若 Akl 6= 0, 则存在序对 (i, j) 满足 (i, j) 4 (k, l) 且 Aij ∈ supp(A), 从而

Akl ∈ supp(A), 矛盾. 结论的后半部分显然成立.
(ii)的证明. 若存在序对 (s, t) 使得 is < it 且 js > jt, 则 (it, jt) � (is, js). 由 Aisjs 为承

块得 Aitjt = 0, 这与 Aitjt 也是承块相矛盾. 因此结论成立.
引理 2.3 对刻画 B(q, r) 的理想和主理想有重要的作用.
定义 2.4若 ik 6 jk(1 6 k 6 m), 1 6 i1 < i2 < · · · < im 6 r 且 1 6 j1 < j2 < · · · < jm 6

r, 则称 {(i1, j1), (i2, j2), · · · , (im, jm)} 为 [1, r] × [1, r] 上的一个上三角阶梯. 记 [1, r] × [1, r]
所有上三角阶梯的集合为 uts(r).
由引理 2.3 知 B(q, r) 中任意非零元的承块区的指标集是一个上三角阶梯. 记 B(q, r) 的

双边理想全体为 I(B(q, r)). 对于 A ∈ B(q, r), IA 表示由 A 生成的主理想. A 在 s 行、t 列处

的元素用 Ast 来表示. 另外, 用 Est 表示在 s行、t列处的元素为 1且其余元素均为 0的矩阵.
引理 2.5设 I 为 B(q, r)的一个理想.若Est ∈ I 且 (s, t) ∈ (Ni, Nj),则对于任意的 (i′, j′)

满足 (i, j) 4 (i′, j′) 以及任意的 (s′, t′) ∈ (Ni′ , Nj′) 有 Es′t′ ∈ I.
证 由 (i, j) 4 (i′, j′), (s, t) ∈ (Ni, Nj) 以及 (s′, t′) ∈ (Ni′ , Nj′), 得到 s′ 6 s 和 t 6 t′. 因

此 Es′s, Ett′ ∈ B(q, r) 且 Es′sEstEtt′ = Es′t′ , 从而有 Es′t′ ∈ I.
命题 2.6 对于任意的 A 6= 0 ∈ B(q, r), IA = A, 其中

A =
∑

(Ni,Nj)∈suppb(A)

∑

(s,t)∈(Ni,Nj)

FqEst.

证 首先证明对于任意的 P, Q ∈ B(q, r) 有 PAQ ∈ A, 从而有 IA j A. 由分块阵的乘法
知, PAQ ∈ B(q, r). 而且对于 1 6 k 6 l 6 r,

(PAQ)kl =
l∑

s=k

l∑
t=s

P ksAstQtl.

设 (Nk, Nl) /∈ suppb(A), 也就是 Akl /∈ supp(A). 考察 PAQ 在分块区 (Nk, Nl) 处的子矩阵.
当 k 6 s 6 t 6 l 时, (s, t) 4 (k, l). 由引理 2.3, Ast = 0, 因此有 (PAQ)kl = 0. 由 (Nk, Nl) 的
任意性, 有 PAQ ∈ A.
下面证明对于任意的 (Ni′ , Nj′) ∈ suppb(A) 以及 (s′, t′) ∈ (Ni′ , Nj′), 有 Es′t′ ∈ IA, 进而

有 A j IA. 由于 (Ni′ , Nj′) ∈ suppb(A), 所以存在 (i, j) 6 (i′, j′) 使得 (Ni, Nj) ∈ suppb(A).
由 (Ni, Nj) ∈ suppb(A)知存在 (s, t) ∈ (Ni, Nj)满足 ast 6= 0,从而有Est = a−1

st EssAEtt ∈ IA.
由引理 2.5 可得对于任意 (s′, t′) ∈ (Ni′ , Nj′), Es′t′ ∈ IA. 综上可得 A = IA.
推论 2.7 存在 B(q, r) 的非零主理想与上三角阶梯 uts(r) 之间的一一对应.
证 由引理 2.3 知 B(q, r) 中任意非零元素承块区的指标集是一个上三角阶梯. 同时显然

对于每一个上三角阶梯, 存在 B(q, r) 中非零元素使其以该上三角阶梯为承块区的指标集. 另
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外由命题 2.6 知对于任意的 A,B ∈ B(q, r), IA = IB 当且仅当 suppb(A) = suppb(B). 因此结
论成立.
设 I 为 B(q, r) 的一个理想. 若存在 (s, t) ∈ (Ni, Nj) 使得 Est ∈ I, 则由引理 2.5 知对于

任意的 (s′, t′) ∈ (Ni, Nj) 有 Es′t′ ∈ I.
定义 2.8 设 I 为 B(q, r) 的一个理想. 若存在 (s, t) ∈ (Ni, Nj) 使得 Est ∈ I, 则称分块区

(Ni, Nj) 为 I 的内块区. I 的所有内块区的集合记为 Iin, 它在全集 {(Ni, Nj)|1 6 i 6 j 6 r}
下的补记为 Iout. 若 (Ni, Nj) ∈ Iin 且对于任意的 (i′, j′) � (i, j) 有 (Ni′ , Nj′) ∈ Iout, 则称
(Ni, Nj) 为 I 的边界区. I 的所有边界区的集合记为 Ib.
若 (Ni, Nj) ∈ Iin 且 (i, j) 4 (i′, j′), 由引理 2.5 知 (Ni′ , Nj′) ∈ Iin. 对于子集 Ni, 令

Nm
i = min{s|s ∈ Ni}, NM

i = max{s|s ∈ Ni}. 若 (Ni, Nj) ∈ Iin, 则 ENM
i Nm

j
∈ I. 为了方便,

ENM
i Nm

j
也简记为 ENiNj

.
命题 2.9 B(q, r) 为主理想环.
证 零理想是由零生成的. 对于任意的非零理想 I ∈ I(B(q, r)), 由上面的讨论知

I = Σ(Ni,Nj)∈IinΣ(s,t)∈(Ni,Nj)FqEst.

令 A = Σ(Ni,Nj)∈IbENiNj
. 由边界区的定义和性质知 Ib 恰是 A 的承块区 suppb(A), 且容易看

出 suppb(A) = Iin, 从而由命题 2.6 得

I = IA = Σ
(Ni,Nj)∈suppb(A)

Σ(s,t)∈(Ni,Nj)FqEst.

推论 2.10 存在 I(B(q, r))/{0} 与 uts(r) 之间的一一对应.
证 由推论 2.7 以及命题 2.9 可得.

3 B(q, r) 上的理想包含图及其上的自同构

理想包含图 In(B(q, r)) 是一有向图, 以 B(q, r) 为顶点集且从 A 到 B 有一条有向边

A → B 当且仅当 IA $ IB. 这里的理想包含图与文献 [12] 中的有些差别. 在文献 [12] 中, 环
R 上的理想包含图 In(R), 以 R 的所有非平凡的左理想为顶点, 左理想 I1 和 I2 之间有一条

边相连当且仅当 I1 $ I2 或 I2 $ I1. 因此文献 [12] 中理想包含图是无向的且顶点集是非平凡
的左理想. 我们所讨论的理想包含图 In(B(q, r)) 是有向图且顶点集是 B(q, r) 中的所有元素.
图 In(B(q, r)) 的自同构群记为 Aut(In(B(q, r))).
在图 In(B(q, r)) 中, 顶点 A 的左、右邻点集分别记为 Nl(A) = {B|B → A} 与 Nr(A) =

{B|A → B}. 记 di(A) = |Nl(A)| 以及 do(A) = |Nr(A)|, 它们分别称为 A 的入度和出度. 如
果 A 与 B 在 In(B(q, r)) 中具有相同的左、右邻点, 则称 A 与 B 为孪生点, 记为 A ∼ B. 若
在图 In(B(q, r)) 中, 两个顶点生成相同的主理想, 则它们显然是孪生点. 容易验证孪生关系
∼ 是 B(q, r) 上的一个等价关系, 记 A 所在的孪生等价类为 [A]. 我们知道图的自同构保持顶
点的度以及等价类的大小不变, 也就是, 对于任意的 σ ∈ Aut(In(B(q, r))) 和 A ∈ B(q, r), 有
di(σ(A)) = di(A), do(σ(A)) = do(A) 且 |[σ(A)]| = |[A]|.
引理 3.1 在理想包含图 In(B(q, r)) 中, 下面的结论成立
(i) 从 A 到 B 有有向边 ( A → B) 当且仅当 suppb(A) $ suppb(B);
(ii) 设 r > 3. 对于任意的 1 6 i 6 j 6 r, (s, t) ∈ (Ni, Nj) 以及 (s′, t′) ∈ (Ni′ , Nj′),

[Est] = [Es′t′ ] 当且仅当 (i, j) = (i′, j′);

Administrator
打字机
ⅰ
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(iii) 设 r > 3 且 (s, t) ∈ (Ni, Nj). X ∼ Est 当且仅当 suppb(X) = {(Ni, Nj)}.
证 从命题 2.6 可以直接得到 (i).
(ii) 的证明. 若 (i, j) = (i′, j′), 由推论 2.7 得到 IEst

= IEs′t′ , 进而有 [Est] = [Es′t′ ]. 下
面证明若 (i, j) 6= (i′, j′), 则 [Est] 6= [Es′t′ ]. 假定 (i, j) 6= (i′, j′). 若 (i, j) � (i′, j′), 则由
命题 2.6 得 IEs′t′ $ IEst

, 进而有 Es′t′ → Est. 但是 Est 9 Est, 因此 [Est] 6= [Es′t′ ]. 如果
(i′, j′) � (i, j), 可以类似的得到 [Est] 6= [Es′t′ ]. 下面假定 i > i′ 且 j > j′. 若 j 6= r, 则有
ENiNr

→ Est, 但 ENiNr
9 Es′t′ . 若 j′ 6= 1, 则有 Es′t′ → ENi′Nj′−1

, 但 Est 9 ENi′Nj′−1
. 若

j = r 且 j′ = 1, 由 r > 3 知存在 j′ < k < j. 从而 ENi′Nk
→ Es′t′ , 但是 ENi′Nk

9 Est. 因此
都有 [Est] 6= [Es′t′ ]. 当 i < i′ 且 j < j′ 时, 类似可得 [Est] 6= [Es′t′ ].

(iii) 的证明. 若 suppb(X) = {(Ni, Nj)}, 则由命题 2.6 有 IX = IEst
, 进而有 X ∼ Est.

因此充分性成立. 下面证明必要性. 假定 X ∼ Est. 若 |supp(X)| = 1, 假设 suppb(X) =
{(Ni′ , Nj′)} 并任取 (s′, t′) ∈ (Ni′ , Nj′). 由推论 2.7 知, IX = IEs′t′ . 从而 [X] = [Es′t′ ],
进而有 [Est] = [Es′t′ ]. 由结论 (ii) 知 (i, j) = (i′, j′). 因此 suppb(X) = (Ni, Nj). 下面证
明 |supp(X)| 不可能大于 1. 若 |supp(X)| > 2, 则对于任意的 (Ni′ , Nj′) ∈ suppb(X) 以及
(s′, t′) ∈ (Ni′ , Nj′), 有 Es′t′ → X. 因此 Es′t′ → Est, 进而有 (i, j) � (i′, j′). 由 (Ni′ , Nj′) 的
任意性, 得到 IX $ IEst

, 进而 X → Est. 但 Est 9 Est, 与假定 X ∼ Est 相矛盾.
推论 3.2 设 r > 3 以及 1 6 k 6 r. 对于任意的 (s, t) ∈ (N1, Nk), |[Est]| = (qn1nk −

1)q
n1(

r∑
l=k+1

nl)

; 对于任意的 (s′, t′) ∈ (Nk, Nr), |[Es′t′ ]| = (qnknr − 1)q
(
k−1∑
l=1

nl)nr

.
证 由引理 3.1 的 (iii) 知对于任意的 (s, t) ∈ (N1, Nk),

[Est] = {
∑

(i,j)∈
r⋃

l=k

(N1,Nl)

aijEij |aij ∈ Fq, and ∃(i, j) ∈ (N1, Nk) s.t. aij 6= 0}.

由此易见结论的前半部分成立, 后半部分同理可得.
引理 3.3 对于理想包含图 In(B(q, r)) 中顶点的度, 下面的结论成立.
(i) di(0) = 0;
(ii)任意 (s, t) ∈ (N1, Nr), di(Est) = 1;任意A ∈ B(q, r), di(A) = 1当且仅当A ∼ EN1Nr

;

(iii) 任意 (s, t) ∈ (N1, Nk), di(Est) = q
n1

r∑
l=k+1

nl

, 其中 1 6 k 6 r − 1; 任意 (s, t) ∈

(Nk, Nr), di(Est) = q
nr

k−1∑
l=1

nl

, 其中 2 6 k 6 r;
(iv) 任意 A ∈ B(q, r), di(A) = qn1nr 当且仅当 A ∼ EN1Nr−1 或 A ∼ EN2Nr

.
证 由引理 3.1 可得 Nl(0) = ∅; 任意的 (s, t) ∈ (N1, Nr), Nl(Est) = {0}; 任意的

1 6 k 6 r − 1 以及 (s, t) ∈ (N1, Nk), Nl(Est) = {Es′t′ |(s′, t′) ∈
r⋃

m=k+1

(N1, Nm)}; 任意的

2 6 k 6 r 以及 (s, t) ∈ (Nk, Nr), Nl(Est) = {Es′t′ |(s′, t′) ∈
k−1⋃
m=1

(Nm, Nr)}. 显然, 若 A 6= 0,

A � EN1Nr
, A � EN1Nr−1 且 A � EN2Nr

, 则有 di(A) > qn1nr . 因此结论成立.
若双射 σ : B(q, r) → B(q, r) 只置换孪生点, 则 σ ∈ Aut(In(B(q, r))), 这样的自同构称之

为奇异自同构. 图 In(B(q, r)) 上奇异自同构的全体记为 Sin(In(B(q, r))).
定理 3.4 图 In(B(q, 2)) 上的自同构都是奇异的.
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证 当 r = 2, 上三角阶梯 utr(2) 只有四种形式且对应的代表元可取

EN1N2 , EN1N1 , EN2N2 , EN1N1 + EN2N2 ,

同时有 di(0) = 0; di(EN1N2) = 1; di(EN1N1) = di(EN2N2) = qn1n2 ; di(EN1N1 + EN2N2) >

qn1n2 . 另外在 B(q, 2) 中, EN1N1 ∼ EN2N2 . 既然自同构保持顶点的度, 从而 In(B(q, 2)) 上的
自同构都是奇异的, 即 Aut(In(B(q, 2))) = Sin(In(B(q, 2))).
假设 (n1, n2, · · ·nr) 为一正整数序列满足: 对于任意的 1 6 k 6 r 都有 nk = nr+1−k.

定义映射 τP : B(q, r) → B(q, r), 对于任意的 A ∈ B(q, r), τP (A) = PAT P , 其中 P =∑
16i6n

Ei,n+1−i, n =
∑

16i6r

ni, AT 表示 A 的转置. 容易验证在假定条件下 τP 的定义是合理的

且是一个双射.
命题 3.5 τP 为图 In(B(q, r)) 上的自同构.
证 假设从 A 到 B 有有向边, A → B. 从而有 IA $ IB, 进而 A ∈ IB. 因此存

在 Q1, Q2 ∈ B(q, r) 使得 A = Q1BQ2. 从而有 PAT P = (PQT
2 P )(PBT P )(PQT

1 P ). 因此
IPAT P j IPBT P . 若 IPAT P = IPBT P , 则 PBT P ∈ IPAT P . 同上类似可得 B ∈ IA, 进而有
IA = IB, 与前提 IA $ IB 相矛盾. 因此 IPAT P $ IPBT P , 进而有 τP (A) → τP (B). 所以
τP ∈ Aut(In(B(q, r))).
假设 σ ∈ Aut(In(B(q, r)))(r > 3). 为了刻画 σ, 需要揭示对于任意的 A ∈ B(q, r), A 与

σ(A) 之间的关系.
引理 3.6 σ(0) = 0; [σ(EN1Nr

)] = [EN1Nr
]; [σ(EN1Nr−1)] = [EN1Nr−1 ] 或 [σ(EN1Nr−1)] =

[EN2Nr
] 且 n1nr−1 = n2nr.

证 从引理 3.3, 推论 3.2 以及 σ 保持顶点度以及孪生等价类大小, 可得结论成立.
命题 3.7 (i) 若 [σ(EN1Nr−1)] = [EN1Nr−1 ], 则对于任意的 2 6 k 6 r − 1, [σ(EN1Nr−k

)] =
[EN1Nr−k

] 成立;
(ii) 若 [σ(EN2Nr

)] = [EN2Nr
], 则对于任意的 3 6 k 6 r, [σ(ENkNr

)] = [ENkNr
] 成立;

(iii) 若 [σ(EN1Nr−1)] = [EN2Nr
], 则对于任意的 0 6 k 6 r− 1, [σ(EN1Nr−k

)] = [ENk+1Nr
]

且 n1nr−k = nk+1nr.
证 (i) 的证明. 在假定条件下 k = 1 时结论成立. 下面证明若结论当 k = t 时

成立, 则当 k = t + 1 时结论也成立. 从而由归纳法知结论对于任意的 k 都成立. 假定
[σ(EN1Nr−t

)] = [EN1Nr−t
]. 由 EN1Nr−t

→ EN1Nr−(t+1) , 可得 EN1Nr−t
→ σ(EN1Nr−(t+1)). 因

此 IEN1Nr−t
$ Iσ(EN1Nr−(t+1) )

. 由引理 2.3, 存在 (Ni, Nj) ∈ suppb(σ(EN1Nr−(t+1))) 且 (i, j) 4
(1, r − t). 因此 i > 1 且 j 6 r − t. 若 i > 2 或 suppb(σ(EN1Nr−(t+1)))− {(Ni, Nj)} 6= ∅, 则有

{Eij |1 6 i 6 n1,

r−t−1∑
s=1

ns < j 6
r∑

s=1

ns} $ Ni(σ(EN1Nr−(t+1))),

从而有 di(σ(EN1Nr−(t+1))) > q
n1(

r∑
s=r−t

ns)

, 矛盾. 因此 suppb(σ(EN1Nr−(k+1))) = {(N1, Nj)}.
由 di(σ(EN1Nr−(t+1))) = di(EN1Nr−(t+1)) 以及引理 3.3 可得 j = r − (t + 1), 进而有

[σ(EN1Nr−(t+1))] = [EN1Nr−(t+1) ].
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(ii) 的证明. 由 [σ(EN2Nr
)] = [EN2Nr

] 证明对于任意的 1 6 k 6 r, [σ(ENkNr
)] = [ENkNr

]
成立, 可以类似于 (i), 省略.

(iii) 的证明. 由假定以及引理 3.6 知结论当 k = 0, 1 时成立. 下面用归纳法来证明.
假设结论当 k = l 时成立. 由 [σ(EN1Nr−l

)] = [ENl+1Nr
] 以及 EN1Nr−l

→ EN1Nr−(l+1) ,
可得 ENl+1Nr

→ σ(EN1Nr−(l+1)). 因此 IENl+1Nr
$ Iσ(EN1Nr−(l+1) )

. 由命题 2.6 知存在
(Ni, Nj) ∈ suppb(σ(EN1Nr−(l+1))) 且 (i, j) 4 (l + 1, r). 因此 j 6 r 且 i > l + 1. 若 j < r 且

suppb(σ(EN1Nr−(l+1)))− {(i, j)} 6= ∅, 则

{Eij |1 6 i 6
l+1∑
s=1

ns,

r−1∑
t=1

nt + 1 < j 6
r∑

t=1

nt} $ Ni(σ(EN1Nr−(l+1))).

因此 di(σ(EN1Nr−(l+1))) > q
nr(

l+1∑
t=1

nt)
. 但是由引理 3.3 知道 di(EN1Nr−(l+1)) = q

n1

r∑
t=r−l

nt

.
再由归纳假设知 n1(nr + · · · + nr−l) = (n1 + · · · + nl+1)nr, 从而有 di(σ(EN1Nr−(l+1))) =

di(EN1Nr−(l+1)) = q
nr

l+1∑
t=1

nt

, 矛盾. 因此 suppb(σ(EN1Nr−(l+1))) = {(Ni, Nr)}. 再由引理 3.3 可
得 i = l + 2, 进而有 [σ(EN1Nr−(l+1))] = [ENl+2Nr

].
最后, 由 σ 保持孪生类大小知 |[EN1Nr−(l+1) ]| = |[ENl+2Nr

]|. 再由推论 3.2 知

(qn1nr−(l+1) − 1)q
n1(

r∑
t=r−l

nt)

= (qnl+2nr − 1)q
nr(

l+1∑
t=1

nt)
.

由归纳假设知 n1nr−(l+1) = nl+2nr. 因此当 k = l + 1 时结论也成立. 由归纳法知结论对于任
意的 0 6 k 6 r − 1 都成立.
定理 3.8 假定 r > 3. 对于 σ ∈ Aut(In(B(q, r))), 存在奇异自同构 ρ ∈ Sin(In(B(q, r))) 和

δ ∈ {0, 1} 使得 σ = τ δ
P ◦ ρ.

证 由引理 3.6 知, σ(0) = 0; [σ(EN1Nr
)] = [EN1Nr

]; [σ(EN1Nr−1)] = [EN1Nr−1 ] 或
[σ(EN1Nr−1)] = [EN2Nr

]. 首先证明存在 δ ∈ {0, 1} 使得 σ1 = τ δ
P ◦ σ 稳定任意的 [ENiNj

] (1 6
i 6 j 6 r). 分两种情况来讨论.
情形 1 [σ(EN1Nr−1)] = [EN1Nr−1 ].
由引理 3.6 和命题 3.7 知, 对于任意的 1 6 k 6 r 有 [σ(EN1Nk

)] = [EN1Nk
]. 下

面证明 [σ(EN2Nr
)] = [EN2Nr

] 也成立, 进而由命题 3.7 知对于任意的 1 6 k 6 r 有

[σ(ENkNr
)] = [ENkNr

]. 由引理 3.3 知, [σ(EN2Nr
)] = [EN2Nr

] 或 [σ(EN2Nr
)] = [EN1Nr−1 ].

若 [σ(EN2Nr
)] = [EN1Nr−1 ], 由 EN1Nr−1 → EN1Nr−2 且 [σ(EN1Nr−2)] = [EN1Nr−2 ], 可得

σ(EN2Nr
) → σ(EN1Nr−2),从而得到EN2Nr

→ EN1Nr−2 ,这显然是不可能的. 因此 [σ(EN2Nr
)] =

[EN2Nr
].

下面证明对于任意的 1 6 i 6 j 6 r, [σ(ENiNj
)] = [ENiNj

] 成立. 对 i 做归纳证

明. 当 i = 1 时结论成立; 假设当 1 6 i − 1 6 j 6 r 时结论成立, 下面证明当 1 < i 6
j 6 r 时结论也成立. 为此对 j 再做归纳证明. 由上面的讨论知当 j = r 时结论是成

立的; 假定当 1 < i 6 j + 1 6 r 时结论成立. 由 ENi−1Nj
→ ENiNj

, ENiNj+1 → ENiNj
,

[σ(ENi−1Nj
)] = [ENi−1Nj

] 且 [σ(ENiNj+1)] = [ENiNj+1 ], 可以得出 ENi−1Nj
→ σ(ENiNj

) 且
ENiNj+1 → σ(ENiNj

). 由 EN1Nj−1 9 ENiNj
, ENi+1Nr

9 ENiNj
, [σ(EN1Nj−1)] = [EN1Nj−1 ]

且 [σ(ENi+1Nr
)] = [ENi+1Nr

], 可以得出 EN1Nj−1 9 σ(ENiNj
) 且 ENi+1Nr

9 σ(ENiNj
). 因此
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σ(ENiNj
) ∼ ENiNj

或 σ(ENiNj
) ∼ ENi−1Nj

+ENiNj+1 . 但是容易验证 di(ENi−1Nj
+ENiNj+1) <

di(ENiNj
). 因此 σ(ENiNj

) ∼ ENiNj
. 令 σ1 = τ δ

P ◦ σ 且此时 δ = 0.
情形 2 [σ(EN1Nr−1)] = [EN2Nr

].
由命题 3.7知对于任意的 0 6 k 6 r−1有 [σ(EN1Nr−k

)] = [ENk+1Nr
]且n1nr−k = nk+1nr;

令 σ1 = τP ◦ σ, 则有 [σ1(EN1Nr
)] = [EN1Nr

] 且 [σ1(EN1Nr−1)] = [EN1Nr−1 ]. 由情形 1 知
[σ1(ENiNj

)] ∼ [ENiNj
](1 6 i 6 j 6 r). 此时 σ1 = τ δ

P ◦ σ 且 δ = 1.
下面证明 σ1 稳定任意的孪生等价类, 即对于任意的 A ∈ B(q, r), 有 [σ1(A)] = [A].
假定 A 6= 0 且 suppb(A) = {(Ni1 , Nj1), (Ni2 , Nj2), · · · , (Nim

, Njm
)}. 若m = 1, 则 [A] =

[ENi1Nj1
]. 因此 [σ1(A)] = [A]. 若 m > 2, 由 ENik

Njk
→ A 以及 [σ1(ENik

Njk
)] = [ENik

Njk
]

可得 ENik
Njk

→ σ1(A). 因此 IENik
Njk

$ Iσ1(A). 令 X =
m∑

k=1

ENik
Njk

. 由命题 2.6 得

IA = IX ⊆ Iσ1(A). 同样的考虑 σ−1
1 的作用, 可以得出对于任意的 A ∈ B(q, r) 有 Iσ1(A) ⊆ IA.

因此 Iσ1(A) = IA, 进而有 [σ1(A)] = [A].
令 ρ = σ1, 则 ρ ∈ Sin(In(B(q, r))). 进而有 σ = (τ δ

P )−1 ◦ ρ = τ δ
P ◦ ρ, 结论得证.

推论 3.9 假定 r > 3. 若存在 1 6 k 6 r 满足 nk 6= nr+1−k, 则图 In(B(q, r)) 上的每一个
自同构均是奇异的.
证 假设存在 1 6 k 6 r 使得 nk 6= nr+1−k. 由定理 3.8 的证明过程可得, 对于任

意的 σ ∈ Aut(In(B(q, r))), 有 [σ(EN1Nr−1)] = [EN1Nr−1 ]. 进而对于任意的 A ∈ B(q, r) 有
[σ(A)] = [A], 即 σ ∈ Sin(In(B(q, r))). 所以 Aut(In(B(q, r))) = Sin(In(B(q, r))).
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AUTOMORPHISMS OF INCLUSION IDEAL GRAPHS OVER

BLOCK UPPER TRIANGULAR MATRICES

CHEN Li

(Department of Mathematics, China University of Mining and Technology, Xuzhou 221116, China)

Abstract: Let Fq be a finite field and (n1, n2, · · · , nr) a sequence of positive integers. The

algebra B(q, r) consists of all block upper triangular matrices over Fq with an ni×ni square matrix

as i-diagonal block (1 6 i 6 r). The inclusion ideal graph In(B(q, r)) is defined as a directed graph

whose vertex set is B(q, r) and there is a directed edge from A to B if and only if IA $ IB where

IA denotes the two-sided ideal generated by A. In this paper, we investigate the characterization

of the automorphisms of In(B(q, r)). We first investigate the ideals of In(B(q, r)), then for any

given automorphism of In(B(q, r)), by constructing some standard automorphisms such that the

composition of these automorphisms fixes all vertices, we give a explicit description of the given

automorphism, which extends the result of the reference [13].

Keywords: inclusion ideal graph; graph automorphism; block upper triangular matrix;

ideal
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