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摘要: 本文研究了一类多个下层的双层规划问题. 利用文 [1] 有关理论与方法, 获得了该类多

下层双层规划问题与一类广义纳什均衡问题的联系, 然后通过寻找该广义纳什均衡问题的均衡点求解

该双层规划问题. 同时给出了一种求解此类广义纳什均衡问题的算法, 并进行了一定的理论分析与数

值计算.
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1 介绍

从经济学到自然科学, 双层规划模型在很多领域都得到广泛的研究 [4]. 顾名思义, 双层
规划模型 [3] 是一个层次嵌套的模型, 它分为上层和下层. 本文主要讨论双层规划的乐观模
型. 在乐观模型中, 上层决策者受 2 个变量 x 和 y 的影响, 其中 y 又来自于下层问题的解, 受
变量 x 的影响. 因此, 该问题可以看成一个有两个参与者的优化问题. 但是, 这两个参与者在
这个优化问题中扮演的角色并不对称, 上层决策者控制了 2 个变量 x 和 y, 而下层决策者只
控制了一个变量 y. 这种上下层之间关系的不对称使得双层规划问题是一个困难问题 [2]. 如
果在这种优化问题中, 上层和下层之间的关系是对等的, 例如所有的变量既受上层决策者的
控制又受下层决策者的控制, 就会得到一个单纯的层次问题; 又或者变量 x 仅仅受到上层决

策者的控制而变量 y 仅仅受到下层决策者的控制, 就会得到一个含有两个参与者的博弈模型,
而在这个问题中, 两个决策者的地位平等.
有两种形式的双层规划乐观模型 [1] 受到了广泛的学习, 其中一种是原始双层规划乐观

模型 (OBP)
minimize

x
miny {F (x, y) : y ∈ S (x)},

s.t. x ∈ X;
(1.1)

还有一种就是标准双层规划乐观模型 (SBP)

minimize
x,y

F (x, y) ,

s.t. x ∈ X, y ∈ S (x) ,
(1.2)
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其中 F : Rn0 × Rn1 → R, X ⊆ Rn0 , 且集值映射 S : Rn0 ⇒ Rn1 , 集值映射 S (x) 表示下层问
题的解集, 下层问题为

minimize
w

f (x,w),

s.t. w ∈ U, g (x,w) ≤ 0,
(1.3)

其中 f : Rn0 ×Rn1 → R, g : Rn0 ×Rn1 → Rm, U ⊆ Rn1 .
在本文中, 对于要求解的 OBP 和 SBP 需要满足以下条件: F, f : Rn0 × Rn1 → R, g :

Rn0 ×Rn1 → Rm 是连续的, X ⊆ Rn0 , U ⊆ Rn1 是闭集.
令 W = {(x, y) : x ∈ X, y ∈ S (x)} ,K (x) = {v ∈ Rn1 : g (x, v) ≤ 0}. 若 (x∗, y∗) ∈ W,

且 ∀(x, y) ∈ W,F (x∗, y∗) ≤ F (x, y), 则 (x∗, y∗) 为 SBP (1.2) 的一个全局解. 将其详细表示
出来就是

(x∗, y∗) ∈ X × U, f (x∗, y∗) ≤ f (x∗, y) , ∀y ∈ U ∩K (x∗) , g (x∗, y∗) ≤ 0, (1.4)

F (x∗, y∗) ≤ F (x, y) , ∀ (x, y) ∈ W, (1.5)

其中W = {(u, v) ∈ X × U : f (u, v) ≤ f (u,w)∀w ∈ U ∩K (u) , g (u, v) ≤ 0}.
OBP和 SBP问题在求解全局解的时候是等价的 [5,6],但是在局部解方面, SBP的一个局

部解不一定是 OBP 的一个局部解. 需要提到的是, 目前几乎所有的算法都是用来求解 SBP
的. 而在通常情况下, SBP 问题是非凸非光滑的. 这样一来, 求解 SBP 问题就会变得比较困
难, 想要找到一种可证明收敛性且实际操作可行的算法用来求解 SBP 问题则更加困难 [7,8].
广义纳什均衡问题 (GNEP) 也是一种有多个决策者参与的优化模型, 它与 SBP 不同的

地方在于, 广义纳什均衡问题的多个决策者之间的地位平等, 求解广义纳什均衡问题的算法
也发展的较为成熟 [9].
在下一节中, 会给出文献 [1] 中的一种广义纳什均衡问题的模型, 它会与 SBP (1.2) 有很

密切的关系.

2 一种新的 GNEP 模型及相关理论

针对上面提到的 SBP 模型, 文献 [1] 中提出了下面的 GNEP 模型:

minimize
x,y

F (x, y), minimize
w

f (x,w) ,

s.t. (x, y) ∈ X × U, s.t. w ∈ U,

f (x, y) ≤ f (x,w) , g (x,w) ≤ 0,

g (x, y) ≤ 0,

(2.1)

把控制变量 x 和 y 的参与者称为领导者, 其余的参与者称为从属者. 令

T = {(x, y) ∈ X × U : g (x, y) ≤ 0} , H (w) = {(x, y) ∈ Rn0 ×Rn1 : f (x, y) ≤ f (x,w)} ,

则 V (w) = T ∩H (w) 为领导者的可行域. 若 (x∗, y∗, w∗) 为 GNEP (2.1) 的一个均衡解, 则

(x∗, y∗) ∈ X × U, f (x∗, y∗) ≤ f (x∗, w∗) , g (x∗, y∗) ≤ 0, (2.2)

F (x∗, y∗) ≤ F (x, y) ,∀ (x, y) ∈ V (w∗) , (2.3)

w∗ ∈ U, g (x∗, w∗) ≤ 0, (2.4)

f (x∗, w∗) ≤ f (x∗, w) ,∀w ∈ U ∩K (x∗) , (2.5)
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其中 V (w∗) = {(u, v) ∈ X × U : f (u, v) ≤ f (u,w∗) , g (u, v) ≤ 0}.
定义 2.1 [1] 若 (x∗, y∗, w∗) 为 GNEP (2.1) 的一个均衡解, 则
(a) (x∗, y∗) 在 SBP (1.2) 的可行域中, 即 (x∗, y∗) ∈ W ;
(b) 若对于满足 (x, y) ∈ W,F (x, y) ≤ F (x∗, y∗)的任意 x, g (x,w∗) ≤ 0成立, 则 (x∗, y∗)

为 SBP (1.2) 的一个全局解.
证 由于 (x∗, y∗, w∗) 为 GNEP (2.1) 的一个均衡解, 则 (x∗, y∗, w∗) 满足 (2.2)–(2.5).
(a) 由 (2.2), (2.4), (2.5) 可知 (x∗, y∗) 满足 (1.4), 即 (x∗, y∗) ∈ W .
(b) 由 (a) 知 (1.4) 式成立, 接下来要证明 (1.5) 也成立.
令

T ∗ = {(x, y) ∈ Rn0 ×Rn1 : F (x, y) ≤ F (x∗, y∗)} , (2.6)

(T ∗)c = {(x, y) ∈ Rn0 ×Rn1 : F (x, y) > F (x∗, y∗)} . (2.7)

令 (x̄, ȳ) 为W ∩T ∗ 中任意一点, 由假设可知 g (x̄, w∗) ≤ 0, 由此可知 w∗ ∈ U ∩K (x̄), 又
由于 (x̄, ȳ) ∈ W , 所以有 (x̄, ȳ) ∈ V (w∗), 由 (x̄, ȳ) 的任意性可知W ∩ T ∗ ⊆ V (w∗), 由 (2.3)
知 F (x∗, y∗) ≤ F (x, y) ,∀(x, y) ∈ W ∩ T ∗, 又 F (x∗, y∗) < F (x, y) ,∀ (x, y) ∈ W ∩ (T ∗)c, 而
W = (W ∩ T ∗) ∪ (W ∩ (T ∗)c) 所以有 F (x∗, y∗) ≤ F (x, y) ,∀ (x, y) ∈ W , (1.5) 成立. 所以
(x∗, y∗) 为 SBP (1.2) 的一个全局解.

3 一类多并列下层的双层规划问题

在很多情况下, 双层规划模型的下层可能存在多个并列参与者, 这些参与者彼此之间没
有联系, 这时候双层规划模型就如下所示:

min
x,y1,y2··· ,yn

F (x, y1, y2 · · · , yn),

s.t. x ∈ X,

y1 ∈ S1(x),
y2 ∈ S2(x),

...
yn ∈ Sn(x),

(3.1)

其中 F : Rm0 × Rm1 × Rm2 · · · × Rmn → R, X ⊂ Rm0 , S1(x), S2(x), · · · , Sn(x) 分别表示 n

个并列下层的解集, 下层问题为

min
w1

f1(x,w1), min
w2

f2(x,w2), min
wn

fn(x,wn),

s.t. w1 ∈ U1, s.t. w2 ∈ U2, · · · s.t. wn ∈ Un,

g1(x,w1) ≤ 0, g2(x,w2) ≤ 0, gn(x,wn) ≤ 0,

其中
f1 : Rm0 ×Rm1 → R, g1 : Rm0 ×Rm1 → Rn1 , U1 ⊂ Rm1 ,

f2 : Rm0 ×Rm2 → R, g2 : Rm0 ×Rm2 → Rn2 , U2 ⊂ Rm2 ,
...

fn : Rm0 ×Rmn → R, gn : Rm0 ×Rmn → Rnn , Un ⊂ Rmn ,
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若 (x∗, y∗1 , y
∗
2 · · · , y∗n) 为 SBP (3.1) 的全局解, 则

(x∗, y∗1 , y
∗
2 , · · · , y∗n) ∈ X × U1 × U2 × · · · × Un,

f1(x∗, y∗1) ≤ f1(x∗, y1),∀y1 ∈ U1 ∩K1(x∗), g1(x∗, y∗1) ≤ 0,

f2(x∗, y∗2) ≤ f2(x∗, y2),∀y2 ∈ U2 ∩K2(x∗), g2(x∗, y∗2) ≤ 0,
...

fn(x∗, y∗n) ≤ fn(x∗, yn),∀yn ∈ Un ∩Kn(x∗), gn(x∗, y∗n) ≤ 0,

(3.2)

F (x∗, y∗1 , y
∗
2 , · · · , y∗n) ≤ F (x, y1, y2, · · · , yn),∀(x, y1, y2, · · · , yn) ∈ W, (3.3)

其中

W = {(u, v1, v2 · · · , vn) ∈ X × U1 × U2 × · · · × Un :

f1(u, v1) ≤ f1 (u,w1) , ∀w1 ∈ U1 ∩K1(u), g1(u, v1) ≤ 0;

f2(u, v2) ≤ f2 (u,w2) , ∀w2 ∈ U2 ∩K2(u), g2(u, v2) ≤ 0;
...

fn(u, vn) ≤ fn (u,wn) , ∀wn ∈ Un ∩Kn(u), gn(u, vn) ≤ 0},
Kn(x) = {v ∈ Rmn : gn(x, v) ≤ 0}.

对于这种双层规划模型, 可以用同样的方法给出如下的 GNEP 模型.
领导者:

min
x,y1,y2,···yn

F (x, y1, y2 · · · , yn),

s.t. (x, y1, y2, · · · , yn) ∈ X × U1 × U2 · · · × Un,

f1(x, y1) ≤ f1(x,w1), g1(x, y1) ≤ 0,

f2(x, y2) ≤ f2(x,w2), g2(x, y2) ≤ 0,
...

fn(x, yn) ≤ fn(x,wn), gn(x, yn) ≤ 0,

(3.4)

从属者:

min
w1

f1(x,w1), min
w2

f2(x,w2), min
wn

fn(x,wn),

s.t. w1 ∈ U1, s.t. w2 ∈ U2, · · · s.t. wn ∈ Un,

g1(x,w1) ≤ 0, g2(x,w2) ≤ 0, gn(x,wn) ≤ 0,

同样的, 把控制变量 x, y1, y2, · · · , yn 的参与者称为领导者, 其他所有参与者称为从属者.
令

T = {(x, y1, y2, · · · , yn) ∈ X × U1 × U2 × · · · × Un :

g1(x, y1) ≤ 0, g2(x, y2) ≤ 0, · · · , gn(x, yn) ≤ 0, }
H(W ) = {(x, y1, y2, · · · , yn) ∈ Rm0 ×Rm1 ×Rm2 × · · · ×Rmn : f1(x, y1) ≤ f1(x,w1),

f2(x, y2) ≤ f2(x,w2), · · · , fn(x, yn) ≤ fn(x,wn)},
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则 V (W ) = T ∩H(W ) 为领导者的可行域.
若 (x∗, y∗1 , y

∗
2 , · · · , y∗n, w∗1 , w

∗
2 , · · · , w∗n) 为 GNEP (3.4) 的一个均衡解, 则

(x∗, y∗1 , y
∗
2 , · · · , y∗n) ∈ X × U1 × U2 × · · · × Un,

f1(x∗, y∗1) ≤ f1(x∗, w∗1), g1(x∗, y∗1) ≤ 0,

f2(x∗, y∗2) ≤ f2(x∗, w∗2), g2(x∗, y∗2) ≤ 0,
...

fn(x∗, y∗n) ≤ fn(x∗, w∗n), gn(x∗, y∗n) ≤ 0,

(3.5)

F (x∗, y∗1 , y
∗
2 , · · · , y∗n), F (x, y1, y2, · · · , yn),∀(x, y1, y2, · · · , yn) ∈ V (W ∗), (3.6)

w∗1 ∈ U1, g1(x∗, w∗1) ≤ 0, w∗2 ∈ U2, g2(x∗, w∗2) ≤ 0, · · · , w∗n ∈ Un, gn(x∗, w∗n) ≤ 0, (3.7)

f1(x∗, w∗1) ≤ f1(x∗, w1),∀w1 ∈ U1 ∩K1(x∗),
f2(x∗, w∗2) ≤ f2(x∗, w2),∀w2 ∈ U2 ∩K2(x∗),

...
fn(x∗, w∗n) ≤ fn(x∗, wn),∀wn ∈ Un ∩Kn(x∗).

(3.8)

类似于定理 2.1, 可以证明:
定理 3.1 若 (x∗, y∗1 , y

∗
2 , · · · , y∗n, w∗1 , w

∗
2 , · · · , w∗n) 为 GNEP (3.4) 的一个均衡解, 则

(a) (x∗, y∗1 , y
∗
2 , · · · , y∗n) 在 SBP (3.1) 的可行域中, 即 (x∗, y∗1 , y

∗
2 , · · · , y∗n) ∈ W ;

(b) 若对于满足 (x, y1, y2 · · · yn) ∈ W , F (x, y1, y2, · · · , yn ≤ F (x∗, y∗
1
, y∗

2
, · · · , y∗

n
) 的任

意 x, g1(x,w∗1) ≤ 0, g2(x,w∗2) ≤ 0, · · · , gn(x,w∗n) ≤ 0 均成立, 则 (x∗, y∗1 , y
∗
2 , · · · , y∗n) 为 SBP

(3.1) 的一个全局解.
证 由于 (x∗, y∗1 , y

∗
2 , · · · , y∗n, w∗1 , w

∗
2 , · · · , w∗n)为GNEP (3.4)的一个均衡解,则 (3.5)–(3.8)

式满足.
(a) 由 (3.5), (3.7), (3.8) 式知 (x∗, y∗1 , y

∗
2 , · · · , y∗n) 满足 (3.2), 即 (x∗, y∗1 , y

∗
2 , · · · , y∗n) ∈ W .

(b) 由 (a) 知, (3.2) 式成立, 接下来要证明 (3.3) 也成立: 令

T ∗ = {(x, y1, y2, · · · , yn) ∈ Rm0 ×Rm1 ×Rm2 × · · · ×Rmn : F (x, y1, y2, · · · , yn)

≤ F (x∗, y∗1 , y
∗
2 , · · · , y∗n)},

(T ∗)c = {(x, y1, y2, · · · , yn) ∈ Rm0 ×Rm1 ×Rm2 × · · · ×Rmn : F (x, y1, y2 · · · yn)

> F (x∗, y∗1 , y
∗
2 , · · · , y∗n)}.

令 (x̄, ȳ1, ȳ2, · · · , ȳn) 为 W ∩ T ∗ 中任意一点, 由 (b) 中假设可知 g1(x̄, w∗1) ≤ 0, g2(x̄, w∗2) ≤
0, · · · , gn(x̄, w∗n) ≤ 0 均成立. 所以 w∗1 ∈ U1 ∩K1(x̄), w∗2 ∈ U2 ∩K2(x̄), · · · , w∗n ∈ Un ∩Kn(x̄),
又由于 (x̄, ȳ1, ȳ2, · · · , ȳn) ∈ W , 所以有 (x̄, ȳ1, ȳ2, · · · , ȳn) ∈ V (W ∗), 由 (x̄, ȳ1, ȳ2, · · · , ȳn) 的
任意性知W ∩ T ∗ ⊆ V (W ∗).
由 (3.6) 式知 F (x∗, y∗1 , y

∗
2 , · · · , y∗n) ≤ F (x, y1, y2, · · · , yn),∀(x, y1, y2, · · · , yn) ∈ W ∩ T ∗,

又

F (x∗, y∗1 , y
∗
2 , · · · , y∗n) < F (x, y1, y2, · · · , yn),∀(x, y1, y2, · · · , yn) ∈ W ∩ (T ∗)c,

而W = (W ∩ T ∗) ∪ (W ∩ (T ∗)c) , 所以有

F (x∗, y∗1 , y
∗
2 , · · · , y∗n) ≤ F (x, y1, y2 · · · yn),∀(x, y1, y2 · · · yn) ∈ W,
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(3.3) 式成立. 所以 (x∗, y∗1 , y
∗
2 , · · · , y∗n) 为 SBP (3.1) 的一个全局解. 证毕.

4 算法

算法设计中要求 T 非空, X, U1, U2, · · · , Un 为紧集
[10].

在上一节中, 为 SBP (3.1) 和 GNEP (3.4) 之间建立了一定的联系, 这样一来, 就可以通
过寻找 GNEP (3.4) 的均衡解来求解 SBP (3.1). 文献 [1] 中给出了只有一个从属者情况下的
GNEP (2.1) 的算法, 对其稍加修改 [1], 可以得到如下算法 1.
给出初始的 (x0, w0

1, w
0
2, · · · , w0

n) ∈ T , 令 k = 0.
步骤 1 计算 (xk+1, yk+1

1 , yk+1
2 , · · · , yk+1

n ), 它是下述优化问题的解

min
x,y1,y2,··· ,yn

F (x, y1, y2, · · · , yn),

s.t. (x, y1, y2, · · · , yn) ∈ X × U1 × U2 · · · × Un,

f1(x, y1) ≤ f1(xk, wk
1
), g1(x, y1) ≤ 0,

f2(x, y2) ≤ f2(xk, wk
2
), g2(x, y2) ≤ 0,

...
fn(x, yn) ≤ fn(xk, wk

n), gn(x, yn) ≤ 0,

步骤 2 计算 (wk+1
1 , wk+1

2 · · · , wk+1
n ), 它是下述优化问题的解

min
w1

f1(xk+1, w1), min
w2

f2(xk+1, w2), min
wn

fn(xk+1, wn),

s.t. w1 ∈ U1, s.t. w2 ∈ U2, · · · s.t. wn ∈ Un,

g1(xk+1, w1) ≤ 0, g2(xk+1, w2), gn(xk+1, wn) ≤ 0,

终止准则: 若 f1(xk, yk) = f1(xk, wk
1), f2(xk, yk) = f2(xk, wk

2), · · · , fn(xk, yk) = fn(xk, wk
n),

停止; 否则令 k = k + 1, 转步骤 1 (实际计算中可以取适当的精度).
下面定理给出了上述算法 1 的一些基本性质.
定理 4.1 令 {(xk, yk

1 , yk
2· · · , yk

n, wk
1 , wk

2 , · · · , wk
n)} 为算法 1 产生的序列, 则

(a) 算法 1 是明确定义的;
(b) ∀k ≥ 0, f1(xk+1, wk+1

1 ) ≤ f1(xk, wk
1), f2(xk+1, wk+1

2 ) ≤ f2(xk, wk
2), · · · , fn(xk+1, wk+1

n ) ≤
fn(xk, wk

n);
(c) ∀k ≥ 1, F (xk+1, yk+1

1 , yk+1
2 , · · · , yk+1

n ) ≥ F (xk, yk
1 , yk

2 , · · · , yk
n);

(d) ∀k ≥ 1, (xk, wk
1 , wk

2 , · · ·wk
n) 都在 SBP (3.1) 的可行域中;

(e) 算法 1 产生的序列 {(xk, yk
1 , yk

2 , · · · , yk
n, wk

1 , wk
2 , · · · , wk

n)} 有界, 并且算法 1 经过有
限步迭代终止或者其极限点满足终止条件, 序列 {f1(xk, wk

1)}, {f2(xk, wk
2)}, · · · , {fn(xk, wk

n)}
等都收敛.
证 (a) 由于 {(xk, yk

1 , yk
2 · · · , yk

n, wk
1 , wk

2 · · · , wk
n)} 为算法 1 产生的序列, 所以步骤 1 的

可行域中至少存在点 (xk, wk
1 , wk

2 · · · , wk
n), 步骤 2 的可行域中至少存在点 yk

1 , yk
2 · · · , yk

n, 由魏
尔斯特拉斯定理知, 步骤 1 和步骤 2 明确定义.

(b) 由于 yk
1 , yk

2 · · · , yk
n 为步骤 2 可行域中的点, 所以 f1(xk+1, wk+1

1 ) ≤ f1(xk+1, yk+1
1 ),

f2(xk+1, wk+1
2 ) ≤ f2(xk+1, yk+1

2 ), · · · , fn(xk+1, wk+1
n ) ≤ fn(xk+1, yk+1

n ).
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又由步骤 1 知

f1(xk+1, yk+1
1 ) ≤ f1(xk, wk

1), f2(xk+1, yk+1
2 ) ≤ f2(xk, wk

2), · · · , fn(xk+1, yk+1
n ) ≤ fn(xk, wk

n),

得 ∀k ≥ 0, f1(xk+1, wk+1
1 ) ≤ f1(xk, wk

1), f2(xk+1, wk+1
2 ) ≤ f2(xk, wk

2), · · · , fn(xk+1, wk+1
n ) ≤

fn(xk, wk
n).

(c) 在步骤 1 中, f1(xk, wk
1), f2(xk, wk

2), · · · ,fn(xk, wk
n) 为边界条件, 而又由 (b) 知

{f1(xk, wk
1)}, {f2(xk, wk

2)}, · · · , {fn(xk, wk
n)}

等序列都是单调非增的, 即步骤 1 中的边界单调非增, 所以步骤 1 的可行域的大小单调非
增, 所以可以得到

∀k ≥ 1, F (xk+1, yk+1
1 , yk+1

2 , · · · , yk+1
n ) ≥ F (xk, yk

1 , yk
2 , · · · , yk

n).

(d) 由于 wk+1
1 , wk+1

2 , · · · , wk+1
n 为 步骤 2 的最优点, 通过观察对比可以发现 ∀k ≥

1, (xk, wk
1 , wk

2 , · · · , wk
n) 都在 SBP (3.1) 的可行域中.

(e) 由X, U1, U2, · · · , Un 的紧性可知,算法 1产生的序列有界. 若算法 1经过有限步迭代
后不终止, 则由 (b) 以及紧性的假设可知, 序列 {f1(xk, wk

1)}, {f2(xk, wk
2)}, · · · , {fn(xk, wk

n)}
都收敛,所以有 lim

k→∞
f1(xk, wk

1)−f1(xk+1, wk+1
1 ) = 0, · · · , lim

k→∞
fn(xk, wk

n)−fn(xk+1, wk+1
n ) =

0 等成立, 综合 (b) 可知 lim
k→∞

f1(xk+1, yk+1
1 )− f1(xk+1, wk+1

1 ) = 0, · · · , lim
k→∞

fn(xk+1, yk+1
n )−

fn(xk+1, wk+1
n ) = 0 等成立, 即满足终止条件. 证毕.

下面给出算法的数值计算的算例:
例 1 [1]

min
x,y

F (x, y) = −(x + y) ∧ 2, min
w

f(x,w) = (w − 1/2) ∧ 2,

s.t. x ∈ R, s.t. w ∈ R,

y ∈ S(x), x ∧ 2 + w ∧ 2− 1 ≤ 0,

其中 S(x) 为下层的解集. 这是一个非常简单的双层规划问题. 将其转换为对应的广义纳什均
衡问题如下

min
x,y

F (x, y) = −(x + y) ∧ 2, min
w

f(x,w) = (w − 1/2) ∧ 2,

s.t. x× y ∈ R×R, s.t. w ∈ R,

(y − 1/2) ∧ 2 ≤ (w − 1/2) ∧ 2, x ∧ 2 + w ∧ 2− 1 ≤ 0,

x ∧ 2 + y ∧ 2− 1 ≤ 0,

利用第 4 节算法 1 可以计算出该广义纳什均衡问题的均衡点.

初始点 结果 迭代步骤 k

(0, 0) (0.8660, 0.5000, 0.5000) 2
(1/2, 1/3) (0.8660, 0.5000, 0.5000) 2
(0.123, 0) (0.8660, 0.5000, 0.5000) 2

(0.66, 0.1415) (0.8660, 0.5000, 0.5000) 2
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而例 1 中双层规划问题的全局解为 (0.8660, 0.5000), 可知算法 1 实例可行, 而迭代步骤都为
两步, 也说明了该算法的效率.
例 2 [3]

min
x,y1,y2

F (x, y1, y2) = x− 2y1 + y2,

s.t. x ∈ [0, 10], y1 ∈ S1(x), y2 ∈ S2(x),
上层

min
w1

f1(x,w1) = x− 2w1, min
w2

f2(x,w2) = 2x + w2,

s.t. w1 ∈ [0, 10], s.t. w2 ∈ [0, 10],
x + w1 ≤ 5, x− w2 ≤ 5,

下层

将其转换为相应的广义纳什均衡问题如下

min
x,y1,y2

F (x, y1, y2) = x− 2y1 + y2,

s.t. x, y1, y2 ∈ [0, 10], x− 2y1 ≤ x− 2w1, x + y1 ≤ 5,

2x + y2 ≤ 2x + w2, x− y2 ≤ 5,

领导者

min
w1

f1(x,w1) = x− 2w1, min
w2

f2(x,w2) = 2x + w2,

s.t. w1 ∈ [0, 10], s.t. w2 ∈ [0, 10],
x + w1 ≤ 5, x− w2 ≤ 5.

从属者

利用第 4 节算法 1 可以计算出该广义纳什均衡问题的均衡点.

初始点 结果 迭代步骤 k

(1, 3, 0) (0, 5, 0, 5, 0) 1
(0, 3, 1) (0, 5, 0, 5, 0) 1

(10, −6, 8) (0, 5, 0, 5, 0) 1
(200, −199, 201) (0, 5, 0, 5, 0) 1

(12, −10, 9) (0, 5, 0, 5, 0) 1

而例 2 中双层问题的解为 (0, 5, 0), 同样可知算法 1 可行, 迭代步骤为 1, 也说明了算法的效
率.

5 结论

本文虽然将一类多并列下层的双层规划模型和一类广义纳什均衡问题建立了联系, 但是
还是有很多的不足之处. 例如定理 2.1, 3.1 中的条件有些苛刻, 且在实际计算中不好对其进
行判断, 最好能够对该条件进行修改, 给出更宽泛且易于判断的条件.
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Abstract: In this paper, we study a class of bilevel programes with multi-lowers, and make

contact with a class of GNEP in the help of article [1]. By finding the equilibrium of the GNEP,

we can solve the bilevel programe. At the same time, we modify the algorithm of article [1] and

prove some properties of it.
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