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摘要: 本文研究了光滑映射芽在 RN 作用下的轨道切空间的问题. 利用乘积积分理论的方法,

获得了光滑映射芽关于右等价群的一类子群 RN 的无限决定性的结果, 推广了光滑映射芽是 RN - 有

限决定的结果.
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1 引言

决定性问题是奇点理论中的基本论题.
在文献 [6] 中, Mather 考虑了光滑映射芽 f : (Rn, 0) → Rp 在群L ,R,A ,K 作用下的

有限决定性问题. 而无限决定性概念是有限决定性的延伸. 无限决定性涉及光滑映射芽在平
坦扰动下的稳定性问题. 文献 [2–5] 研究了光滑映射芽在群J = L ,R,C ,K 作用下的无限

决定性问题, 以及文献 [12] 研究了带参数的函数芽的无限决定性问题.
如果记 εn 为所有光滑函数芽 f : (Rn, 0) → R 构成的环, mn 为所有光滑函数芽

f : (Rn, 0) → (R, 0) 构成的理想, 它是 εn 的极大理想. 如果将 εn 中的所有平坦函数芽构成

的理想记为 m∞
n , 那么 m∞

n =
∞⋂

k=1

mk
n. 对于芽 f , 记 jkf(x) 为芽 f 在 x 处的 k 阶 Taylor 多

项式. 特别地, 当 k = ∞ 时, 将 j∞f(x) 看作芽 f 在 x 处的 Taylor 级数. 而对于 f ∈ εn, f

是 RN - 无限决定的意指对于任意的 u ∈ m∞, 存在原点处的一个光滑微分同胚芽 φ 使得

f + u = f ◦ φ, 简记为
f + m∞ ⊂ f ◦R,

这里 R 是 Rn 在原点处的光滑微分同胚芽构成的群. 在文献 [2] 或 [5] 的第二部分中有下述
结果.
定理 1.1 设 f ∈ mnεp

n, 则下列条件等价:
(1) f 是无限R - 决定的;
(2) J(f) ⊃ m∞

n ;
(3) (若 f 是解析的) f 在 0 处有一个孤立奇点,

其中 J(f) 表示 Jacobian 理想 〈 ∂f
∂x1

, · · · , ∂f
∂xn

〉εn.
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对于非孤立奇点的情况, Sun 和Wilson 在文 [9] 中研究了带有某些条件的光滑函数芽的
无限相对决定性. 在文 [9] 中, 若集合X 是 xn - 轴, I 是 εn 中由前 n− 1 个坐标 x1, · · · , xn−1

生成的理想. 设 f ∈ I2, 如果 f + m∞I2 ⊂ f ◦RX , 那么 f 是无限决定的, 其中 RX 表示 R

中保持 X 不变的元素构成的子群, 并且给出了下述结果.
定理 1.2 设 f ∈ I2, 则 f + m∞I2 ⊂ f ◦RX 当且仅当m∞I ⊂ J(f).
此外, 文献 [7–8] 研究了关于作用群R 的一些子群RN 和RI 的光滑映射芽的有限性问

题, 其中RN 是R 中不同于RX 的子群. 受上述文献的启发, 本文首先考虑了光滑映射芽在
RN 作用下的轨道切空间, 这个切空间是轨道的无穷小逼近; 然后利用乘积积分理论研究光
滑映射芽关于作用群 R 的一类子群 RN 的无限决定性问题, 并给出映射芽在该子群作用下
无限决定的充要条件: 设 f ∈ mnεp

n, 则 f 是无限RN - 决定的当且仅当m∞
n εp

n ⊂ TRNf , 其
中 TRNf 是轨道在 f 处的切空间.

2 基本记号与概念

记 εn 为所有光滑函数芽 f : (Rn, 0) → R 构成的环, mn 为所有光滑函数芽 f : (Rn, 0) →
(R, 0) 构成的理想, 它是 εn 的极大理想. 如果将 εn 中的所有平坦函数芽构成的理想记为

m∞
n , 那么m∞

n =
∞⋂

k=1

mk
n. 对于芽 f , 记 jkf(x) 为芽 f 在 x 处的 k 阶 Taylor 多项式. 特别地,

当 k = ∞ 时, 将 j∞f(x) 看作芽 f 在 x 处的 Taylor 级数.
文献 [6] 中, Mather 定义了右等价群 R = {h : (Rn, 0) → (Rn, 0) 是微分同胚芽 }, 两

个映射芽 f, g ∈ εn 是 R - 等价的当且仅当存在一个微分同胚芽 h ∈ R, 使得 f ◦ h = g,
其中 h = (h1, h2, · · · , hn)T . 因为 h(0) = 0, 所以 hi(0) = 0, i = 1, 2, · · · , n. 从而 hi(x) =
n∑

j=1

aij(x)xj , 其中 x = (x1, x2, · · · , xn)T ∈ Rn, 且 aij(x) ∈ εn. 因此 h(x) = A[x] · x, 其中

A(x) = (aij(x))n×n. 因为 h 在 x = 0 处的 Jacobian 矩阵为 J(h)|x=0 = A[0], 并且 h 是可逆

的, 所以 A[0] 是非奇异的. 由此, 函数芽 f, g ∈ εn 是 R - 等价的当且仅当存在一个矩阵芽
A[x] ∈ εn×n

n , 其中 A[0] 非奇异, 使得 f(A[x] · x) = g(x).
现若设R = {A[x] |A : (Rn, 0) → GL(R, n)是光滑映射芽 },则R = {A[x]·x |A[x] ∈ R}.

对于给定矩阵 N ∈ Rn×n, 定义 R 的子群

RN = {A[x] ∈ R | A[x] ·N · (A[x])T = N, x ∈ (Rn, 0)},

以及R 的子群 (参见文 [8])

RN = {A[x] · x | A[x] ∈ RN , x ∈ (Rn, 0)}.

如果 N = In,

(
Ir 0
0 −Ir

)
和

(
0 0
0 0

)
, 那么 RN 分别为实正交群, Lorentz 群和 R 自身.

特别地, 当 n = 2m 且 N =

(
0 Im

−Im 0

)
时, RN = Sp(2m,R) 为实辛群.

记 εp
n 为所有光滑映射芽 f : (Rn, 0) → Rp 构成的环, mnεp

n 为所有光滑映射芽 f :
(Rn, 0) → (Rp, 0) 构成的理想. 对于 f ∈ mnεp

n, 用 V (f) 表示所有沿 f 的光滑向量场组成

的 εn 模. 这个模通过它的自由基 ∂
∂y1

◦ f, · · · , ∂
∂yp

◦ f 可以等同于 εp
n. 特别地, 如果 f 分别
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是 (Rn, 0), (Rp, 0) 到自身的恒同映射芽, 此时的 V (f) 分别就是秩为 n 的自由 εn 模 V (Rn),
秩为 p 的自由 εp 模 V (Rp). 定义 tf : V (Rn) → V (f) 为 tf(X)(x) = Df(x)(X(x)), X ∈
V (Rn), x ∈ (Rn, 0), 它是两个自由 εn 模之间的线性映射, 其中 Df 是 f 的 Jacobian 矩阵
(参见文 [10]).

定义 2.1 (参见文 [7]) f 与 g 是RN - 等价的意指存在 A[x] · x ∈ RN 使得 f(A[x] · x) =
g(x) ( 记为 f ◦A = g).

注 1 若记 RN · f 表示芽 f 在群 RN 作用下的轨道, 则芽 f 与 g 是 RN - 等价的当且
仅当 f 与 g 是属于同一个RN - 轨道.

定义 2.2 (参见文 [7]) VN (Rn) = {A[x] | A[x] ∈ εn×n
n , A[x] · N + N · (A[x])T = 0, x ∈

(Rn, 0)}, VN (Rn) = {A[x] · x | A[x] ∈ VN (Rn)}.
引理 2.1 (Nakayama 引理) 设 A 是一个具有单位元 (记为 1) 的交换环, I 为 A 中的理

想且具有下列性质: 对每一 α ∈ I, 1 + α 是 A 中的可逆元, 假设M 是有限生成的 A - 模, N

为M 的 A - 子模. 若 N + I ·M = M , 则 N = M .

3 轨道 RN · f 的切空间
设 f ∈ mnεp

n, 记 RN · f := {φ · f | 对任意的φ ∈ RN} 为 f 在 RN 作用下的轨道. 现
取 εp

n+1 中的光滑映射芽 γ, 设 γt(x) = γ(x, t), 当 t 足够小时, γt ∈ εp
n. 假设 γ0 = f 和

γt ∈ RN · f , 则对每个 t, 存在 ψt ∈ RN 使得 γt = ψt ◦ f , 但这不能确保我们所选取的 ψt 使

得 ψ : (x, t) → ψ(x, t) = ψt(x) 是 (Rn+1, 0) → (Rn, 0) 的一个光滑映射芽.

因此, 为了研究轨道RN ·f 的切空间, 应先来考虑导网空间中的轨道Rk
N · jkf 的切空间.

引理 3.1 记 Rk
N = {jkφ | φ ∈ RN}, V k

N (Rn) = {jkϕ | ϕ ∈ VN (Rn)} (k ≥ 1), TeR
k
N 表

示单位元 e 处的切空间, 则有

TeR
k
N = V k

N (Rn).

证 因为 Rk 是 Lie 群, Rk
N 是 Rk 的闭子群, 所以由 Lie 群的闭普通子群必是 Lie 子群

得, Rk
N 是 Lie 子群. 因此 Rk

N 的李代数为 Rk
N 在单位元 e 处的切空间 TeR

k
N , 且可证明

TeR
k
N = V k

N (Rn) = VN (Rn)/mk+1
n = {A[x] = (aij(x))n×n|aij(x) ∈ Jk(n, p)},

其中 A[x] 满足 A[x] ·N + N · (A[x])T = 0.

事实上, 取一可微曲线 α : (−ε, ε) → Rk
N , 满足 α(0) = In, 则 α(t) = A[t, x], 并且

dα(t)
dt
|t=0 ∈ TeR

k
N , 其中 A[t, x] ∈ Rk

N , 即满足

A[t, x] ·N · (A[t, x])T = N.

对上述等式两边关于 t 求导, 且由 dA[t,x]
dt

|
t=0

= Ȧ[0, x], 得

Ȧ[0, x] ·N + N · (Ȧ[0, x])T = 0,

即 Ȧ[0, x] ∈ V k
N (Rn). 故 TeR

k
N ⊂ V k

N (Rn).
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另一方面, 若 A[x] ∈ V k
N (Rn), 则 A[x] ·N + N · (A[x])T = 0. 对任意 ε > 0, 我们考虑曲

线 α : (−ε, ε) → GL(R, n), α(t) = exp(tA), 从而

α(t) ·N · α(t)T = exp(tA) ·N · (exp(tA))T

= exp(tA) ·N · (exp(tAT ))

= exp(tA) · (exp(−tA)) ·N
= exp((t− t)A) ·N
= N,

其中第三个等式是根据条件 A[x] · N + N · (A[x])T = 0 得到的. 所以 α(t) ∈ Rk
N , 故

TeR
k
N ⊃ V k

N (Rn). 由此 TeR
k
N = V k

N (Rn).
注 2 进一步有 TeRk

N = V k
N (Rn).

命题 3.1 (参见文 [11]) 设 G 是代数作用在一个光滑代数簇M 上的代数群, 则对应的轨
道是M 中的光滑拟代数子集.
命题 3.2 设 f ∈ mnεp

n,对任意的整数 k (k ≥ 1),若记Rk
N := {jkφ | φ ∈ RN}, Jk(n, p) :=

{jkf | f ∈ εp
n}, 则轨道Rk

N · jkf 在 jkf 处的切空间满足

TjkfRk
N · jkf = tf(VN (Rn))/mk+1

n .

证 因为 Rk
N 是 Lie 群, 所以 Rk

N 在 Jk(n, p) 上的作用是代数作用. 当 jkf ∈ Jk(n, p)
时, 若Rk

N · jkf 表示 jkf 在Rk
N 作用下的轨道, 则由命题 3.1 知Rk

N · jkf 是 Jk(n, p) 中的光
滑子流形. 因此轨道Rk

N · jkf 在 jkf 处有切空间.
已知Rk

N 的李代数 TeRk
N = V k

N (Rn) = {A[x] · x | A[x] ∈ V k
N (Rn)}. 现设 exp : TeRk

N →
Rk

N 表示指数映射, 则

TjkfRk
N · jkf = { d

dt
jk(f(exp(t(A[x] · x))))|

t=0
| A[x] ∈ TeR

k
N = V k

N (Rn)},

其中 A[x] · x ∈ V k
N (Rn), 由注 2 及指数映射的性质, 有 exp(t(A[x] · x)) = gt ∈ Rk

N , 从而

d
dt

jk(f(exp(t(A[x] · x))))|
t=0

= jk(
d
dt

(f ◦ gt)(x)|
t=0

)

= jk(Df(x)(A[x] · x)) ∈ tf(VN (Rn))/mk+1
n .

定义 3.1 设 f ∈ mnεp
n, 轨道RN · f 在 f 处的切空间 TRNf 定义如下:

TRNf = tf(VN (Rn)).

由命题 3.2 知, 这个定义是合理的.

4 光滑映射芽的无限 RN - 决定

此部分研究光滑映射芽关于群RN 的无限决定性, 将给出光滑映射芽的RN - 无限决定
的充要条件.
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定义 4.1 设 f ∈ mnεp
n, f 是无限 RN - 决定的, 意指对任意的芽 g ∈ mnεp

n 满足

j∞f(0) = j∞g(0), 都有 f 与 g 是RN - 等价的.
定理 4.1 设 f ∈ mnεp

n, 则 f 是无限RN - 决定的当且仅当

m∞
n εp

n ⊂ TRNf. (∗)

证 假设 f 是无限RN - 决定的. 任取 u ∈ m∞
n εp

n. 定义

F (t, x) = f(x) + tu(x), t ∈ R

且 Ft(x) := F (t, x). 由假设条件, Ft(x) ∈ RN · f . 又 F0(x) = f(x), 因此 dF
dt
|
t=0

= u(x) ∈
TRNf . 所以

m∞
n εp

n ⊂ TRNf.

反之, 对任意给定 t0 ∈ [0, 1], 设 g ∈ mnεp
n 满足 j∞f(0) = j∞g(0), 定义

F : (R× Rn, t0 × 0) → Rp

为 F (t, x) = f(x) + t(g(x)− f(x)), Ft(x) := F (t, x).
欲证 g 是 RN - 等价于 f 的. 只需证明对于充分接近 t0 的 t, Ft(x) 是 RN - 等价于

Ft0(x) 的.
因为 Ft0(x)− f(x) = t0(g(x)− f(x)) 且 g − f ∈ m∞

n εp
n+1, 得

TRNFt0 ⊂ TRNf,

再利用 (∗), 得
TRNf ⊂ TRNFt0 + mn(TRNf),

根据 Nakayama 引理, 对于任意的 t0, 都有

TRNFt0 = TRNf.

又 ∂Ft

∂t
= g(x) − f(x) ∈ m∞

n εp
n ⊂ TRNf = TRNFt = tFt(VN (Rn)), 由此可知, 存在 ξ ∈

VN (Rn) 使得

∂Ft

∂t
= tFt(ξ),

⇒ ∂Ft(x)
∂t

−DFt(x)(ξ(x)) = 0, (∗ ∗)

其中 ξ =
n∑

i=1

ξi
∂

∂xi
= (ξ1, · · · , ξn) = A[x]·x,A[x] ∈ εn×n

n , A[x]·N+N ·(A[x])T = 0, x ∈ (Rn, 0),

并且 (∗ ∗) 对应于微分方程 {
dx0
dt

= 1,
dxi

dt
= ξi.

记 Ã 是 −ξ 的具有初始条件 Ãt0(x) = x 的积分, 那么 ∂Ãt

∂t
◦ Ã−1

t (x) = A[x] · x. 从而有
∂Ãt(x)

∂t
= A[Ãt(x)] · Ãt(x).
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由于 A[x] ∈ εn×n
n , 所以该微分方程存在唯一解 ht(x). 因此 ∂Ãt(x)

∂t
= A[ht(x)] · Ãt(x). 利

用乘积积分的知识 (参见文 [1]), 得到

Ãt(x) =
t∏
t0

eA[hs(x)]ds · Ãt0(x) =
t∏
t0

eA[hs(x)]ds · x = lim
µ→0

n∏
k=1

eA[htk
(x)]∆tk · x,

这里 µ 是区间 [t0, t] 划分 t0 ≤ t1 ≤ · · · ≤ tn 中子区间长度的最大值, ∆tk = tk − tk−1. 因此

Ãt 可以用矩阵形式表示为 Ãt(x) = Ãt[x] · x, Ãt[x] =
t∏
t0

eA[hs(x)]ds. 由于

A[ht(x)] ·N + N · (A[ht(x)])T = 0,

且 eA[htk
(x)]∆tk =

∞∑
n=0

1
n!

((A[htk
(x)]) ·∆tk)n, 则有

eA[htk
(x)]∆tk ·N = N ·

∞∑
n=0

1
n!

((−A[htk
(x)])T ·∆tk)n = N · e−(A[htk

(x)])T ∆tk ,

因此
t∏
t0

eA[hs(x)]ds ·N = N ·
t∏
t0

e−(A[hs(x)])T ds.

另一方面, 由 Ãt[x] =
t∏
t0

eA[hs(x)]ds, 今有

∂Ãt[x]
∂t

= A[ht(x)] · Ãt[x] (参见文[1])

⇒ ∂Ãt[x]
∂t

· Ã−1
t [x] = A[ht(x)] ⇒ Ãt[x] · ∂Ã−1

t [x]
∂t

= −A[ht(x)]

⇒ ∂(Ã−1
t [x])T

∂t
· (Ãt[x])T = −(A[ht(x)])T .

因此

(Ã−1
t [x])T =

t∏
t0

e−(A[hs(x)])T ds · (Ã−1
t0

[x])T =
t∏
t0

e−(A[hs(x)])T ds

⇒ Ãt[x] ·N = N · (Ã−1
t [x])T .

即 Ãt[x] ·N · (Ãt[x])T = N . 所以 Ãt[x] ∈ RN . 又

∂Ft ◦ Ãt

∂t
=

∂Ft

∂t
◦ Ãt + tFt ◦ ∂Ãt

∂t
= (

∂Ft

∂t
+ tFt ◦ ∂Ãt

∂t
◦ Ã−1

t ) ◦ Ãt = (
∂Ft

∂t
− tFt(ξ)) ◦ Ãt = 0,

则这蕴含 d(Ft◦Ãt)
∂t

= 0. 从而当 t 充分接近 t0 时, 有 Ft ◦ Ãt = Ft0 .
又因为 [0, 1] 是紧集, 所以 [0, 1] 的任意开覆盖必有有限子覆盖. 而对于有限子覆盖的每

一个开集来说, 均有 Ft ◦ Ãt = Ft0 . 因此该等式可由充分小的 t0 邻域延拓到 [0, 1] 区间, 从而
有 F1 ◦ Ã1 = F0, 即 g ◦ Ã1 = f , 这就证明了 g 是RN - 等价于 f 的.
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THE INFINITE DETERMINACY AND TANGENT SPACE TO THE

ORBIT OF SMOOTH MAP-GERMS UNDER THE ACTION OF RN
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Abstract: In this paper, the tangent space to the orbit of smooth map-germs under the

action of RN is investigated. By produce integral theory, the infinite determinacy of smooth

map-germs relative to a subgroup RN of right equivalent group is obtained, and the necessary and

sufficient conditions for a smooth map-germ to be finitely RN -determined are extended.
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