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摘要: 本文研究了与分担函数相关的亚纯函数族的正规性的问题. 利用 Nevanlinna 理论的方

法, 得到了一个正规定则, 推广了庞学诚和 Zalcman [3] 的一个结果.
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1 引言

设区域 D 为复平面 C 上的一个区域, F 是区域 D 内的亚纯函数族. 若对于 F 中任
一函数序列均可选出一个子序列在区域 D 上按球距内闭一致收敛, 则称 F 在区域 D 内正

规. 设 f(z) 和 g(z) 是区域 D 内的两个亚纯函数, a 和 b 是两个复数, 若当 f(z) = a, 有
g(z) = b, 记 f(z) = a ⇒ g(z) = b. 若 f(z) = a ⇒ g(z) = b和 g(z) = b ⇒ f(z) = a , 记
f(z) = a ⇔ g(z) = b. 若 f(z) = a ⇔ g(z) = a. 则称 f(z)和 g(z)是区域 D上 IM 分担 a.

1979 年, 顾永兴证明了 Hayman 关于正规族的猜想, 得到如下著名的正规定则.
定理 A [1] 设 F 是区域D内的亚纯函数族, k是一个正整数. 若对于 F 中的每一个函数

f , 有 f(z) 6= 0, f (k)(z) 6= 1. 则 F 在区域 D内正规.
1986 年, 杨乐改进了定理 A 的结果, 得到
定理 B [2] 设 F 是区域 D内的亚纯函数族, k是一个正整数, h(z)(6≡ 0)是区域 D内的

全纯函数. 若对于任意的 f ∈ F , f(z) 6= 0, f (k)(z) 6= h(z), 则 F 在区域 D内正规.
2002 年, 庞学诚和 Zalcman 考虑涉及零点重级的亚纯函数的情况, 证明了
定理 C [3] 设 k是一个正整数, h(z)(6≡ 0)是区域 D内的全纯函数, F 是区域 D内的亚

纯函数族, 其零点重级均至少为 k + 3. 若对于任意的 f ∈ F , f (k)(z) 6= h(z), 则 F 在区域 D

内正规.
推广定理 C, 得到如下结果
定理 1 设 k 是一个正整数, M 是正数, h(z)(6≡ 0)是区域 D 内的全纯函数, F 是区

域 D 内的亚纯函数族, 其零点重级均至少为 k + 3. 若对于任意 f ∈ F , f (k)(z) .= h(z) ⇒
|f(z)| ≥ M , 则 F 在区域 D内正规.
例 1 设 D = z : |z| ≤ 1, h(z) = z, F = {fn(z)}, 其中 fn(z) = z4

2(z2− 1
n )

. 当

f ′n(z)− h(z) = − z

n2(z2 − 1
n
)2

= 0
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时, |fn(z)| = 0. 然而F在区域D内不正规,这是因为当 n →∞时, fn( 1√
n
) →∞, fn(0) = 0.

例 1 说明 f (k)(z) .= h(z) ⇒ |f(z)| ≥ M 是个必要条件.

在文献 [3]中的例 1 说明零点重级均至少为 k + 3也是必要的.

定理 2 设 k是一个正整数, h(z)(6≡ 0,∞)是区域 D内的亚纯函数, 其极点的重级均之
多为 k − 1, F 是区域 D内的亚纯函数族, 其零点重级均至少为 k + 3. 若对于任意的 f ∈ F ,
f (k)(z) .= h(z) ⇒ |f(z)| ≥ M , 则 F 在区域 D内正规.

2 相关引理

为了证明定理, 需要下面的引理

引理 2.1 [4] 设 k 是一个正整数, F 是单位圆盘上的亚纯函数族, 其零点重级至少为 k,
且存在 A ≥ 1, 使得对于任意 f , 在 f 零点处, 都有 |f (k)(z)| ≤ A. 假设 F 在 z0 处不正规, 则
对 0 ≤ α ≤ k任意, 必存在

a. 点列 zn, zn → z0 ;

b. 函数列 fn ∈ F ;

c. 正数列 ρn → 0+,
使得 gn(ζ) = fn(zn+ρnζ)

ρα
n

在复平面 C 按球面距离内闭一致收敛非常数亚纯函数 g(ζ), 其零点
重级至少是 k, 级至多为 2.

引理 2.2 [5] 设 k是一个正整数, f(z)是超越亚纯函数, R(z)(6≡ 0)是有理函数. 若除有
限个点外, f(z)的零点重级至少为 k + 2, 那么 f (k)(z)−R(z)有无穷多个零点.

引理 2.3 [6] 设 k是一个正整数, f(z)是有穷级亚纯函数, 其零点重级均至少为 k + 2. 若
f (k)(z) 6= 1, 则 f(z)是常数.

引理 2.4 [3] 设 f(z)是非常数有理函数, k, m是正整数. 若 f(z)的零点重级均至少为
k + 3, 则对于任意正整数m, 在复平面上 f (k)(z) = zm有解.

引理 2.5 [7] 设 F 是单位圆盘上的亚纯函数族, a 是一个有穷复数或 ∞, 且每个任意
f ∈ F , f 6= a. 若 F 在4′ 内正规, 在 z = 0处不正规, 则存在 F 的子列 fn, 使得 fn → a在

4′内.

引理 2.6 [8] 设 k, m是一个正整数, f(z)是有理函数, 其零点的重级均至少为 k. 如果
f (k)(z) 6= z−m, 那么 f(z)是常数.

引理 2.7 设 {fn(z)}是区域 D 内的亚纯函数列, 其零点重级均至少为 k + 3, {hn(z)}
是区域 D 内的全纯函数列, 并且一致收敛于全纯函数 h(z)(6= 0). 若对于任意正整数 n,
f

(k)
n (z) = hn(z) ⇒ |hn(z)| ≥ M , 则 {fn(z)}在区域 D内正规.

证 设 z0为D内任意一点, 下证 {fn(z)}在 z0处正规. 由于 h(z) 6= 0, 不妨设 h(z0) = 1.
假设 {fn(z)} 在 z0 处不正规, 由引理 2.1, 存在点列 zn, zn → z0, {fn(z)} 的子列（仍记为
{fn(z)} ), 正数列 ρn → 0, 使得 gn(ζ) = fn(zn+ρnζ)

ρk
n

在复平面 C 上按球距内闭一致收敛于非

常数亚纯函数 g(ζ), 其零点重级至少为 k + 3, 级至多为 2.

断言: g(k)(ζ) 6= 1.

若不然, 存在 ζ0, 使得 g(k)(ζ0) = 1. 显然 g(k) 6≡ 1. 否则, g(ζ) 是次数为 k 的多项

式, 这与 g(ζ) 的零点重级至少为 k + 3 矛盾. 又因为 f
(k)
n (zn + ρnζ) − hn(zn + ρnζ) =

g
(k)
n (ζ)− hn(zn + ρnζ) → g(k)(ζ)− 1, 由 Hurwitz 定理, 存在 ζn, ζn → ζ0, 使得当 n充分大时,



No. 5 杨端阳等: 与分担函数相关的正规定则 1093

f
(k)
n (zn + ρnζn) = hn(zn + ρnζn), 根据条件可得 |fn(zn + ρnζn)| ≥ M , 则

|gn(ζn)| = |fn(zn + ρnζn)
ρk

n

| ≥ M

ρk
n

,

所以 gn(ζ0) = lim
n→∞

fn(zn+ρnζ)
ρk

n
= ∞, 这与 g(k)(ζ0) = 1矛盾.

由于 g(ζ)的零点重级至少为 k + 3, 由引理 2.3, g(ζ)是常数, 矛盾.

3 定理的证明

定理 1 的证明 不妨设 D为4, z0为4内任意一点. 下证 F 在 z0处正规. 下面分两种
情况讨论.
情形 1 h(z0) 6= 0, 则存在 δ > 0, 使得在4(z0, δ)内, h(z) 6= 0. 由引理 2.7, F 在 z0 处

正规.
情形 2 h(z0) = 0. 不失一般性, 令 z0 = 0, h(z) = zmφ(z), 其中在4内 φ(0) = 1, φ(z) 6=

0. 由情形 1, F 在4′ = 4\{0}内正规, 下证 F 在 z0 = 0处正规.
令 F∞ : {F (z) = f(z)

zm , f ∈ F}. 显然 f(0) 6= 0. 否则, f(0) = 0. 由于 f 零点重级均至少

为 k + 3, 则 f (k)(0) = 0, 即 f (k)(0) = h(0), 根据条件 0 = |f(0)| ≥ M , 矛盾. 由于 f(0) 6= 0,
则 F (0) = ∞. 下证 F∞在 z0 = 0处正规.
假设 F∞ 在 z0 = 0处不正规, 由引理 2.1, 存在点列 zn, zn → 0, 函数列 Fn ∈ F∞, 正数

列 ρn → 0+, 使得

gn(ζ) =
Fn(zn + ρnζ)

ρk
n

在复平面 C 上按球距内闭一致收敛于非常数亚纯函数 g(ζ), 其零点重级至少为 k + 3, 级至多
为 2.
情形 2.1 zn

ρn
→∞. 因为

f (k)
n (z) = F (k)

n (z)zm +
k∑
i

m(m− 1) · · · (m− i + 1)Ci
kz

m−iF (k−i)
n (z),

又因为 ρi
ng

(k−i)
n (ζ) = F

(k−i)
n (zn + ρnζ), 其中 i = 0, 1, · · · , k. 所以

f
(k)
n (zn + ρnζ)
(zn + ρnζ)m

= g(k)
n (ζ) +

∑
m(m− 1) · · · (m−−i + 1)Ci

k(
ρn

zn + ρnζ
)ig(k−i)

n (ζ)

以及 lim
n→∞

ρn

(zn+ρnζ)
= 0, 因此

f
(k)
n (zn + ρnζ)
(zn + ρnζ)m

− h(zn + ρnζ)
(zn + ρnζ)m

→ g(k) − 1.

断言: g(k)(ζ) 6= 1.
若不然, 存在 ζ0, 使得 g(k)(ζ0) = 1. 显然, g(k)(ζ) 6= 1. 否则, g(ζ)是次数为 k的多项式,

这与 g(ζ)的零点重级至少为 k + 3矛盾. 由 Hurwitz 定理, 存在 ζn, ζn → ζ0, 使得当 n充分

大时, f
(k)
n (zn + ρnζn) = h(zn + ρnζn). 根据条件可得 |fn(zn + ρnζ)| ≥ M , 则

|gn(ζ)| = |Fn(zn + ρnζn)
ρk

n

| = | fn(zn + ρnζn)
(zn + ρnζn)mρk

n

| ≥ M

(zn + ρnζn)mρk
n

,
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所以 g(ζ0) = lim
n→∞

gn(ζn) = ∞, 这与 g(k)(ζ0) = 1矛盾.

由于 g(ζ) 的零点重级至少为 k + 3, 由引理 2.3, g(ζ) 是常数, 矛盾.
情形 2.2 zn

ρn
→ α. 其中 α 是有穷复数. 因为

Fn(ρnζ)
ρk

n

=
Fn(ζn + ρn(ζ − zn

ρn
))

ρk
n

== g(ζ − α),

所以 g(ζ − α) 的零点重级至少为 k + 3, 并且 0 是 g(ζ − α) 的重级至少为m 的极点.
记 Gn(ζ) = fn(ρnζ)

ρk+m
n

, 则

Gn =
Fn(ρnζ)

ρk
n

(ρnζ)m

ρm
n

→ G(ζ) , g(ζ − αζm),

其中 G(ζ) 的零点重级至少为 k + 3. 由于 0 是 g(ζ − α) 的重级至少为 m 的极点, 所以
G(0) 6= 0.
断言: G(k)(ζ) 6= ζm.
若不然, 存在 ζ0, 使得 G(k)(ζ0) = ζm

0 . 断言 G(k)(ζ) 6= ζm. 否则, G(k)(ζ) ≡ ζm. 设 ζ0 为

G(ζ) 的零点, 由于 G(ζ) 的零点重级至少为 k + 3, 从而 G(k)(ζ0) ≡ ζm
0 , 那么 ζ0 = 0, G(0), 矛

盾. 又因为 f(k)
n (ρnζ)

ρm
n

− ρnζ)
ρm

n
→ G(k) − ζm. 由 Hurwitz 定理, 存在 ζn, ζn → ζ0, 使得当 n 充分

大时, f
(k)
n (ρnζn)− h(ρnζn). 根据条件可得 |fn(ρnζ)| ≥ M , 则

|Gn(ζn)| = |fn(ρnζn)
ρm+k

n

| ≥ M

ρm+k
n

,

所以 G(ζ0) = lim
n→∞

Gn(ζn) = ∞, 这与 G(k)(ζ0) = ζm
0 矛盾.

由于 G(ζ) 的零点重级至少为 k + 3, 由引理 2.2, G(ζ) 是有理函数. 若 G(ζ) 是非常数有
理函数, 由引理 2.4, G(k)(ζ) = ζm 有解, 这与断言矛盾. 所以G(ζ)是常数. 设G(ζ) = c(6= 0),
所以 Gn(ζ) = fn(ρnζ)

ρk+m
n

→ c, 从而可得

fn(ρnζ)
ρm

n

− hn(ρnζ)
ρm

n

= G(k)
n (ζ)− ζmφ(ρnζ) → −ζm.

首先假设 fn(z) 在 4δ ∈ 4 内上全纯函数. 因为 fn(z) 在 4′
δ 内正规, 但是在 0 处不正

规, 由最大模型原理 fn(z) →∞ 于4′
δ 内.

另一方面, fn(z) 6= 0, 所以 { 1
fn(z)

} 为4δ 内一全纯函数列且在4′
δ 内正规, 然而 { 1

fn(z)
}

在 0 处不正规, 根据最大模型原理, 1
fn(z)

→ ∞ 于 4′
δ 内, 矛盾. 所以存在 z∗n → 0, 使得

fn(z∗n) = 0. 又因为 Gn(ζ) = fn(ρnζ)

ρk+m
n

→ c, 其中 c 6= 0, 然而 Gn( z∗n
ρn

) = fn(z∗n)

ρk+m
n

= 0, 从而可得
z∗n
ρn
→∞.
令

Ln(ζ) =
fn(z∗nζ)
(z∗n)k+m

n

,Kn(ζ) =
H(z∗nζ)
(z∗n)m

n

.

于是 Ln(ζ) 为复平面上的全纯函数列, 其零点的重级至少为 k + 3. Kn(ζ) 为全纯函数列且一
致收敛于 ζm. 根据条件可得 L

(k)
n (ζ) = Kn(ζ) ⇒ |Ln(ζ)| ≥ M , 由引理 2.7, Ln(ζ) 在 C\{0}

内正规. 若 Ln(ζ) 在 0 处不正规, 由引理 2.5, Ln(ζ) →∞ 在 C\{0} 内.



No. 5 杨端阳等: 与分担函数相关的正规定则 1095

由于 Ln(1) = fn(z∗n)

(z∗n)k+m
n

= 0, 从而可得 Ln(1) = 0, 矛盾. 故 Ln(ζ) 在 C 内正规, 设

Ln(ζ) → L(ζ), 其中 L(ζ) 的零点重级至少为 k + 3. 显然, L(k)(ζ) − ζm 有零点. 否则,
L(k)(ζ) 6= ζm, 从而 L(k)(0) 6= 0m. 经计算可得 Ln(0) = Gn(0)(ρn

z∗n
) → 0, 而且 L(ζ) 的零点

重级至少为 k + 3 则 L(k)(0) = 0m, 矛盾. 显然 L(k)(ζ) ≡ ζm. 否则, L(k)(1) ≡ 1m. 又由于
L(1) = 0,并且 L(ζ)的零点重级至少为 k+3 ,则 L(k)(1) = 0,矛盾. 于是设 ζ0 是 L(k)(ζ)−ζm

的零点, 又因为
f

(k)
n (z∗nζ)
(z∗n)m

− h(z∗nζ)
(z∗n)m

→ L(k)(ζ)− ζm.

由 Hurwitz 定理, 存在 ζn, ζn → ζ0, 使得当 n 分大时, f
(k)
n (z∗nζn) − h(z∗nζn), 根据条件可得

|fn(z∗nζn)| ≥ M , 则

|Ln(ζn)| = |fn(z∗nζn)
(z∗n)m+k

n

| ≥ M

(z∗n)m+k
n

,

所以 L(ζ0) = lim
n→∞

Ln(ζn) = ∞, 这与 L(k)(ζ0) = ζm
0 矛盾. 因此存在 ωn, 使得 fn(ωn) = ∞,

其中 ωn 是 fn 模最小的极点. 经计算可得 Gn(ζ) = fn(ρnζ)

ρk+m
n

→ c, 其中 c 是非零常数. 然而
Gn(ωn

ρn
) = ∞, 所以 ωn

ρn
→∞.

令

Tn(ζ) =
fn(ωnζ)
(ωn)k+m

n

, Sn(ζ) =
h(ωnζ)
(ωn)m

n

.

于是 Tn(ζ) 为复平面上的亚纯函数列, 其零点的重级至少为 k + 3, Sn(ζ) 为全纯函数列且一
致收敛于 ζm. 根据条件可得 T

(k)
n (ζ) = Sn(ζ) ⇒ |Tn(ζ)| ≥ M , 由引理 2.7, Tn(ζ) 在 C\{0} 内

正规. 显然

Tn(ζ) =
fn(ωnζ)
(ωn)k+m

n

6= ∞

在4 内. 否则, 存在 ηn, 使得 Tn(ηn) = ∞ , 则 fn(ωnηn) = ∞. 显然 |ωnηn| = |ωn||ηn| < |ωn|,
这与 ωn 是 fn 模最小的极点矛盾. 再根据最大模原理以及Montel 定则, 故 Tn(ζ) 在 C 内正

规.
设 Tn(ζ) → T (ζ), 其中 T (ζ) 的零点重级至少为 k + 3. 显然, T (k)(ζ)− ζm 有零点. 否则,

T (k)(ζ) 6= ζm, 从而 T (k)(0) 6= 0m. 又因为 Tn(0) = Gn(0)( ρn

ωn
) → 0, 而且 T (ζ) 的零点重级至

少为 k + 3, 则 T (k)(0) = 0, 矛盾. 显然, T (k)(ζ) ≡ ζm . 否则, T (k)(1) ≡ 1m. 又由于

Tn(1) =
fn(ωnζ)
(ωn)k+m

n

= ∞,

矛盾. 于是设 ζ0 是 T (k)(ζ)− ζm 的零点, 又因为

f
(k)
n (ωnζ)
(ωn)m

− h(ωnζ)
(ωn)m

→ T (k)(ζ)− ζm.

由 Hurwitz 定理, 存在 ζn, ζn → ζ0 , 使得当 n 分大时, f
(k)
n (ωnζn) − h(ωnζn), 根据条件可得

|fn(ωnζn)| ≥ M , 则

|Tn(ζn)| = |fn(ωnζn)
(ωn)m+k

n

| ≥ M

(ωn)m+k
n

,



1096 数 学 杂 志 Vol. 36

所以 T (ζ0) = lim
n→∞

Ln(ζn) = ∞, 这与 T (k)(ζ0) = ζm
0 矛盾. 所以 F∞ 在 z0 处正规. 下证 F 在

z0 处正规.
由于 F∞ 在 z0 处正规, 由条件知对于任意 Fn ∈ F∞, 有 Fn(0) = ∞, 存在 δ > 0 , 使得

|F (z)| ≥ 1 在4δ 内, 所以当 n 充分大时, |Fn(z)| ≥ 1
2
. 故在4δ1 内 fn(z) 6= 0, 则 { 1

fn(z)
} 在

4δ1 内是全纯函数列, 因此

| 1
fn(z)

| = | 1
zmFn(z)

| ≤ 2m+1

δm
1

, |z| = δ1

2
,

再由最大模原理以及Montel 定则知 F 在 z0 处正规. 故 F 在区域 D 内正规.
定理 2 的证明利用引理 2.2 和 2.6, 类似于定理 1 方法可证得.
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NORMALITY ON SHARING FUNCTIONS

YANG Duan-yang, YE Ya-sheng

(School of Science, University of Shanghai for Science and Technology, Shanghai 200093, China)

Abstract: In this paper, we study the normality of the family of meromorphic functions

about sharing functions. By using Nevanlinna theory method, we obtain a normal criterion, which

improves a results got by Pang and Zalcman [3].
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