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基于 Lanczos 双 A - 正交的一种修正的 QMR 算法
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摘 要: 本文研究了基于 Lanczos 双正交过程的拟极小残量法（QMR). 将 QMR 算法中的

Lanczos 双正交过程用 Lanczos 双 A - 正交过程代替, 利用该算法得到的近似解与最后一个基向量

的线性组合来作为新的近似解, 使新近似解的残差范数满足一个一维极小化问题, 从而得到一种基于

Lanczos 双 A - 正交的修正的 QMR 算法. 数值试验表明, 对于某些大型线性稀疏方程组, 新算法比

QMR 算法收敛快得多.
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1 引言

对于大规模稀疏线性方程组 Ax = b, 其中 A ∈ Rn×n 是非奇异且稀疏的, x, b ∈ Rn 为 n

维列向量,该方程组的求解常使用迭代法,而在众多的迭代法当中, Krylov子空间方法是当前
应用最为广泛的方法. Krylov 子空间方法主要基于两类过程来产生 Krylov 子空间基, 一类
是基于 Arnoldi 过程构造 Krylov 子空间的正交基的方法, 如 GMRES [1] 方法, FOM [1] 方法

等, 这类算法的研究也是目前研究的热点, 如文献 [3] 基于文献 [2] 提出一种修正的 GMRES
方法, 提高了 GMRES 方法的收敛速度; 另一类是基于 Lanczos 双正交过程产生的 Krylov 子
空间的算法, 如 QMR [4], BiCG [1] 等方法, 文献 [5] 中提出一种 Lanczos 双 A - 正交过程, 数
值试验表明该过程能够有效减少迭代过程中的存储量. 本文将文献 [5] 中提到的用 Lanczos
双 A - 正交过程来产生的 Krylov 子空间基应用到 QMR 方法中, 同时结合文献 [2] 和 [3] 中
的思想对该方法予以修正, 得到一种基于 Lanczos 双 A - 正交的修正的 QMR 算法, 旨在加
快 QMR 方法收敛速度的同时减少迭代过程中的存储量. 数值试验表明新算法在这些方面是
优于 QMR 方法的.

2 非对称的 Lanczos 双 A - 正交过程

对于两个实向量 x, y ∈ Rn, 它们的标准内积记为如下形式

〈x, y〉 = xT y =
n∑

i=1

xiyi,
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对于两个给定的向量 ν1 和 ω1, 它们的欧几里德内积满足 〈ω1, Aν1〉 = 1, 通过以下回代关系产
生 Lanczos 向量 νj 和 ωj , 以及标量 δj , βj , j = 1, 2, · · · ,m,

δj+1νj+1 = Aνj − βjνj−1 − αjνj = sj+1,

βj+1ωj+1 = AT ωj − δjωj−1 − αjωj = tj+1,

其中

αj = 〈ωj , A(Aνj)〉, δj+1 =
√
|〈ω̂j+1, Aν̂j+1〉|, βj+1 =

〈ω̂j+1, Aν̂j+1〉
δj+1

,

这些标量的选择决定了产生的向量 νi, ωi 是彼此 A - 正交的, 且两组标量满足以下关系

βj+1δj+1 = sT
j+1Atj+1 = 〈sj+1, Atj+1〉.

具体的 Lanczos 双 A - 正交过程如下:

算法 1 (Lanczos 双 A - 正交过程)

1. 选取两个向量 ν1 和 ω1, 使得 〈ω1, Aν1〉 = 1;

2. 令 β1 = δ1 = 0, ω0 = ν0 = 0:

3. For j = 1, 2, · · · . Do;

4. αj = 〈ωj , A(Aνj)〉;
5. ν̂j+1 = Aνj − αjνj − βjνj−1;

6. ω̂j+1 = AT ωj − αjωj − δjωj−1;

7. δj+1 = |〈ω̂j+1, Aν̂j+1〉| 12 ;

8. βj+1 = 〈ω̂j+1,Aν̂j+1〉
δj+1

;

9. νj+1 = ν̂j+1

δj+1
;

10. ωj+1 = ω̂j+1

βj+1
.

如果算法 1 进行 m 步, 那么产生的向量是 Lanczos 双 A - 正交的, 即 〈νi, Aωj〉 =
σi,j , 1 ≤ i, j ≤ m. 而且, 令 Vm = [ν1, ν2, · · · , νm], Wm = [ω1, ω2, · · · , ωm] 为 n×m 的矩阵,
那么扩充的三对角矩阵具有如下形式

T̄m =

(
Tm

δm+1e
T
m

)
,

其中

Tm =




α1 β2

δ2 α2 β3

. . . . . . . . .

δm−1 αm−1 βm

δm αm




,
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Tm 中的元素是迭代过程产生的, 其中 α1, α2, · · · , αm, β1, β2, · · · , βm 是复的, δ1, δ2, · · · , δm

是正的, Lanczos 双 A - 正交过程满足如下关系

AVm = VmTm + δm+1νm+1e
T
m,

AT Wm = WmT T
m + βm+1ωm+1e

T
m,

W T
mAVm = Im,

W T
mA2Vm = Tm.

3 基于 Lanczos 双 A - 正交的一种修正的 QMR 算法

3.1 基于 Lanczos 双 A - 正交的 QMR 算法 (QMRA)

根据 Lanczos 双 A - 正交过程有

AVm = Vm+1T̄m,

其中 T̄m 是的三对角矩阵, 如果 ν1 是由 r0 的倍数定义的, 如 ν1 = βr0, 那么原方程组具有以
下形式的近似解

xm = x0 + Vmy,

该近似解的残差向量可以表示为

b−Axm = b−A(x0 + Vmy) = r0 −AVmy

= βν1 − Vm+1T̄my = Vm+1(βe1 − T̄my),

残差向量的范数为 ‖b− xm‖2 = ‖Vm+1(βe1 − T̄my)‖2.

如果 Vm+1 的列向量是正交的, 那么 |b− xm‖2 = ‖βe1 − T̄my‖2, 但在 Lanczos 双 A - 正
交过程中 νi 不是正交的, 但通过极小化函数 F (y) = ‖βe1 − T̄my‖2 得到 y 也是可取的, 从而
得到相应的近似解为 xm = x0 + Vmy, 为了和原始的 QMR 方法加以区别, 将这种算法记为
QMRA. 具体算法如下:
算法 2 (基于 Lanczos 双 A - 正交的 QMR 算法)
1. 给定 x0, 计算 r0 = b−Ax0, 令 β = ‖r0‖2;
2. 令 ν1 = r0/β, 选取 ω1, 使得 〈ω1, Aν1〉 = 1, 比如 (ω1 = Aν1

‖Aν1‖22 );
3. 执行算法 1 到 m 步, 得到 Vm = [ν1, ν2, · · · , νm] 和Wm = [ω1, ω2, · · · , ωm] 以及三对

角矩阵 T̄m;
4. 对 T̄m 进行一系列的 Givens 变换 Ωm,Ωm−1, · · · ,Ω1, 得到

(ΩmΩm−1 · · ·Ω1)T̄m =

(
Rm,m

0

)
;

5. 计算 xm = x0 + Pmgm, 其中 Pm = VmR−1
m,m,gm 为

gm+1,m = (ΩmΩm−1 · · ·Ω1βe1) = (γ1, γ2, · · · , γm+1)T ,
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去掉最后一行所得向量;
6. 计算 rm = b−Axm, 如果 ‖rm‖

‖b‖ 达到精度要求, 停止.

3.2 修正的 QMRA 算法 (MQMRA)

将 QMRA 算法求得的近似解 xm 与 νm+1 的线性组合 x̃m = xm + θmνm+1 作为新的近

似解, 其中 θm 是极小化问题min ‖b−A(xm + θmνm+1)‖ 的解, 如果令

rm = b−Axm, f = Aνm+1, r̃m = b−Ax̃m,

那么极小化问题min ‖b−A(xm + θmνm+1)‖ 的解为 θm = f∗rm

‖f‖2 , 新的残差范数为

‖r̃m‖ =

√
‖rm‖2‖f‖2 − ‖f∗rm‖

‖f‖ .

证明见文献 [3]. 于是得到基于 Lanczos 双 A - 正交的一种修正的 QMR 算法 (记为MQMRA
算法). 具体算法如下:
算法 3 (基于 Lanczos 双 A - 正交的一种修正的 QMR 算法)
1. 给定 x0, 计算 r0 = b−Ax0, 令 β = ‖r0‖2;
2. 令 ν1 = r0/β, 选取 ω1, 使得 〈ω1, Aν1〉 = 1, 比如 (ω1 = Aν1

‖Aν1‖22 );
3. 执行算法 1 到 m 步, 得到 Vm = [ν1, ν2, · · · , νm] 和Wm = [ω1, ω2, · · · , ωm] 以及三对

角矩阵 T̄m;
4. 执行算法 2 得到 xm, 及 rm = b−Axm;
5. 计算 f = Aνm+1,θm = f∗rm

‖f‖2 ;
6. 计算 x̃m = xm + θmνm+1;
7. 计算 r̃m = b−Ax̃m, 如果 ‖r̃m‖

‖b‖ 达到精度要求, 停止.

4 数值算例

下面给出四个数值算例来比较原始的 QMR 算法, 基于 Lanczos 双 A - 正交的 QMR 算
法 (QMRA), 以及修正的 QMRA 算法 (MQMRA) 的执行结果. 为了使数值结果便于重复,
这里具体给出各参数的值, 而不考虑算法的执行细节. 选取右端向量 b 使得方程组 Ax = b 的

精确解为 xT =
(

1, 1, · · · , 1
)
, 预初始估计值为 xT

0 =
(

0, 0, · · · , 0
)

, 图中的残差范数均取

10 为底的对数.
算例 1 选取系数矩阵为 Grcar 矩阵, 如下:

A =




1 1 1 1

−1 1 1
. . . . . .

−1 1
. . . . . . 1

. . . . . . . . . 1
. . . . . . 1

−1 1




n×n

.
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当矩阵阶数 n = 1500, 求解精度为 Tol = 1e− 8 时, 三种方法得到迭代收敛效果如图 1,
由于该矩阵伪谱的凸包中含有零点, 在这种情况下 GMRES 或其他一些混合算法将导致失
败, 但图中可以看出新算法具有满意的收敛效果.
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图 1: 算例 1 的数值结果

算例 2 本算例中的系数矩阵取自文献 [3], 具有如下形式:

A =




1 α

2
. . .

n− 1
n




.

取求解精度 Tol = 1e − 10, 当矩阵阶数 n = 2000, α = 1.1 时, A 接近对称矩阵, 三种方
法得到迭代收敛效果如图 2. 当矩阵阶数 n = 2000, α = 20000 时, A 是典型的非对称矩阵,
三种方法得到迭代收敛效果如图 3.
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图 2: 算例 2 的数值结果（α = 1.1）
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图 3: 算例 2 的数值结果（α = 20000）

算例 3 本例中矩阵 PDE2961 和矩阵 CDDE1, 取自矩阵市场 (http: //math. Nist.
Gov./ Marix Market/), PDE2961 条件数 9.49e+02, 非零元个数为 14585, 阶数 2961; 矩阵
CDDE1 条件数 4.1e+03, 非零元素个数为 4681, 阶数 961, 当求解精度为 Tol = 1e− 8 时, 三
种算法的收敛效果如图 4 和图 5.
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图 4: 算例 3 的数值结果（PDE2961）
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图 5: 算例 3 的数值结果（CDDE1）

算例 4 [6] 考虑如下二阶椭圆形偏微分方程

{
cc−4u + 2p1ux + 2p2uy + p3u = f, u ∈ S,

u = 0, u ∈ ∂S,

其中 S = {(x, y) ∈ R2, 0 < x, y < 1} , ∂S 表示 S 的边界, f 是定义在 S 上的函数.
用五点中心差分格式离散该微分方程, 把求解区域区 S 划分成网格尺寸为 h = 1/l + 1

的 (l + 2)× (l + 2) 个均匀正方形网格, 网格点为 si = ih, tj = jh, 0 ≤ i, j ≤ l + 1. 把网格点
按自然次序排序得 l2 × l2 块三对角矩阵

A =




T (β − 1)Il

−(β + 1)Il T (β − 1)Il

−(β + 1)Il
. . . . . .
. . . T (β − 1)Il

−(β + 1)Il T




l2×l2

,

其中

T =




4− σ γ − 1 0
−γ − 1 4− σ γ − 1

−γ − 1 4− σ
. . .

. . . . . . γ − 1
−γ − 1 4− σ




l×l

,

γ = p1h, β = p2h, σ = p3h
2, 线性系统右端的元素为 h2f(si, tj), 为简单起见以下算例右端向

量取 b = sum(A, 2), 取 l = 50, p1 = 25, p2 = 50, p3 = 30 得到的结果如图 6.
以下两个表格给出了三种算法迭代次数及 CPU 时间比较, 总体来看, MQMRA 算法的

运算迭代次数和所用时间都比 QMR 算法要少, 有的情况下甚至要快很多, 从而加快了收敛
速度.
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图 6: 算例 4 的数值结果

表 1: 各算法迭代次数比较

算例 QMR 算法 QMRA 算法 MQMRA 算法
算例 1 1097 750 188

算例 2 (α = 1.1) 241 188 79
算例 2 (α = 20000) 247 179 89
算例 3 (PDE2961) 241 193 92
算例 3 (CDDE1) 301 79 108

算例 4 153 156 84

表 2: 各算法 CPU 时间比较

算例 QMR 算法 QMRA 算法 MQMRA 算法
算例 1 64.4440 84.9270 28.7190

算例 2 (α = 1.1) 70.8240 128.7260 63.9130
算例 2 (α = 20000) 82.8070 104.9040 58.9840
算例 3 (PDE2961) 113.1980 180.5900 99.4780
算例 3 (CDDE1) 30.9720 15.3820 23.4450

算例 4 27.5700 31.7500 15.6900

5 结论

本文将 QMR 算法中的 Lanczos 双正交过程用 Lanczos 双 A - 正交过程代替, 得到了
QMRA 算法, 进一步将由该算法得到的近似解与最后一个基向量的线性组合来作为新的近
似解, 使新近似解的残差范数满足一个一维极小化问题, 从而得到一种基于 Lanczos 双 A -
正交的修正的 QMR 算法. 从数值算例的结果来看, 对于某些大型稀疏矩阵新算法的收敛速
度加快、迭代次数减少, 运算效率提高. 该方法也可以考虑和预条件技术相结合来进一步提
高计算效率.
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Abstract: The quasi minimum residual method (QMR) based on the Lanczos bi-orthogonal

process was studied in this paper. A-Lanczos bi-orthogonal process was introduced to replace the

Lanczos bi-orthogonal process. Using the linear combination of the approximate solution and the

lasted basis vectoris as a new approximate solution of the algorithm, the residual norm of new

approximate solution can satisfy a one-dimensional minimization problem, so as to get a modified

QMR algorithm based on the A-Lanczos bi-orthogonal process. The numerical experiments showed

that the new algorithm converges faster than the original QMR algorithm for some large sparse

linear systems.
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