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摘要: 本文研究了多目标优化问题的 (ε, ε) - 拟近似解. 利用文献 [1]给出的多目标优化问题统

一的非线性标量化问题,在没有任何凸性条件下, 研究了多目标优化问题的 (ε, ε) - 拟近似解的充分和

必要条件. 最后,利用文献 [2]中给出的的范数,对多目标优化问题的 (ε, ε) - 拟近似解进行了非线性标

量化刻画.本文第 3节推广了文献 [1]中的结果.
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1 引言

多目标优化问题解的概念与数值优化问题解的概念有着本质的不同.这是因为序线性空
间中的序关系是非完全的偏序关系.因此,如何界定多目标优化问题解的概念是多目标优化
理论的一个首要问题.对此,人们引进了各种意义下解的概念.主要有: 有效解,弱有效解和各
种真有效解.由于这些解在非紧的情况下往往不一定存在, 而近似解在很弱的情况下都可能
存在 (Ekelend 变分原理), 并且通过数值算法得到的大多都是近似解. 因此, 研究近似解不仅
有理论价值而且有实际意义. 1979 年, Kutateladze [3] 首次提出了数值优化问题 ε - 近似解
的概念.随后, 1984 年, Loridan [4] 在文 [3]的基础上,引进了多目标优化问题的 ε - 有效解的
概念,并研究了 ε - 有效解的一些性质. 1986 年, White [5] 研究了多目标优化问题的六种 ε -
近似有效解.随后一些学者相继提出其它新的近似解的概念,并对此进行了理论研究,见文献
[6–10].
在求解多目标优化问题的方法中,将多目标优化问题转化为数值优化问题是一个重要途

径. 即, 对多目标优化问题进行标量化刻画. 近几年来,关于多目标优化问题近似解的标量化
研究取得了很多有意义的结果 (见文 [8–14,17]). 2007 年, Engau和Wiecek [11] 给出了多目标

优化问题近似解在凸性条件下的线性标量化和在没有任何凸性条件下的几种非线性标量化.
2008 年, Miruna Beldiman [12] 等人给出了多目标优化问题 (ε, ε) - 拟近似 (弱, 真)有效解的
概念,并在择一性定理的基础上,利用范数对多目标优化问题 (ε, ε) - 拟近似 (弱, 真)有效解
进行了非线性标量化刻画. 2011 年, Ghaznavi和 Khorram [13] 提供了 ε -(弱, 真)有效解的一
些充分和必要条件. 2013 年, Ghaznavi, Khorram 和 Soleimani-Damaneh [14]进一步提出了 ε

-(弱, 真)有效解的一些充分和必要条件. 2014 年, Rastegar and Khorram [1] 在文 [11, 13, 14]
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的基础上,给出了统一的非线性标量化模型,考虑了多目标优化问题 ε - 拟近似 (弱,真)有效
解的一些充分和必要条件.本文在文 [1] 的基础上,在没有任何凸性条件下,研究了多目标优
化问题 (ε, ε) - 拟近似 (弱,真)有效解的一些充分和必要条件.最后,利用文献 [2] 中给出的范
数,对多目标优化问题的 (ε, ε) - 拟近似解进行了非线性标量化刻画.
本文的结构如下:在第 2节,给出了一些基本定义和结论,在第 3节,利用文献 [1]中统一

的非线性标量化刻画了多目标优化问题 (ε, ε) - 拟近似 (弱,真)有效解;在第 4 节,利用已有
的范数 (见文献 [2])给出了一种非线性标量化问题,并给出了多目标优化问题 (ε, ε) - 拟近似
解的充分条件,举例说明了其逆命题不成立.

2 预备知识

在本文中,给出以下符号:对任意的 x, y ∈ Rn,

x < y ⇔ y − x ∈ intRn
+,

x ≤ y ⇔ y − x ∈ Rn
+ \ {0},

x 5 y ⇔ y − x ∈ Rn
+.

考虑如下的多目标优化问题

(MOP) min f(x) = (f1(x), f2(x), · · · , fp(x)),
s.t. gj(x) 5 0, j = 1, 2, · · · ,m,

hk(x) = 0, k = 1, 2, · · · , s,

其中, ∅ 6= Ω ⊂ Rn, fi, gj , hk : Ω → R, i = 1, 2, · · · , p, j = 1, 2, · · · ,m, k = 1, 2, · · · , s, X 表

示 (MOP)的可行域.
定义 2.1 [12]设 (ε, ε) ∈ Rp

+ ×Rp
+, x̂ ∈ X.

(1) x̂是 (MOP)的 (ε, ε) - 拟近似有效解,若不存在 x ∈ X,使得

f(x) ≤ f(x̂)− ε||x− x̂|| − ε,∀x ∈ X.

(2) x̂是 (MOP)的 (ε, ε) - 拟近似弱有效解,若不存在 x ∈ X,使得

f(x) < f(x̂)− ε||x− x̂|| − ε,∀x ∈ X.

(3) x̂ 是 (MOP) 的 (ε, ε) - 拟近似真有效解, 若存在 M > 0, 使得对于满足 fi(x) <

fi(x̂) − εi||x − x̂|| − εi 的任何 i ∈ {1, 2, · · · , p} 和 x ∈ X, 存在 j ∈ {1, · · · , p} \ {i}, 使得
fj(x) > fj(x̂)− εj ||x− x̂|| − εj 且

fi(x̂)− fi(x)− εi||x− x̂|| − εi

fj(x)− fj(x̂) + εj ||x− x̂||+ εj

5 M.

考虑如下单目标优化问题

(P) min ϕ(x),
s.t. x ∈ X.
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定义 2.2 [12] 设 (ε, ε) ∈ R+×R+, x̂ ∈ X,称 x̂是 (P)的 (ε, ε) -拟近似最优解,若 ∀x ∈ X,
有

ϕ(x̂) 5 ϕ(x) + ε||x− x̂||+ ε.

Rastegar和 Khorram在文献 [1]中考虑了如下统一的非线性标量化问题,

(SOPλ,µ,γ) min
p∑

i=1

λifi(x)−
p∑

i=1

γis
+
i +

p∑
i=1

µis
−
i ,

fi(x) + s+
i − s−i ≤ αi, i = 1, · · · , p,

x ∈ X, s+, s− ≥ 0,

其中, λi, µi, γi ≥ 0, αi 是 fi(x) + s+
i − s−i 的一个上界, ∀i = 1, · · · , p. X

′
表示 (SOPλ,µ,ν)的

可行域.
特别地当 γ = 0或 s+ = 0时, (SOPλ,µ,ν)可化为 (SOPλ,µ).

(SOPλ,µ) min
p∑

i=1

λifi(x) +
p∑

i=1

µisi,

fi(x)− si ≤ αi, i = 1, · · · , p,

x ∈ X, s ≥ 0,

其中, λi, µi ≥ 0, αi是 fi(x)− si的一个上界, ∀i = 1, · · · , p. X
′
表示 (SOPλ,µ)的可行域.

下面给出 (SOPλ,µ,γ)和 (SOPλ,µ)的 (ε, ε) - 拟近似解的定义.
定义 2.3 设 (ε, ε) ∈ R+ ×R+, x̂ ∈ X.
(1) (x̂, ŝ+, ŝ−) 是 (SOPλ,µ,γ)的 (ε, ε) - 拟近似最优解,若

p∑
i=1

λifi(x̂)−
p∑

i=1

γiŝ
+
i +

p∑
i=1

µiŝ
−
i

≤
p∑

i=1

λifi(x)−
p∑

i=1

γis
+
i +

p∑
i=1

µis
−
i + ε||x− x̂||+ ε, ∀(x, s+, s−) ∈ X

′
.

(2) (x̂, ŝ) 是 (SOPλ,µ)的 (ε, ε) - 拟近似最优解,若

p∑
i=1

λifi(x̂) +
p∑

i=1

µiŝi ≤
p∑

i=1

λifi(x) +
p∑

i=1

µisi + ε||x− x̂||+ ε, ∀(x, s) ∈ X
′
.

引理 2.4 [6] 设 λ ∈ Rp, λ > 0,
p∑

i=1

λi = 1, ε ≤
p∑

i=1

λiεi.若 x是 (Pλ)的 ε - 近似最优解,则

x是 (MOP)的 ε - 近似真有效解.

(Pλ) min λT f(x),
s.t. x ∈ X.

由引理 2.4 容易得出以下结果.
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引理 2.5 设 λ ∈ Rp, λ > 0,
p∑

i=1

λi = 1, ε ≤
p∑

i=1

λiεi, ε ≤
p∑

i=1

λiεi.若 x是 (Pλ)的 (ε, ε) -

拟近似最优解,则 x是 (MOP)的 (ε, ε) - 拟近似真有效解.

3 多目标优化问题 (ε, ε) - 拟近似解的非线性标量化

在文献 [1]中, Rastegar和 Khorram考虑了 (MOP)问题的 ε - 近似解的一些充分和必要
条件.本节,将在没有任何凸性条件下,运用非线性标量化问题 (SOPλ,µ,γ) 和 (SOPλ,µ)来刻
画 (MOP)的 (ε, ε) - 拟近似 (弱,真)有效解.

定理 3.1 设 (ε, ε) ∈ Rp
+ ×Rp

+, ε ≤
p∑

i=1

λiεi, ε ≤
p∑

i=1

(λi + γi)εi, (x̂, ŝ+, ŝ−)是 (SOPλ,µ,γ)

的 (ε, ε) - 拟近似最优解,
(i) 若 λ + γ > 0,则 x̂是 (MOP)的 (ε, ε) - 拟近似有效解.
(ii) 若 0 ≤ ε < ŝ−, λ + µ > 0,则 x̂是 (MOP)的 (ε, ε) - 拟近似有效解.
证 因为 (x̂, ŝ+, ŝ−)是 (SOPλ,µ,γ)的 (ε, ε) - 拟近似最优解,故

p∑
i=1

λifi(x̂)−
p∑

i=1

γiŝ
+
i +

p∑
i=1

µiŝ
−
i

≤
p∑

i=1

λifi(x)−
p∑

i=1

γis
+
i +

p∑
i=1

µis
−
i + ε||x− x̂||+ ε, ∀(x, s+, s−) ∈ X

′
,

且

fi(x) + s+
i − s−i ≤ αi, i = 1, · · · , p, x̂ ∈ X, ŝ+, ŝ− ≥ 0.

(i) 若 x̂不是 (MOP)的 (ε, ε) - 拟近似有效解,则存在 x ∈ X 使得

f(x) ≤ f(x̂)− ε||x− x̂|| − ε,

即对任意的 i ∈ {1, 2, · · · , p} 有

fi(x) ≤ fi(x̂)− εi||x− x̂|| − εi, (3.1)

存在 j ∈ {1, · · · , p} 满足

fj(x) < fj(x̂)− εj ||x− x̂|| − εj . (3.2)

从而对满足 (3.1)式的任意的 i 有

fi(x) + εi||x− x̂||+ εi + ŝ+
i − ŝ−i ≤ fi(x̂) + ŝ+

i − ŝ−i ≤ αi,

且对满足 (3.2)式的任意的 j 有

fj(x) + εj ||x− x̂||+ εj + ŝ+
j − ŝ−j + vj ≤ fj(x̂) + ŝ+

j − ŝ−j ≤ αj , vj > 0.
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令 s+
i = ŝ+

i + εi, s
+
j = ŝ+

j + εj + v,则 (x, s+, ŝ−)是 (SOPλ,µ,γ)的可行解. 又由假设 λj + γj >

0, j = 1, 2, · · · , p可知

p∑
i=1

λifi(x)−
p∑

i=1

γis
+
i +

p∑
i=1

µiŝ
−
i

=
p∑

i=1

λifi(x)−
p∑

i=1

γi(ŝ+
i + εi)− γjv +

p∑
i=1

µiŝ
−
i

=
p∑

i=1

λifi(x)−
p∑

i=1

γiŝ
+
i +

p∑
i=1

µiŝ
−
i −

p∑
i=1

γiεi − γjv

<

p∑
i=1

λi(fi(x̂)− εi||x− x̂|| − εi)−
p∑

i=1

γiŝ
+
i +

p∑
i=1

µiŝ
−
i −

p∑
i=1

γiεi

=
p∑

i=1

λifi(x̂)−
p∑

i=1

γiŝ
+
i +

p∑
i=1

µiŝ
−
i −

p∑
i=1

λiεi||x− x̂|| −
p∑

i=1

(λi + γi)εi

≤
p∑

i=1

λifi(x̂)−
p∑

i=1

γiŝ
+
i +

p∑
i=1

µiŝ
−
i − ε||x− x̂|| − ε,

这与 (x̂, ŝ+, ŝ−)是 (SOPλ,µ,γ)的 (ε, ε) - 拟近似最优解矛盾. 因此, x̂是 (MOP)的 (ε, ε) - 拟
近似有效解.

(ii) 若 x̂ 不是 (MOP) 的 (ε, ε) 拟近似有效解, 则 (3.1) 和 (3.2) 式成立. 类似与 (i), 令
s−i = ŝ−i − εi, s−j = ŝ−j − εj − v. 则 (x, ŝ+, s−)是 (SOPλ,µ,γ)的可行解, 且有

p∑
i=1

λifi(x)−
p∑

i=1

γiŝ
+
i +

p∑
i=1

µis
−
i

<

p∑
i=1

λifi(x̂)−
p∑

i=1

γiŝ
+
i +

p∑
i=1

µiŝ
−
i −

p∑
i=1

λiεi||x− x̂|| −
p∑

i=1

(λi + µi)εi

≤
p∑

i=1

λifi(x̂)−
p∑

i=1

γiŝ
+
i +

p∑
i=1

µiŝ
−
i − ε||x− x̂|| − ε,

这与 (x̂, ŝ+, ŝ−)是 (SOPλ,µ,γ)的 (ε, ε) - 拟近似最优解矛盾.因此, x̂是 (MOP)的 (ε, ε) - 拟
近似有效解.
定理 3.2 设 (ε, ε) ∈ Rp

+ ×Rp
+,

(i) 设 ε ≤
p∑

i=1

λiεi, ε ≤
p∑

i=1

(λi + γi)εi, λ + γ ≥ 0.若 (x̂, ŝ+, ŝ−)是 (SOPλ,µ,γ)的 (ε, ε) -

拟近似最优解,则 x̂是 (MOP)的 (ε, ε) - 拟近似弱有效解.

(ii) 设 ε ≤
p∑

i=1

λiεi, ε ≤
p∑

i=1

(λi+µi)εi, 0 5 ε < ŝ−, λ+µ ≥ 0.若 (x̂, ŝ+, ŝ−)是 (SOPλ,µ,γ)

的 (ε, ε) -(严格) 拟近似最优解,则 x̂是 (MOP)的 (ε, ε) -(拟近似有效解) 拟近似弱有效解.

(iii) 设 ε <
p∑

i=1

λiεi, ε <
p∑

i=1

(λi + γi)εi, λ + γ ≥ 0.若 (x̂, ŝ+, ŝ−)是 (SOPλ,µ,γ)的 (ε, ε) -

拟近似最优解,则 x̂是 (MOP)的 (ε, ε) - 拟近似有效解.
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(iv) 设 ε <
p∑

i=1

λiεi, ε <
p∑

i=1

(λi+µi)εi, 0 ≤ ε < ŝ−, λ+µ ≥ 0.若 (x̂, ŝ+, ŝ−)是 (SOPλ,µ,γ)

的 (ε, ε) - 拟近似最优解,则 x̂是 (MOP)的 (ε, ε) - 拟近似有效解.

(v)设 ε ≤
p∑

i=1

λiεi, ε ≤
p∑

i=1

(λi + γi)εi, λ + γ ≥ 0.若 (x̂, ŝ+, ŝ−)是 (SOPλ,µ,γ)的 (ε, ε) -

严格拟近似最优解,则 x̂是 (MOP)的 (ε, ε) - 拟近似有效解.
证 与定理 3.1的证明类似.

定理 3.3 设 (ε, ε) ∈ Rp
+ × Rp

+, 0 ≤ ε ≤
p∑

i=1

(λi + γi)εi, 0 ≤ ε ≤
p∑

i=1

(λi + γi)εi, γ >

0,
p∑

i=1

λi = 1.若 (x̂, ŝ+, ŝ−)是 (SOPλ,µ,γ)的 (ε, ε) - 拟近似最优解, fi(x̂) + ŝ+
i − ŝ−i < αi, 1 ≤

i ≤ p,则 x̂是 (MOP)的 (ε, ε) - 拟近似真有效解.
证 由定理 3.1, x̂是 (MOP)的 (ε, ε) - 拟近似有效解.
下面证明 x̂ 是 (MOP) 的 (ε, ε) - 拟近似真有效解. 若 x̂ 不是 (MOP) 的 (ε, ε) - 拟

近似真有效解, 则存在满足 lim
β→∞

Mβ = ∞ 的正数列 {Mβ}, 使得对任意的 Mβ, 存在满

足 fi(xβ) < fi(x̂) − εi||xβ − x̂|| − εi 的 xβ ∈ X 和 i ∈ {1, 2, · · · , p}, 使得对任意满足
fj(x̂)− εj ||xβ − x̂|| − εj < fj(xβ)的 j ∈ {1, · · · , p} \ {i} ,总有

fi(x̂)− fi(xβ)− εi||xβ − x̂|| − εi

fj(xβ)− fj(x̂) + εj ||xβ − x̂||+ εj

> Mβ.

设 Q = {j : fj(xβ) > fj(x̂)− εj ||xβ − x̂|| − εj} 6= ∅.任取 j ∈ {1, 2, · · · , p} ,下面分两种情况
讨论:
情形 1 若 j /∈ Q ,则

fj(xβ) ≤ fj(x̂)− εj ||xβ − x̂|| − εj < αj − ŝ+
j + ŝ−j − εj ||xβ − x̂|| − εj ,

从而

fj(xβ) + ŝ+
j − ŝ−j + εj ||xβ − x̂||+ εj < αj .

因此存在 vβj > 0使得

fj(xβ) + ŝ+
j − ŝ−j + εj ||xβ − x̂||+ εj + vβj ≤ αj .

情形 2 若 j ∈ Q,则 fj(xβ) > fj(x̂) − εj ||xβ − x̂|| − εj . 因为 f(X)有界, lim
β→∞

Mβ = ∞,

故 fj(xβ)− fj(x̂) + εj ||xβ − x̂||+ εj → 0, (β →∞), 因此有

lim
β→∞

fj(xβ) = fj(x̂)− εj ||xβ − x̂|| − εj < αj − ŝ+
j + ŝ−j − εj ||xβ − x̂|| − εj ,

从而存在 β0 > 0使得 fj(xβ) + ŝ+
j − ŝ−j + εj ||xβ − x̂|| + εj < αj , ∀β ≥ β0. 所以对任意的

β ≥ β0,存在 vβj 使得

fj(xβ) + ŝ+
j − ŝ−j + εj ||xβ − x̂||+ εj + vβj ≤ αj .

令 s+
βj = ŝ+

j + εj ||xβ − x̂||+ εj + vβj , j = 1, 2, · · · , p, β ≥ β0,则对任意的 β ≥ β0, (xβ, s+
β , ŝ−)

是 (SOPλ,µ,γ)的可行解.
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另一方面,当 j ∈ Q, β ≥ β0时,有 lim
β→∞

fj(xβ) = fj(x̂)− εj ||xβ − x̂|| − εj , 从而

lim
β→∞

(−fj(xβ) + fj(x̂)− εj ||xβ − x̂|| − εj + γ1vβ1) = γ1vβ1 > 0.

因此存在 β
′
0 > β0,对任意的 β > β

′
0,有

fj(xβ) < fj(x̂)− εj ||xβ − x̂|| − εj + γ1vβ1. (3.3)

当 j /∈ Q时,

fj(xβ) ≤ fj(x̂)− εj ||xβ − x̂|| − εj . (3.4)

取 β∗ > β
′
0,令 (x, s+, ŝ−) = (xβ∗ , s

+
β∗j , ŝ

−).由 (3.3), (3.4) 式和条件
∑
i∈Q

λi ≤ 1可知

p∑
i=1

λifi(x)−
p∑

i=1

γis
+
i +

p∑
i=1

µiŝ
−
i

=
p∑

i=1

λifi(x)−
p∑

i=1

γi(ŝ+
i + εi||xβ − x̂||+ εi)−

p∑
i=1

γiνβ∗i +
p∑

i=1

µiŝ
−
i

=
∑

i/∈Q

λifi(x) +
∑
i∈Q

λifi(x)−
p∑

i=1

γiŝ
+
i −

p∑
i=1

γiεi||xβ − x̂||

−
p∑

i=1

γiεi −
p∑

i=1

γiνβ∗i +
p∑

i=1

µiŝ
−
i

≤
∑

i/∈Q

λi(fi(x̂)− εi||xβ − x̂|| − εi) +
∑
i∈Q

λi(fi(x̂)− εi||xβ − x̂|| − εi + γ1vβ∗1)

−
p∑

i=1

γiŝ
+
i −

p∑
i=1

γiεi||xβ − x̂|| −
p∑

i=1

γiεi −
p∑

i=1

γiνβ∗i +
p∑

i=1

µiŝ
−
i

=
p∑

i=1

λifi(x̂)−
p∑

i=1

γiŝ
+
i +

p∑
i=1

µiŝ
−
i −

p∑
i=1

(λi + γi)εi||xβ − x̂||

−
p∑

i=1

(λi + γi)εi + γ1vβ∗1(
∑
i∈Q

λi)−
p∑

i=1

γiνβ∗i

<

p∑
i=1

λifi(x̂)−
p∑

i=1

γiŝ
+
i +

p∑
i=1

µiŝ
−
i −

p∑
i=1

(λi + γi)εi||xβ − x̂|| −
p∑

i=1

(λi + γi)εi

≤
p∑

i=1

λifi(x̂)−
p∑

i=1

γiŝ
+
i +

p∑
i=1

µiŝ
−
i − ε||xβ − x̂|| − ε.

这与 (x̂, ŝ+, ŝ−)是 (SOPλ,µ,γ)的 (ε, ε) - 拟近似最优解矛盾.所以 x̂是 (MOP)的 (ε, ε) - 拟近
似真有效解.

定理 3.4 设 (ε, ε) ∈ Rp
+ × Rp

+, ε ≤
p∑

i=1

λiεi, ε ≤
p∑

i=1

λiεi.若 (x̂, ŝ)是 (SOPλ,µ)的 (ε, ε) -

拟近似最优解,则 x̂是 (MOP)的 (ε, ε) - 拟近似弱有效解.
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证 若 x̂不是 (MOP)的 (ε, ε) - 拟近似弱有效解,则存在 x ∈ X,使得

f(x) < f(x̂)− ε||x− x̂|| − ε. (3.5)

从而 fi(x)− ŝi < fi(x̂)− ŝi ≤ αi. 所以 (x, ŝ)是 (SOPλ,µ)的可行解. 又由 (3.5)式可知

p∑
i=1

λifi(x) +
p∑

i=1

µiŝi +
p∑

i=1

λiεi||x− x̂||+
p∑

i=1

λiεi <

p∑
i=1

λifi(x̂) +
p∑

i=1

µiŝi,

从而

p∑
i=1

λifi(x) +
p∑

i=1

µiŝi + ε||x− x̂||+ ε <

p∑
i=1

λifi(x̂) +
p∑

i=1

µiŝi.

这与 (x̂, ŝ)是 (SOPλ,µ)的 (ε, ε) - 拟近似最优解矛盾.所以 x̂是 (MOP)的 (ε, ε) - 拟近似弱有
效解.
定理 3.5 设 (ε, ε) ∈ Rp

+ ×Rp
+,

(i) 若 (x̂, ŝ)是 (SOPλ,µ)的 (ε, ε) - 严格拟近似最优解, ε ≤
p∑

i=1

λiεi, ε ≤
p∑

i=1

λiεi. 则 x̂是

(MOP)的 (ε, ε) - 拟近似有效解.

(ii) 若 (x̂, ŝ) 是 (SOPλ,µ) 的 (ε, ε) - 拟近似最优解, ε <
p∑

i=1

λiεi, ε <
p∑

i=1

λiεi. 则 x̂ 是

(MOP)的 (ε, ε) - 拟近似有效解.
证 与定理 3.4的证明类似.

定理 3.6 设 (ε, ε) ∈ Rp
+ × Rp

+, ε ≤
p∑

i=1

λiεi, ε ≤
p∑

i=1

λiεi.若 (x̂, ŝ)是 (SOPλ,µ)的 (ε, ε)-

拟近似最优解,其中 λ + µ > 0, ŝ > 0, 则 x̂是 (MOP)的 (ε, ε) - 拟近似真有效解.
证 先证 x̂是 (MOP)的 (ε, ε) - 拟近似有效解.不失一般性,不妨设 ŝi = max{0, fi(x̂) −

αi}, i = 1, · · · , p.因为 ŝ > 0,所以 ŝi = fi(x̂) − αi > 0, i = 1, 2, · · · , p.若 x̂不是 (MOP)的
(ε, ε) - 拟近似有效解,与定理 3.1 (i)的证明类似, 对满足 (1)式的任意的 i和满足 (2)式的
任意的 j,令 si = ŝi, sj = ŝj − ν,则 s ≤ ŝ, sj < ŝj 且 (x, s)是 (SOPλ,µ)的可行解. 因为
λj + µj > 0,从而有

λjfj(x) + λjεj ||x− x̂||+ λjε + µjsj < λjfj(x̂) + µj ŝj ,

且

λifi(x) + λiεi||x− x̂||+ λiε + µisi ≤ λifi(x̂) + µiŝi, ∀i 6= j,

这表明

p∑
i=1

λifi(x) +
p∑

i=1

µisi +
p∑

i=1

λiεi||x− x̂||+
p∑

i=1

λiε <

p∑
i=1

λifi(x̂) +
p∑

i=1

µiŝi,

因此

p∑
i=1

λifi(x) +
p∑

i=1

µisi + ε||x− x̂||+ ε <

p∑
i=1

λifi(x̂) +
p∑

i=1

µiŝi.
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这与 x̂不是 (MOP)的 (ε, ε) - 拟近似有效解矛盾.所以 x̂是 (MOP)的 (ε, ε) - 拟近似有效解.
下面证明 x̂ 是 (MOP) 的 (ε, ε) - 拟近似真有效解. 事实上, 由于 (x̂, ŝ) 是 (SOPλ,µ) 的

(ε, ε) - 拟近似最优解,从而 x̂是下面问题的 (ε, ε) - 拟近似最优解.

min
p∑

i=1

λifi(x) +
p∑

i=1

µi(fi(x)− αi) =
p∑

i=1

(λi + µi)fi(x)−
p∑

i=1

µiαi,

fi(x) > αi,∀i ∈ {1, · · · , p},
x ∈ X.

因为 λ + µ > 0,由引理 2.6可知 x̂是 (MOP)在 fi(x) > αi, i = 1, · · · , p条件下的 (ε, ε) - 真
有效解.又由文献 [2]中的引理 3.3可知, x̂是 (MOP)的 (ε, ε) - 拟近似真有效解.

定理 3.7 若 x̂是 (MOP)的 (ε, ε) - 拟近似真有效解, λ ≥ 0,
p∑

i=1

λi = 1, 则存在 α, ŝ, µ̂,

使得 (x̂, ŝ)是 (SOPλ,µ)的 (ε, ε) - 拟近似最优解,对任意的 µ = µ̂,其中 ε =
p∑

i=1

(λi +µi)εi, ε =
p∑

i=1

λiεi.

证 设 αi = fi(x̂)− εi, ŝi = εi, i = 1, 2, · · · , p.任取 x ∈ X,令 si = max{0, fi(x)+ εi||x−
x̂|| − αi} = max{0, fi(x) + εi||x− x̂|| − fi(x̂) + εi}, µ̂i = M, i = 1, · · · , p.对 k ∈ {1, · · · , p},
若 fk(x) ≥ fk(x̂)− εk||x− x̂|| − εk,则

fk(x) +
p∑

i=1

µ̂isi ≥ fk(x̂)− εk||x− x̂|| − εk. (3.6)

若 fk(x) < fk(x̂)− εk||x− x̂||− εk, 设 I∗ = {i : fi(x) > fi(x̂)− εi||x− x̂||− εi},则 I∗ 6= ∅, 且

fk(x) +
p∑

i=1

µ̂isi = fk(x) +
p∑

i=1

µ̂i max{0, fi(x) + εi||x− x̂|| − fi(x̂) + εi}

= fk(x) +
∑
i∈I∗

µ̂i(fi(x) + εi||x− x̂|| − fi(x̂) + εi),

因为 x̂是 (MOP)的 (ε, ε) - 的真有效解且 fk(x) < fk(x̂) − εk||x − x̂|| − εk, 故存在 k∗ ∈ I∗,

使得

fk(x̂)− fk(x)− εk||x− x̂|| − εk

fk∗(x)− fk∗(x̂) + εk∗ ||x− x̂||+ εk∗
< M.

从而有

fk(x) +
∑
i∈I∗

µ̂i(fi(x) + εi||x− x̂|| − fi(x̂) + εi)

≥ fk(x) + µ̂k∗(fk∗(x)− fk∗(x̂) + εk∗ ||x− x̂||+ εk∗)

> fk(x) +
fk(x̂)− fk(x)− εk||x− x̂|| − εk

fk∗(x)− fk∗(x̂) + εk∗ ||x− x̂||+ εk∗
(fk∗(x)− fk∗(x̂) + εk∗ ||x− x̂||+ εk∗)

= fk(x̂)− εk||x− x̂|| − εk.
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再由 (3.6)式可知

p∑
i=1

λifi(x) +
p∑

i=1

λi(
p∑

i=1

µ̂isi) ≥
p∑

i=1

λifi(x̂)−
p∑

i=1

λiεi||x− x̂|| −
p∑

i=1

λiεi.

又因为
p∑

i=1

λi = 1, ε =
p∑

i=1

(λi + µi)εi, ε =
p∑

i=1

λiεi,从而有

p∑
i=1

λifi(x) +
p∑

i=1

µ̂isi

≥
p∑

i=1

λifi(x̂) +
p∑

i=1

µiεi − [
p∑

i=1

(λi + µi)εi||x− x̂||]−
p∑

i=1

λiεi

=
p∑

i=1

λifi(x̂) +
p∑

i=1

µiεi − ε||x− x̂|| − ε.

所以 (x̂, ŝ)是 (SOPλ,µ)的 (ε, ε) - 拟近似最优解.

注 3.8 当 ε = 0,时,定理 3.1–3.7分别退化为文献 [1]中的定理 6.1,定理 6.2,定理 6.3,定
理 6.7,定理 6.9,定理 6.11和定理 6.13.

4 多目标优化问题 (ε, ε) - 拟近似解的范数标量化

设 y ∈ Rn,文献 [2]中考虑了如下范数, ||y||α = ||y||∞ + ( 1
α
)(

p∑
i=1

|yi|), α ∈ [1,∞),其中

||y||∞ = max
i=1,··· ,n

|yi|.
利用范数 || · ||α给出如下非线性标量化问题:

(SOP) min
x∈X

||f(x)− r||α = max
i=1,··· ,p

{fi(x)− ri}+ 1
α
(

p∑
i=1

(fi(x)− ri)),

其中 r = (r1, r2, · · · , rp), ri ≤ inf
x∈X

fi(x), i = 1, 2, · · · , p.即 r为问题 (MOP)的理想点.

定理 4.1 设 (ε, ε) ∈ Rp
+ ×Rp

+, ε ≤ min
i=1,··· ,p

{εi}+ 1
α

p∑
i=1

εi, ε ≤ min
i=1,··· ,p

{εi}+ 1
α

p∑
i=1

εi,

(i) 若 x̂是 (SOP)的 (ε, ε) - 严格拟近似最优解,则 x̂是 (MOP)的 (ε, ε) - 拟近似有效解.

(ii) 若 x̂是 (SOP) 的 (ε, ε) - 拟近似最优解,则 x̂是 (MOP)的 (ε, ε) - 拟近似弱有效解.

证 (i) 设 x̂是 (SOP)的 (ε, ε) - 严格拟近似最优解,故对任意的 x ∈ X, x 6= x̂,有

max
i=1,··· ,p

{fi(x̂)−ri}+ 1
α

(
p∑

i=1

(fi(x̂)−ri)) < max
i=1,··· ,p

{fi(x)−ri}+ 1
α

(
p∑

i=1

(fi(x)−ri))+ε||x−x̂||+ε.

若 x̂不是 (MOP)的 (ε, ε) - 拟近似有效解,则存在 x ∈ X,使得 f(x̂) ≥ f(x) + ε||x− x̂||+ ε.
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从而有

max
i=1,··· ,p

{fi(x̂)− ri}+
1
α

(
p∑

i=1

(fi(x̂)− ri))

> max
i=1,··· ,p

{fi(x) + εi||x− x̂||+ εi − ri}+
1
α

(
p∑

i=1

(fi(x) + εi||x− x̂||+ εi − ri)

≥ max
i=1,··· ,p

{fi(x)− ri}+ min
i=1,··· ,p

{εi||x− x̂||}+ min
i=1,··· ,p

{εi}+
1
α

(
p∑

i=1

(fi(x)− ri)

+
1
α

p∑
i=1

εi||x− x̂||+ 1
α

p∑
i=1

εi

≥ max
i=1,··· ,p

{fi(x)− ri}+
1
α

(
p∑

i=1

(fi(x)− ri)) + ε||x− x̂||+ ε.

这与 x̂是 (SOP)的 (ε, ε) - 严格拟近似最优解矛盾.所以 x̂是 (MOP)的 (ε, ε) - 拟近似有效
解.

(ii) 的证明与 (i)的证明类似.

推论 4.2 设 ε ∈ Rp
+, ε ≤ min

i=1,··· ,p
{εi}+ 1

α

p∑
i=1

εi,

(i) 若 x̂是 (SOP)的 ε - 严格近似最优解,则 x̂是 (MOP)的 ε - 近似有效解.
(ii) 若 x̂是 (SOP)的 ε - 近似最优解,则 x̂是 (MOP)的 ε - 近似弱有效解.
注 4.3 定理 4.1 的逆命题不一定成立.参见下面的例子.
例 4.4 在问题 (MOP) 中, 设 X = {(x1, x2) : x1 + x2 = 0, 0 5 x1 5 1} ∪ {(x1, x2) :

x2
1 + (x2 − 1)2 5 1} ⊂ R2, f(x) = (f1(x), f2(x)), f1(x) = x1, f2(x) = x2. 取理想点 r =

(−2,−2), x̂ = (0, 0).当 ε = ε = 0, ε = ε = 0 时, x̂是 (MOP)的有效解,但 x̂不是 (MOP)
的真有效解.故由文献 [5]中的定理 3.4.10 可知 x̂不是 (SOP)的最优解.所以即使对于精确解
定理 4.1的逆命题都不一定成立.
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NONLINEAR SCALARIZATIONS FOR (ε, ε)-APPROXIMATE

QUASI SOLUTIONS OF MULTIOBJECTIVE OPTIMIZATION

PROBLEMS

YUE Rui-xue , GAO Ying

(School of Mathematics, Chongqing Normal University, Chongqing 401331, China)

Abstract: In this paper, we consider (ε, ε)-approximate quasi efficient solutions of multiob-

jective optimization problems. Based on the uniform nonlinear scalarization problems given in [1],

we derive several necessary and sufficient conditions for (ε, ε)-approximate quasi efficient solutions

of multiobjective optimization problems without any convexity conditions. Finally, using the norm

given in the [2], we derive a kind of nonlinear scalarization problem for (ε, ε)-approximate quasi

efficient solutions of multiobjective optimization problems. Section 3 in this paper extends the

results in [1].
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