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Banach 空间中 m− d 增生映射零点的强弱收敛定理
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摘要: 本文研究了m− d 增生映射的零点以及有限个m− d 增生映射公共零点的迭代设计问

题. 利用 Lyapunov 泛函与广义 f 投影映射等技巧, 在 Banach 空间中, 证明了迭代序列强收敛或弱收

敛到m− d 增生映射的零点或有限个m− d 增生映射的公共零点. 与以往的相关研究工作相比, 迭代

设计中考虑了误差项、迭代格式被简化、限定条件被削弱.
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1 引言及预备知识

在 Bananch 空间中, 增生映射和 d 增生映射是两类不同的映射. 因为它们均与发展方程
密切相关, 所以对它们的研究吸引了数学家的目光. 在过去的 40 年左右的时间, 涌现出了大
量对m 增生映射零点的迭代设计的研究成果, 见文 [1–5], 等等. 然而, 对m− d 增生映射的

研究成果却少而又少. 2000 年, Alber 和 Reich (见文 [6]) 在实一致光滑、一致凸 Banach 空
间中, 设计了以下迭代格式:

xn+1 = xn − αnTxn, n ≥ 0, (1.1)

xn+1 = xn − αn
Txn

‖Txn‖ , n ≥ 0 (1.2)

和

xn+1 = P (xn − αn
Txn

‖Txn‖), n ≥ 0. (1.3)

他们证明了在一定条件下, 由 (1.1), (1.2) 和 (1.3) 式产生的迭代序列 {xn} 弱收敛到半连续、
一致有界 d 增生映射 T 的零点.

2006 年, 文 [7] 借鉴构造 m 增生映射零点的投影算法的思想, 在实一致光滑、一致凸
Banach 空间 E 中, 借助于 Lyapunov 泛函 ϕ : E × E → R+ 与广义投影映射 ΠC : E → C,
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针对m− d 增生映射 A ⊂ E × E, 设计了以下带误差项的迭代格式:




x1 ∈ D(A),
yn = J−1(αnJJrn

xn + (1− αn)Jen),
zn = J−1(βnJxn + (1− βn)Jyn),
Cn = {v ∈ D(A) : ϕ(v, zn) ≤ (αn + βn − αnβn)ϕ(v, xn)
+(1− αn)(1− βn)ϕ(v, en)},
Qn = {v ∈ D(A) : 〈xn − v, Jx1 − Jxn〉 ≥ 0},
xn+1 = ΠCn

⋂
Qn

x1, n ≥ 1,

(1.4)

其中 JA
rn

= (I+rnA)−1, {en}是误差项.在A是半连续映射、正规对偶算子 J 弱序列连续、JA
rn

为 ϕ 非扩展映射的前提下, 证明了由 (1.4) 式产生的迭代序列强收敛到 A 的零点. 而“JA
rn
为

ϕ 非扩展映射”是非常强的假设条件, 因为它要求“ϕ(p, JA
rn

x) ≤ ϕ(p, x), ∀p ∈ A−10”, 所以
很难举出既满足半连续条件又满足这个条件的m− d 增生映射的例子.
本文将做以下两方面的工作: (1) 简化迭代算法 (1.4) 式并削弱文 [7] 的限定条件, 提出

一种新的单调投影迭代算法; (2) 借鉴极大单调算子零点的近似邻近点算法, 提出m− d 增生

映射零点的近似邻近点迭代算法. 具体讲: 本文第二节, 将在实一致光滑、一致凸 Banach 空
间 E 中, 首先设计以下关于m− d 增生映射 A ⊂ E∗ × E∗ 的带误差项的单调投影迭代算法





x0 ∈ E, r0 > 0,

yn = QAJ
rn

xn, n ≥ 0,

Jun = βnJyn + (1− βn)Jen, n ≥ 0,

Jzn = αnJxn + (1− αn)Jun, n ≥ 0,

C0 = E,

Cn+1 = {v ∈ Cn : G(v, Jzn) ≤ (αn + βn − αnβn)G(v, Jxn)
+(1− αn)(1− βn)G(v, Jen)}, n ≥ 0,

xn+1 = Πf
Cn+1

x0, n ≥ 0.

(1.5)

继而把 (1.5) 式推广为有限个m− d 增生映射 {Ai}m
i=1 ⊂ E∗ × E∗ 的公共零点的迭代构造





x0 ∈ E, r0,i > 0, i = 1, 2, · · · ,m,

yn,i = QAiJ
rn,i

xn, n ≥ 0, i = 1, 2, · · · ,m,

Jun,i = βn,iJyn,i + (1− βn,i)Jen, n ≥ 0, i = 1, 2, · · · ,m,

Jzn,i = αn,iJxn + (1− αn,i)Jun,i, n ≥ 0, i = 1, 2, · · · ,m,

C0,i = E, i = 1, 2, · · · ,m,

C0 =
m⋂

i=1

C0,i,

Cn+1,i = {v ∈ Cn : G(v, Jzn,i) ≤ (αn,i + βn,i − αn,iβn,i)G(v, Jxn)
+(1− αn,i)(1− βn,i)G(v, Jen)}, i = 1, 2, · · · ,m, n ≥ 0,

Cn+1 =
m⋂

i=1

Cn+1,i, n ≥ 0,

xn+1 = Πf
Cn+1

x0, n ≥ 0.

(1.6)

并证明 (1.5) 和 (1.6) 式产生的迭代序列的强收敛定理.
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第三节, 将在实一致光滑、一致凸 Banach 空间 E 中, 首先设计以下关于 m − d 增生映

射 A ⊂ E∗ × E∗ 的带误差项的近似邻近点迭代算法




x0 ∈ E, r0 > 0,

yn = QAJ
rn

xn, n ≥ 0,

Jun = βnJyn + (1− βn)Jen, n ≥ 0,

xn+1 = J−1[(1− αn)Jxn + αnJun], n ≥ 0.

(1.7)

继而将之推广为有限个m− d 增生映射 {Ai}m
i=1 ⊂ E∗ × E∗ 的公共零点的迭代构造





x0 ∈ E, r0,i > 0, i = 1, 2, · · · ,m,

yn,i = QAiJ
rn,i

xn, n ≥ 0, i = 1, 2, · · · ,m,

Jun =
m∑

i=1

βn,iJyn,i + βn,m+1Jen, n ≥ 0,

xn+1 = J−1[(1− αn)Jxn + αnJun], n ≥ 0.

(1.8)

并证明 (1.7) 和 (1.8) 式产生的迭代序列的弱收敛定理.
为此, 需要以下预备知识.
设 E 为实 Banach 空间, E∗ 为其对偶空间. 正规对偶算子 J ⊂ E × E∗ 定义为

J(x) = {x∗ ∈ E∗ : 〈x, x∗〉 = ‖x‖2 = ‖x∗‖2},∀x ∈ E,

其中 〈·, ·〉 表示 E 与 E∗ 元素间的广义对偶对. 分别用“−→”或“⇀”表示空间 E 或 E∗ 中

序列的强、弱收敛.
引理 1.1 [8,9] 正规对偶算子 J 有如下性质:
(i) 若 E 为实自反、光滑 Banach 空间, 则 J : E → E∗ 为单值映射;
(ii) 若 E 为实自反 Banach 空间, 则 J : E → E∗ 为满射;
(iii) 若 E 为实一致光滑、一致凸 Banach 空间, 则 J−1 : E∗ → E 也是正规对偶算子. 而

且 J 和 J−1 分别在 E 和 E∗ 的任一有界子集上一致连续.
称映射 A ⊂ E×E 为增生映射: 若 〈v1− v2, J(u1−u2)〉 ≥ 0, ∀ui ∈ D(A),∀vi ∈ Aui, i =

1, 2. 称 A ⊂ E × E 为 d 增生映射: 若 〈v1 − v2, J(u1) − J(u2)〉 ≥ 0, ∀ui ∈ D(A),∀vi ∈
Aui, i = 1, 2. 增生映射 A 称为 m - 增生的: 若 R(I + λA) = E, ∀λ > 0. 称 d 增生映射 A

为 m − d 增生的: 若 R(I + λA) = E, ∀λ > 0. 称多值算子 A ⊂ E × E∗ 为单调算子: 若
∀xi ∈ D(A), yi ∈ Axi, i = 1, 2, 均有 〈x1 − x2, y1 − y2〉 ≥ 0. 称单调算子 A 为极大单调的: 若
∀r > 0, R(J + rA) = E∗. 显然在 Hilbert 空间中, m− d 增生映射、m 增生映射和极大单调

算子是一致的. 用 A−10 表示非线性映射 A 的零点集, 即 A−10 := {x ∈ D(A) : Ax = 0}. 用
F (A) 表示非线性映射 A 的不动点集, 即 F (A) = {x ∈ D(A) : Ax = x}.
定义 1.1 [10] 设 E 为实光滑 Banach 空间，定义 Lyapunov 泛函 ϕ : E × E → R+ 如下:

ϕ(x, y) = ‖x‖2 − 2〈x, Jy〉+ ‖y‖2, ∀x, y ∈ E.

由此易知 ∀x, y ∈ E,

(‖x‖ − ‖y‖)2 ≤ ϕ(x, y) ≤ (‖x‖+ ‖y‖)2. (1.9)
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引理 1.2 [9] 设 E 为实光滑、一致凸 Banach 空间, A ⊂ E × E∗ 为极大单调算子, 则
A−10 是 E 中的闭凸子集; A 的图像 G(A) 是次闭的, 即 ∀{xn} ⊂ D(A), xn ⇀ x (n → ∞),
∀yn ∈ Axn , yn → y (n →∞)⇒ x ∈ D(A) 且 y ∈ Ax.

定义 1.2 [11] 设E 为实光滑、一致凸Banach空间, A ⊂ E×E∗ 为极大单调算子. ∀r > 0,

定义算子 QA
r : E → E 为 QA

r x = (J + rA)−1Jx, 并称之为 A 的相对预解式.
引理 1.3 [12] 设 E 为实自反、严格凸、光滑 Banach 空间, C 为 E 中的非空闭凸子集,

则 ∀x ∈ E, 存在唯一的 x0 ∈ C, 满足 ϕ(x0, x) = inf{ϕ(z, x) : z ∈ C}. 此时, ∀x ∈ E, 定义

ΠC : E → C 为 ΠCx = x0, 并称 ΠC 为从 E 到 C 上的广义投影算子.
引理 1.4 [12] 设 E 为实光滑、一致凸 Banach 空间, {xn} 和 {yn} 为 E 中两个序列, 若

其中之一有界且 ϕ(xn, yn) → 0, n →∞, 则 xn − yn → 0, n →∞.
引理 1.5 [12] 设 E 为实自反、严格凸、光滑 Banach 空间, A ⊂ E × E 为极大单调算子

且 A−10 6= ∅, 则 ∀x ∈ E, y ∈ A−10 及 r > 0, 有 ϕ(y, QA
r x) + ϕ(QA

r x, x) ≤ ϕ(y, x).
引理 1.6 [12] 设 E 为实光滑 Banach 空间, C 为 E 的非空闭凸子集, x ∈ E, x0 ∈ C, 则

ϕ(x0, x) = inf{ϕ(z, x) : z ∈ C} 当且仅当 〈z − x0, Jx0 − Jx〉 ≥ 0,∀z ∈ C.

定义 1.3 设 E 为实光滑 Banach 空间,C 为 E 中非空闭凸子集, 定义函数G : C ×E∗ →
(−∞,+∞] 如下:

G(x, y) = ‖x‖2 − 2〈x, y〉+ ‖y‖2 + 2ρf(x), ∀x ∈ C, y ∈ E∗,

其中 ρ 为正常数, f : C → (−∞,+∞] 为正则、凸、下半连续函数. 易知当 C = E 且

f(x) = 0, ∀x ∈ C 时, G(x, Jy) = ϕ(x, y), ∀x, y ∈ C.

定义 1.4 [13] 设 E 为实光滑 Banach 空间, C 为 E 中非空闭凸子集, 称 Πf
C : E → 2C 为

广义 f 投影映射, 若

Πf
C(y) = {z ∈ C : G(z, Jy) ≤ G(x, Jy), ∀x ∈ C}, ∀y ∈ E.

引理 1.7 [13] 设 E 为实自反、光滑 Banach 空间, C 为 E 中的非空闭凸子集, 则 ∀x ∈ E,

∀y ∈ C, 有

ϕ(y, Πf
Cx) + G(Πf

Cx, Jx) ≤ G(y, Jx).

引理 1.8 [14] 令 {an} 和 {bn} 为两个非负实数列且 an+1 ≤ an + bn, ∀n ≥ 0. 若
∞∑

n=0

bn <

+∞, 则 lim
n→∞

an 存在.

引理 1.9 [12] 设 E 为实自反、光滑、严格凸 Banach 空间, C 为 E 中非空闭凸子集, 则
∀x ∈ E, ∀y ∈ C,

ϕ(y, ΠCx) + ϕ(ΠCx, x) ≤ ϕ(y, x).

2 强收敛定理

引理 2.1 假设 E 为实一致光滑、一致凸 Banach 空间, A ⊂ E∗×E∗ 为m− d 增生映射,
J : E → E∗ 为正规对偶算子, 则 AJ ⊂ E × E∗ 极大单调.
证 由引理 1.1知 J−1 : E∗ → E 为正规对偶算子. 因A是m−d增生映射,故 ∀x, y ∈ E,

〈x− y, AJx−AJy〉 = 〈A(Jx)−A(Jy), J−1(Jx)− J−1(Jy)〉 ≥ 0,
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从而 AJ 单调.
又因 R(I + λA) = E∗, λ > 0, 其中 I 为 E∗ 上的恒等映射, 故 ∀y∗ ∈ E∗, 存在 x∗ ∈ E∗

使得 x∗+λAx∗ = y∗, λ > 0.应用引理 1.1 (ii), 存在 x ∈ E 使得 Jx = x∗.因此 Jx+λAJx =
y∗, λ > 0. 于是 R(J + λAJ) = E∗. 至此证明了 AJ 极大单调. 证毕.
引理 2.2 假设 E 为实一致光滑、一致凸 Banach 空间, A ⊂ E∗ × E∗ 为 m − d 增

生映射且 A−10 6= ∅. {en} ⊂ E, {αn}, {βn} ⊂ (0, 1), {rn} ⊂ (0,+∞), G 同于定义 1.3, 则
∅ 6= (AJ)−10 ⊂ Cn, ∀n ≥ 0. 而且由投影算法 (1.5) 产生的迭代序列 {xn} 是有意义的.
证 因 A−10 6= ∅, 故存在 x∗ ∈ E∗ 使得 Ax∗ = 0. 由引理 1.1 知 J 为满射, 故存在 x ∈ E

使 Jx = x∗. 于是 AJx = 0, 即 x ∈ (AJ)−10. 从而 (AJ)−10 6= ∅.
因

G(v, Jzn) ≤ (αn + βn − αnβn)G(v, Jxn) + (1− αn)(1− βn)G(v, Jen)

⇔ ‖zn‖2 − (αn + βn − αnβn)‖xn‖2 − (1− αn)(1− βn)‖en‖2

≤ 2〈v, Jzn − (αn + βn − αnβn)Jxn − (1− αn)(1− βn)Jen〉,

故 Cn 为 E 的闭凸子集, ∀n ≥ 0.

令 p ∈ (AJ)−10. 由引理 1.5 和引理 2.1 有 ϕ(p, y0) ≤ ϕ(p, x0), 从而

G(p, Jz0) ≤ α0G(p, Jx0) + (1− α0)G(p, Ju0)

≤ (α0 + β0 − α0β0)G(p, Jx0) + (1− α0)(1− β0)G(p, Je0),

因此 p ∈ C1. 于是 x1 = Πf
C1

(x0) 有意义.
假设 p ∈ Cn 且 xn (n ≥ 1) 有意义, 则引理 1.5 蕴含

G(p, Jzn) ≤ αnG(p, Jxn) + (1− αn)[βnG(p, Jyn) + (1− βn)G(p, Jen)]

≤ (αn + βn − αnβn)G(p, Jxn) + (1− αn)(1− βn)G(p, Jen),

因此 p ∈ Cn+1. 于是归纳可知 xn+1 = Πf
Cn+1

x0 有意义且 (AJ)−10 ⊂ Cn, ∀n ≥ 0. 证毕.
类似于引理 2.2 可证:
引理 2.3 假设 E 为实一致光滑、一致凸 Banach 空间, Ai ⊂ E∗ ×E∗, i = 1, 2, · · · ,m 为

m−d增生映射且D :=
m⋂

i=1

A−1
i 0 6= ∅. {en}和G同于引理 2.2, {αn,i}, {βn,i} ⊂ (0, 1), {rn,i} ⊂

(0,+∞), i = 1, 2, · · · ,m.则由投影算法 (1.6)产生的迭代序列 {xn}是有意义的,且 ∅ 6= D1 :=
m⋂

i=1

(AiJ)−10 ⊂ Cn, ∀n ≥ 0.

定理 2.1 在引理 2.2 的假设条件下, 进一步假设正规对偶算子 J ⊂ E × E∗ 弱序列连续,

inf
n≥0

rn > 0, lim inf
n→∞

αn > 0, lim
n→∞

βn = 1,

且存在正常数 M 使得 ‖en‖ ≤ M, 则由 (1.5) 式产生的迭代序列 {xn} 满足 xn →
Πf

(AJ)−10x0, n →∞.

证 由引理 1.2和 2.1知 (AJ)−10为闭凸子集, 从而Πf
(AJ)−10 有定义.以下证明分为 4步:

第一步 证 {xn} 有界.
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事实上, ∀p ∈ (AJ)−10 ⊂ Cn, n ≥ 0, 由引理 1.7 知

ϕ(p, xn) + G(xn, Jx0) ≤ G(p, Jx0).

于是 {xn} 和 G(xn, Jx0) 均有界. 从而由迭代格式 (1.5) 知 {yn}, {un} 和 {zn} 均有界.
第二步 证 ω(xn) ⊂ (AJ)−10, 其中 ω(xn) 表示 {xn} 的所有弱收敛子列的弱极限点的全

体.
因为 xn+1 ∈ Cn+1 ⊂ Cn,所以由引理 1.7知 ϕ(xn+1, xn)+G(xn, Jx0) ≤ G(xn+1, Jx0).又

因 {xn}有界,故G(xn, Jx0)单调增且有上界,从而 lim
n→∞

G(xn, Jx0)存在. 于是ϕ(xn+1, xn) →
0, n →∞. 由引理 1.4, xn+1 − xn → 0, n →∞.

因 xn+1 ∈ Cn+1, 故

G(xn+1, Jzn) ≤ (αn + βn − αnβn)G(xn+1, Jxn) + (1− αn)(1− βn)G(xn+1, Jen).

从而

ϕ(xn+1, zn) ≤ (αn + βn − αnβn)ϕ(xn+1, xn) + (1− αn)(1− βn)ϕ(xn+1, en).

于是 ϕ(xn+1, zn) → 0, n →∞, 故引理 1.4 蕴含 xn+1 − zn → 0, n →∞.

因 J 和 J−1 均在有界集上一致连续,故由 Jzn = αnJxn+(1−αn)Jun 及 lim inf
n→∞

αn > 0

知 Jun − Jxn → 0, 再由 Jun = βnJyn + (1 − βn)Jen 知 Jyn − Jun → 0, n → ∞. 进而

Jyn − Jxn → 0, n →∞. 故 yn − xn → 0, n →∞.

由第一步知 ω(xn) 6= ∅. 于是 ∀q ∈ ω(xn), 存在 {xn} 的子列, 不妨仍记为 {xn} 使得
xn ⇀ q, 当 n → ∞. 从而 yn ⇀ q, 当 n → ∞. 由 yn 的定义又知 Jyn + rnAJyn = Jxn, 故
AJyn → 0, n →∞. 由 (AJ)−10 是次闭的可知 q ∈ (AJ)−10.

第三步 证 {xn} 为 Cauchy 列.
∀m ∈ N, 由引理 1.7 知

ϕ(xn+m, xn) ≤ G(xn+m, Jx0)−G(xn, Jx0). (2.1)

(反证法) 若 {xn} 不是 Cauchy 列, 则存在 ε0 > 0 及 {n} 的两个子列 {nk} 和 {mk} 使
得 ‖xnk+mk

− xnk
‖ ≥ ε0, ∀k ≥ 1.

于是 (2.1) 式和 lim
n→∞

G(xn, Jx0) 存在蕴含: 当 k →∞ 时,

ϕ(xnk+mk
, xnk

) ≤ G(xnk+mk
, Jx0)−G(xnk

, Jx0)

= G(xnk+mk
, Jx0)− lim

k→∞
G(xnk+mk

, Jx0)

+ lim
k→∞

G(xnk
, Jx0)−G(xnk

, Jx0) → 0.

由引理 1.4 可知 lim
k→∞

‖xnk+mk
− xnk

‖ = 0, 产生矛盾! 因此 {xn} 是 Cauchy 列.

第四步 xn → q 且 q = Πf
(AJ)−10x0, 当 n →∞.

因 {xn} 是 Cauchy 列, 故由第二步知存在 q ∈ E 使得 xn → q ∈ (AJ)−10, 当 n →∞.

下证 q = Πf
(AJ)−10x0.
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因 Cj ⊂ Ci, ∀j ≥ i ≥ 0, 故多次应用引理 1.7, 有

G(Πf
C1

(x0), Jx0) ≤ G(Πf
C2

(x0), Jx0) ≤ · · · ≤ G(Πf
Cn

(x0), Jx0) ≤ G(Πf
∞⋂

n=1
Cn

(x0), Jx0).

因此由 (AJ)−10 ⊂
∞⋂

n=1

Cn 可知

G(q, Jx0) = lim
n→∞

G(xn, Jx0)

= lim
n→∞

G(Πf
Cn

(x0), Jx0)

≤ G(Πf
∞⋂

n=1
Cn

(x0), Jx0) = min
x∈

∞⋂
n=1

Cn

G(x, Jx0)

≤ min
x∈

∞⋂
n=1

Cn

⋂
(AJ)−10

G(x, Jx0)

= G(Πf
∞⋂

n=1
Cn

⋂
(AJ)−10

x0, Jx0) = G(Πf
(AJ)−10x0, Jx0).

因 q ∈ (AJ)−10, 故 q = Πf
(AJ)−10x0. 即

xn → q = Πf
(AJ)−10x0, n →∞.

从而

Jxn → Jq ∈ A−10, n →∞.

证毕.
模拟定理 2.1 的证明过程, 有
定理 2.2 在引理 2.3 的假设条件下, 进一步假设正规对偶算子 J ⊂ E × E∗ 弱序列连续,

inf
n≥0

rn,i > 0, lim inf
n→∞

αn,i > 0, lim
n→∞

βn,i = 1, i = 1, 2, · · · ,m,

且存在正常数M 使得 ‖en‖ ≤ M,则由 (1.6)式构造的迭代序列 {xn}满足xn → ΠD1(x0), n →
∞, 其中 D1 :=

m⋂
i=1

(AiJ)−10.

推论 2.1 若 f ≡ 0, 则 G(x, Jy) ≡ ϕ(x, y),∀x, y ∈ E, Πf
A−10 = ΠA−10. 从而单调投影算

法 (1.5) 变成




x0 ∈ E, r0 > 0,

Jun = βnJQAJ
rn

xn + (1− βn)Jen, n ≥ 0,

Jzn = αnJxn + (1− αn)Jun, n ≥ 0,

C0 = E,

Cn+1 = {v ∈ Cn : ϕ(v, zn) ≤ (αn + βn − αnβn)ϕ(v, xn)
+(1− αn)(1− βn)ϕ(v, en)}, n ≥ 0,

xn+1 = ΠCn+1x0, n ≥ 0.

(2.2)

在定理 2.1 的假设条件下, xn → Π(AJ)−10x0, 当 n → +∞.
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推论 2.2 若 f ≡ 0, 则单调投影算法 (1.6) 变成




x0 ∈ E, r0,i > 0, i = 1, 2, · · · ,m,

yn,i = QAiJ
rn,i

xn, n ≥ 0, i = 1, 2, · · · ,m,

Jun,i = βn,iJyn,i + (1− βn,i)Jen, n ≥ 0, i = 1, 2, · · · ,m,

Jzn,i = αn,iJxn + (1− αn,i)Jun,i, n ≥ 0, i = 1, 2, · · · ,m,

C0,i = E, i = 1, 2, · · · ,m,

C0 =
m⋂

i=1

C0,i,

Cn+1,i = {v ∈ Cn : ϕ(v, zn,i) ≤ (αn,i + βn,i − αn,iβn,i)ϕ(v, xn)
+(1− αn,i)(1− βn,i)ϕ(v, en)}, i = 1, 2, · · · ,m, n ≥ 0,

Cn+1 =
m⋂

i=1

Cn+1,i, n ≥ 0,

xn+1 = ΠCn+1x0, n ≥ 0.

(2.3)

在定理 2.2 的假设条件下, xn → ΠD1x0, 当 n → +∞.

注 2.1 在迭代算法 (1.5) 中, Cn+1 ⊂ Cn, ∀n ≥ 0, 所以被称为单调投影迭代算法. 与
(1.4) 式相比, 投影集 Qn 被去掉, 投影集 Cn 愈来愈小, 迭代的计算量也会愈来愈小.
注 2.2 因为在 Hilbert 空间中 m − d 增生映射就是 m 增生映射, 所以当 E 退化成

Hilbert 空间后, (1.5) 和 (1.6) 式就分别演变成单个或有限个m 增生映射零点的迭代算法.

3 弱收敛定理

定理 3.1 假设 E 为实一致光滑、一致凸 Banach 空间, A ⊂ E∗ × E∗ 是 m − d 增生映

射且 A−10 6= ∅. {en} ⊂ E, {rn} ⊂ (0,+∞), {αn}, {βn} ⊂ (0, 1]. 进一步假设正规对偶算子
J ⊂ E × E∗ 是弱序列连续的,

inf
n≥0

rn > 0,

∞∑
n=0

αn(1− βn) < +∞

且存在正常数M 使得 ‖en‖ ≤ M. 则由 (1.7) 式产生的迭代序列 {xn} 满足

xn ⇀ Π(AJ)−10x0, n →∞.

证

第一步 证 {xn} 有界. ∀p ∈ (AJ)−10, 由引理 1.5 有

ϕ(p, xn+1) ≤ (1− αn)ϕ(p, xn) + αnϕ(p, un)

≤ (1− αn)ϕ(p, xn) + αn[βnϕ(p, yn) + (1− βn)ϕ(p, en)]

≤ [1− αn(1− βn)]ϕ(p, xn) + αn(1− βn)ϕ(p, en). (3.1)

由引理 1.8, lim
n→∞

ϕ(p, xn) 存在, 从而 {xn} 有界.

第二步 证 ω(xn) ⊂ (AJ)−10, 其中 ω(xn) 为 {xn} 的所有弱收敛子列的弱极限点的全体.
因 {xn} 有界, 故 ω(xn) 6= ∅. 从而存在 {xn} 的子列, 不妨仍记作 {xn} 满足 xn ⇀ x, n →

∞.
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∀p ∈ (AJ)−10, 再次应用引理 1.5, 有

ϕ(p, xn+1) ≤ (1− αn)ϕ(p, xn) + αnβn[ϕ(p, xn)− ϕ(QAJ
rn

xn, xn)] + αn(1− βn)ϕ(p, en)

≤ [1− αn(1− βn)]ϕ(p, xn)− αnβnϕ(QAJ
rn

xn, xn) + αn(1− βn)ϕ(p, en).

于是由 lim
n→∞

ϕ(p, xn) 存在, {xn} 有界及已知条件, 利用引理 1.4, QAJ
rn

xn − xn → 0, 从而

QAJ
rn

xn ⇀ x, n →∞. 因 yn = QAJ
rn

xn, 由引理 1.1 (iii), AJyn = Jxn−Jyn

rn
, n →∞. 因 G(AJ)

次闭, 故 x ∈ (AJ)−10.

第三步 存在唯一的 v0 ∈ (AJ)−10 满足

lim
n→∞

ϕ(v0, xn) = min
y∈D

lim
n→∞

ϕ(y, xn).

事实上, 令 h(y) = lim
n→∞

ϕ(y, xn), ∀y ∈ (AJ)−10. 则 h : (AJ)−10 → R+ 为正则、凸、下

半连续函数且 h(y) → +∞, 当 ‖y‖ → +∞. 因此存在 v0 ∈ (AJ)−10 使得 h(v0) = min
y∈D

h(y).

因 h 严格凸, 故 v0 唯一.
第四步 lim

n→∞
ϕ(Π(AJ)−10xn, xn) 存在.

由 Π(AJ)−10 的定义知 ϕ(Π(AJ)−10xn+1, xn+1) ≤ ϕ(Π(AJ)−10xn, xn+1).
再利用 (3.1) 式, 有

ϕ(Π(AJ)−10xn, xn+1) ≤ [1− αn(1− βn)]ϕ(Π(AJ)−10xn, xn) + αn(1− βn)ϕ(Π(AJ)−10xn, en).

因此

ϕ(Π(AJ)−10xn+1, xn+1) ≤ ϕ(Π(AJ)−10xn, xn) + αn(1− βn)ϕ(Π(AJ)−10xn, en).

对第三步中的 v0, 应用引理 1.9 有

ϕ(v0,Π(AJ)−10xn) ≤ ϕ(v0, xn)− ϕ(Π(AJ)−10xn, xn) ≤ ϕ(v0, xn). (3.2)

从而由 (3.2) 式及 {xn} 有界知 {Π(AJ)−10xn} 有界. 于是引理 1.8 蕴含

lim
n→∞

ϕ(Π(AJ)−10xn, xn)

存在.
第五步 lim

n→∞
Π(AJ)−10xn = v0, 其中 v0 同于第三步.

对 (3.2) 式两边取极限, 有

lim sup
n→∞

ϕ(v0,Π(AJ)−10xn) ≤ lim
n→∞

ϕ(v0, xn)− lim
n→∞

ϕ(Π(AJ)−10xn, xn)

= h(v0)− lim
n→∞

ϕ(Π(AJ)−10xn, xn) ≤ 0.

引理 1.4 蕴含 Π(AJ)−10xn → v0, 当 n →∞.

第六步 xn ⇀ v0, 其中 v0 同于第三步和第五步.
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由引理 1.6,

∀y ∈ (AJ)−10, 〈Π(AJ)−10xn − y, JΠ(AJ)−10xn − Jxn〉 ≤ 0. (3.3)

利用第五步及引理 1.1 (iii) 知 JΠ(AJ)−10xn → Jv0, 当 n →∞.

因 {xn} 有界, 故存在 {xn} 的子列 {xnj
} 满足 xnj

⇀ x0, 当 j → ∞. 由第二步 x0 ∈
(AJ)−10. 由假设“J 是弱序列连续的”有 Jxnj

⇀ Jx0, 当 j → ∞. 把 (3.3) 式中的 {xn} 换
成 {xnj

} 后取极限, 有

∀y ∈ (AJ)−10, 〈v0 − y, Jv0 − Jx0〉 ≤ 0. (3.4)

在 (3.4) 式中令 y = x0, 有 〈v0 − x0, Jv0 − Jx0〉 ≤ 0. 因 J 严格单调, 故 x0 = v0.

假设存在 {xn} 的另一子列 {xnl
} 满足 xnl

⇀ x1, 当 l → ∞. 则 x1 ∈ (AJ)−10 且
Jxnl

⇀ Jx1, 当 l → +∞. 重复以上过程 x1 = v0. 因此 {xn} 的所有弱收敛子列收敛到同一元
v0. 所以 xn ⇀ v0, 当 n →∞. 从而 Jxn ⇀ Jv0 ∈ A−10, 当 n →∞. 证毕.
定理 3.2 假设 E 为实一致光滑、一致凸 Banach 空间, Ai ⊂ E∗ × E∗ (i = 1, 2, · · · ,m)

是 m − d 增生映射且 D :=
m⋂

i=1

A−1
i 0 6= ∅. 正规对偶算子 J ⊂ E × E∗ 弱序列连续, {en} ⊂

E, {rn,i} ⊂ (0,+∞), {αn,i}, {βn,j} ⊂ (0, 1], i = 1, 2, · · · ,m; j = 1, 2, · · · ,m+1.若
m+1∑
j=1

βn,j =

1, infn≥0 rn,i > 0,
∞∑

n=0

αn,i(1−βn,i) < +∞ (i = 1, 2, · · · ,m)且存在正常数M 使得 ‖en‖ ≤ M,

则由 (1.8) 式产生的迭代序列 {xn} 满足 xn ⇀ ΠD1(x0), n →∞, 其中 D1 =
m⋂

i=1

(AiJ)−10. 即

Jxn ⇀ JΠD1(x0), n →∞.

注 3.1 当 E 蜕化成 Hilbert 空间, J ≡ I 且m− d 增生映射即为m 增生映射. (1.7) 和
(1.8) 式便成为m 增生映射零点的迭代格式.
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STRONG AND WEAK CONVERGENCE THEOREMS FOR ZEROS

OF m− d-ACCRETIVE MAPPINGS IN BANACH SPACES
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Abstract: The problems of iterative designs of zero point of m − d accretive mappings

and common zero points of finitely many m− d accretive mappings are studied in this paper. By

using the techniques of Lyapunov functional and generalized f -projection mapping, the results

that the iterative sequences converge strongly or weakly to zero pint of m− d accretive mappings

or common zero point of finitely many m − d accretive mappings in Banach spaces are proved.

Compared to the existing work, the errors are considered in the iterative designs, the iterative

schemes are simplified and the restrictions are weaken.

Keywords: Lyapunov functional; generalized f -projection mapping; m − d accretive

mapping; zero point
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