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摘要: 本文研究了在控制理论和随机滤波等领域中遇到的一类含高次逆幂的矩阵方程的等价矩

阵方程对称解的数值计算问题．采用牛顿算法求等价矩阵方程的对称解, 并采用修正共轭梯度法求由

牛顿算法每一步迭代计算导出的线性矩阵方程的对称解或者对称最小二乘解, 建立了求这类矩阵方程

对称解的双迭代算法, 数值算例验证了双迭代算法是有效的．
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1 引言

在控制理论、随机滤波和超分辨率图像恢复等领域, 会遇到形如

X + E1X
−1F1 + E2X

−2F2 + E3X
−3F3 = G (1)

的含有未知矩阵逆幂的非线性矩阵方程 [1−6], 其中 Ei, Fi, G, X ∈ Rn×n(实矩阵集合). 针对
方程 (1) 的特例 X + FT

1 X−1F1 = G, 陈小山等 [1] 给出了方程存在唯一对称正定解的充分条

件, 以及对称正定解和最大解的存在区间, 并利用微分方法给出了最大解的一阶扰动界; 针对
方程 (1) 的特例X + FT

2 X−2F2 = I, Zhao 等 [2] 研究了 F2 可逆时, 方程存在对称正定解的充
要条件; Peng 等 [3] 给出了当 α ≥ 1 时求方程 X + ATX−αA = Q 的最小对称正定解的不动

点迭代算法, 并讨论了算法的收敛性问题; 李静等 [4,5] 给出了方程X −ATX−kA = Q (k ≥ 1)
存在对称正定解的充分条件和解的性质, 并建立了两种迭代算法; Ran 等 [6] 研究了一般非线

性矩阵方程 X + ATf(X)A = Q 存在唯一半正定解的充分条件, 并给出了半正定解的扰动分
析. 将方程 (1) 中的 X−1 替换为 X 可得

X−1 + E1XF1 + E2X
2F2 + E3X

3F3 = G. (2)

本文建立求方程 (2) 的对称解的双迭代算法.
首先运用牛顿算法求方程 (2) 的对称解, 然后采用修正共轭梯度法 (MCG 算法) 求由牛

顿算法每一步迭代计算导出的线性矩阵方程 (LME) 的对称解或者对称最小二乘解 (Ls 解),
建立求方程 (2) 的对称解的双迭代算法. 通常的牛顿算法要求每一步的 LME 总有唯一对称
解, 因此需要对方程 (2) 的系数矩阵和常数项矩阵附加较强的限定, 否则算法就会中断. 文中
采用的MCG 算法不同于通常的共轭梯度法, 它不要求涉及的线性代数方程组的系数矩阵和
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常数项矩阵对称正定、可逆或者列满秩, 因此总是可行的. 文中建立的双迭代算法仅要求方
程 (2) 有对称解, 不要求它的对称解唯一, 也不对它的系数矩阵和常数项矩阵做附加限定.

2 求方程 (2) 的对称解的牛顿算法

用 SRn×n 表示 n 阶实对称矩阵集合, 引入以下矩阵函数:

ψ(X) = X−1 + E1XF1 + E2X
2F2 + E3X

3F3 −G,

φX(Y ) = E1Y F1 + E2(XY + Y X)F2 + E3(XY X + X2Y + Y X2)F3 −X−1Y X−1,

γX(Y ) =
+∞∑
k=2

(−X−1Y )k
X−1 + E2Y

2F2 + E3(XY 2 + Y 2X + Y XY + Y 3)F3.

当 X−1Y 的谱半径小于 1 时 (Y 的范数较小时能够满足), 可以导出

ψ(X + Y ) = ψ(X) + φX(Y ) + γX(Y ), (3)

这里 φX(Y ) 是 ψ(X) 在“点”X 沿着“方向”Y 的 Fréchet 导数.
引理 设 X ∈ SRn×n 是方程 (2) 的近似解, 那么, 求方程 (2) 的对称解等价于求校正值

Y ∈ SRn×n 使得 ψ(X + Y ) = O, 并可以线性化为求 Y ∈ SRn×n 使得 φX(Y ) = −ψ(X).
证 设 X∗ ∈ SRn×n 是方程 (2) 的精确解, 已知 X ∈ SRn×n 是方程 (2) 的近似解,

令 X∗ = X + Y , 那么, 求方程 (2) 的解 X∗ ∈ SRn×n 等价于求校正值 Y ∈ SRn×n 使得

ψ(X + Y ) = O. 这是关于 Y 的非线性矩阵方程, 根据牛顿算法的基本原理, 当 Y 的范

数较小时, 舍去式 (3) 右端关于 Y 的高次项 γX(Y ), 即用线性部分近似可得 ψ(X + Y ) ≈
ψ(X) + φX(Y ). 于是, 求方程 (2) 的解 X∗ ∈ SRn×n, 可近似的转化为求关于 Y 的线性矩阵

方程 φX(Y ) = −ψ(X) 的对称解.
上述引理中, φX(Y ) = −ψ(X) 的解 Y ∈ SRn×n 一般不是 ψ(X + Y ) = O 的精确解, 从

而由X∗ = X + Y 确定的X∗ ∈ SRn×n 也不是 ψ(X) = O 的精确解, 但是可以看作一个近似
解. 借鉴文献 [7], 通过修改某些矩阵的类型, 建立求方程 (2) 的对称解的牛顿算法如下.
第 1 步: 给定初始矩阵 X(1) ∈ SRn×n, 置 k := 1.
第 2 步: 如果 ψ(X(k)) = O, 停止; 否则, 求 Y (k) ∈ SRn×n, 使得

φX(k)(Y (k)) = −ψ(X(k)). (4)

第 3 步: 计算 X(k+1) = X(k) + Y (k), 置 k := k + 1, 转第 2 步.
需要指出: 对于牛顿算法中的某个 k, 当 LME(4) 没有对称解 Y 时, 可用它的对称 Ls 解

来代替, 这也是本文研究的双迭代算法的一个特点. 对于牛顿算法有如下的收敛性结论 [7]:
假设X∗ 是方程 (2) 的单根, 且初始矩阵X(1) 充分接近于X∗, 那么由牛顿算法确定的矩阵序
列 {X(k)} 收敛于 X∗.

3 求 LME(4) 的对称解与对称 Ls 解的MCG 算法

用 A⊗B 表示矩阵 A 与 B 的Kronecker 积, vec(A) 表示将矩阵 A 按行拉直构成的列向

量, ‖A‖ 表示矩阵 A 的 Frobenius 范数. 下面建立求 LME(4) 的对称解与对称 Ls 解的MCG
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算法. 考虑 LME(4) 的一般形式
7∑

i=1

AiY Bi = F, (5)

其中 Ai, Bi, F ∈ Rn×n. 研究以下两个问题:
问题Ⅰ 设 LME(5) 有对称解, 求 Y ∈ SRn×n, 使满足 LME(5).

问题Ⅱ 设 LME(5) 无对称解, 求 Y ∈ SRn×n, 使得 ‖
7∑

i=1

AiY Bi − F‖ = min.

3.1 求解问题Ⅰ的MCG 算法

借鉴文献 [8] 的算法原理, 通过修改有关矩阵的类型或者算法, 建立求解问题Ⅰ的MCG

算法. 引进记号: u(Y ) =
7∑

i=1

AiY Bi, w(R) =
7∑

i=1

AT
i RBT

i .

算法 1 (问题Ⅰ的MCG 算法)
第 1 步 任意给定初始矩阵 Y (1) ∈ SRn×n, 置 k := 1, 计算 Rk = F − u(Y (k)), R̃k =

w(Rk), Zk = 1
2
(R̃k + R̃T

k );
第 2 步 如果 Rk = O, 或者 Rk 6= O 而 Zk = O, 停止计算; 否则, 计算 Y (k+1) =

Y (k) + ‖Rk‖2
‖Zk‖2 Zk;

第 3 步 计算

Rk+1 = F − u(Y (k+1)), R̃k+1 = w(Rk+1), Zk+1 =
1
2
(R̃k+1 + R̃T

k+1) +
‖Rk+1‖2

‖Rk‖2
Zk;

第 4 步 置 k := k + 1, 转第 2 步.
可以验证, 算法 1 中的矩阵满足 Y (k) ∈ SRn×n, 且有如下的收敛定理 (证明过程类似文

献 [8]).
定理 1 设问题Ⅰ相容 (指 LME(5) 有对称解), 则对任意初始矩阵 Y (1) ∈ SRn×n, 算法

1 可在有限步计算后求得问题Ⅰ的一个解, 即 LME(5) 的一个对称解; 若取初始矩阵 Y (1) 满

足 Y (1) = 1
2
[w(H) + (w(H))T](任意 H ∈ Rn×n), 则算法 1 可在有限步计算后得到问题Ⅰ的

唯一极小范数解, 即 LME(5) 的唯一极小范数对称解; 问题Ⅰ不相容的充要条件是存在正整
数 k, 使得由算法 1 得到的 Rk 6= O 而 Zk = O.

3.2 求解问题Ⅱ的MCG 算法

根据定理 1, 在算法 1 中, 当 Rk 6= O 而 Zk = O 时, 算法 1 中断, 这表明 LME(5) 无
对称解. 因此, 需要求解问题Ⅱ, 即求 LME(5) 的对称 Ls 解. 下面通过构造约束正规矩阵
方程, 将求 LME(5) 的对称 Ls 解问题转化为求约束正规矩阵方程的对称解的问题. 然后
参照算法 1, 建立求 LME(5) 的对称 Ls 解的 MCG 算法. 引进记号 Q = w(F ) + (w(F ))T,

g(Y ) = w(u(Y )) + [w(u(Y T))]T.

定理 2 求解问题Ⅱ等价于求 LME(约束正规矩阵方程)

g(Y ) = Q (6)

的对称解, 并且 LME(6) 一定有对称解.
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证 求解问题Ⅱ等价于求 Y ∈ SRn×n, 使得

‖u(Y )− F‖2 + ‖u(Y T)− F‖2 = min. (7)

下面证明求解极小值问题 (7)等价于求LME(6)的对称解. 令M =




7∑
i=1

Ai ⊗BT
i

(
7∑

i=1

Ai ⊗BT
i )Tn,n


 ,

f = vec

(
F

F

)
, y = vec(Y ), 其中 Tm,n 表示满足 vec(AT

m×n) = Tm,nvec(A) 的 mn 阶置换

矩阵. 将线性矩阵方程组
u(Y ) = F, u(Y T) = F (8)

按行拉直可得线性代数方程组My = f , 求它的 Ls 解等价于求线性矩阵方程组 (8) 的 Ls 解,
即求极小值问题 (7) 的解. 方程组My = f 的正规方程组为MTMy = MTf , 还原为矩阵形
式就是 LME(6). 因为求方程组My = f 的 Ls 解, 就是求它的正规方程组MTMy = MTf

的解, 即求 LME(6) 的解, 所以求解问题Ⅱ等价于求 LME(6) 的对称解.
下面证明 LME(6) 有对称解. 因为正规方程组MTMy = MTf 有解, 所以 LME(6) 有

解. 设 Ỹ 是 LME(6) 的一个解 (未必是对称解), 那么 g(Ỹ ) = Q. 令 Ỹ ∗ = 1
2
(Ỹ + Ỹ T), 则

Ỹ ∗ ∈ SRn×n, 且有 g(Ỹ ∗) = Q, 故 LME(6) 有对称解.
参照算法 1 以及文献 [8–9] 的算法原理, 建立求 LME(6) 的对称解, 即求解问题Ⅱ的

MCG 算法如下.
算法 2 (问题Ⅱ的MCG 算法)
第 1步 任意给定初始矩阵 Y (1) ∈ SRn×n,置 k := 1,计算Rk = Q−g(Y (k)), R̃k = g(Rk),

Zk = R̃k;
第 2 步 如果 Rk = O, 停止计算; 否则, 计算 Y (k+1) = Y (k) + ‖Rk‖2

‖Zk‖2 Zk;

第 3 步 计算 Rk+1 = Q− g(Y (k+1)), R̃k+1 = g(Rk+1), Zk+1 = R̃k+1 + ‖Rk+1‖2
‖Rk‖2 Zk;

第 4 步 置 k := k + 1, 转第 2 步.
可以验证, 算法 2 中的矩阵满足 Y (k) ∈ SRn×n, 且有如下的收敛定理 (证明过程类似文

献 [9]).
定理 3 对任意的初始矩阵 Y (1) ∈ SRn×n, 算法 2 可在有限步计算后求得问题Ⅱ的一个

解, 即 LME(5) 的一个对称 Ls 解; 若取初始矩阵 Y (1) 满足 Y (1) = g(H) (任意 H ∈ SRn×n),
则算法 2 可在有限步计算后得到 LME(6) 的唯一极小范数对称解, 也就是 LME(5) 的唯一极
小范数对称 Ls 解.

4 数值算例

求方程 (2) 的对称解, 可采用以下两种计算方案.
方案一

第 1 步 给定初始矩阵 X(1) ∈ SRn×n, 置 k := 1;
第 2 步 如果 ψ(X(k)) = O, 停止; 否则, 采用算法 1 求 Y (k) ∈ SRn×n, 使满足 LME(4);

若算法 1 中断 (此时 LME(4) 没有对称解), 采用算法 2 求 Y (k) ∈ SRn×n, 使得

‖φX(k)(Y (k)) + ψ(X(k))‖ = min; (9)
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第 3 步 计算 X(k+1) = X(k) + Y (k), 置 k := k + 1, 转第 2 步.
方案二

第 1 步 给定初始矩阵 X(1) ∈ SRn×n, 置 k := 1;
第 2 步 如果 ψ(X(k)) = O, 停止; 否则, 采用算法 2 求 Y (k) ∈ SRn×n, 使满足式 (9). 当

LME(4) 有对称解时, 它的对称 Ls 解就是它的对称解;
第 3 步 计算 X(k+1) = X(k) + Y (k), 置 k := k + 1, 转第 2 步.
下面的方案一 (a) 是指算法 2 的初始矩阵取零矩阵, 方案一 (b) 是指算法 2 的初始矩阵

取算法 1 中断前得到的矩阵, 用 k12 表示方案一中算法 1 的中断次数, k0、k1 及 k2 分别表示

牛顿算法、算法 1 及算法 2 的总迭代次数, t 表示计算时间, n 表示未知矩阵的阶数. 算例使
用Matlab7.0 软件 -CPU3.00GHz 微机计算, 取牛顿算法的终止准则为 10−7, MCG 算法的终
止准则为 10−8, 没有特别约定时MCG 算法的初始矩阵为 Y (1) = O.
例 1 采用双迭代算法和 Li’s算法 (文献 [4]算法)求方程 (2)的特例X−1−FT

3 X3F3 = G

的对称解.
(1) 系数矩阵和常数项矩阵如下 (取自文献 [4]):

F3 =




0.1 0.2 −0.06 −0.16
−0.2 −0.3 0.16 0.33
0.1 0 0.02 0.1
0 0.1 0 0.03


 , G = I.

根据文献 [4], 取初始对称矩阵为 X(1) = 5
6
I, 迭代次数和计算时间见表 1.

表 1: 例 1 之 (1) 的计算结果对比

计算结果 k0 k1 k12 k2 t(s)
方案一 (a) 4 26 2 16 0.0790
方案一 (b) 4 26 2 5 0.0630
方案二 4 - - - - - - 34 0.0940

Li’s 算法 6 - - - - - - - - - 0.0160

由方案一和方案二求得方程 (2) 的对称解均为

X(5) =




0.9576 −0.0515 0.0234 0.0477
−0.0515 0.9070 0.0394 0.0876
0.0234 0.0394 0.9797 −0.0458
0.0477 0.0876 −0.0458 0.8934


 ,

由 Li’s 算法求得对应的方程 (1) 的对称解 X(7) 就是 (X(5))−1.

(2) 系数矩阵和常数项矩阵如下: F3 =




0.3 0.1 0.7
0.1 0.2 0.5
0.3 0.1 0.4


 , G = ones(3). 取初始对称

矩阵为 X(1) = 2
3
I, 迭代次数和计算时间见表 2.
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表 2: 例 1 之 (2) 的计算结果对比

计算结果 k0 k1 k12 k2 t(s)
方案一 (a) 7 48 0 0 0.0470
方案一 (b) 7 48 0 0 0.0460
方案二 7 - - - - - - 62 0.0780

Li’s 算法 失效

由方案一和方案二求得方程 (2) 的对称解均为 X(8) =




1.7668 −0.6312 −0.6261
−0.6312 1.9587 −0.6773
−0.6261 −0.6773 1.1429


 ,

Li’s 算法失效的原因是常数项矩阵不满足文献 [4] 中算法的要求.
需要指出, 双迭代算法不对方程 (2) 的系数矩阵和常数项矩阵做附加限定, 不必选取特

定的初始对称矩阵, 但求出的只是方程 (2) 的对称解, 不一定具备正定性. 而 Li’s 算法对方程
(2) 的常数项矩阵有要求, 选取特定的初始对称矩阵时, 可求出方程 (2) 的对称正定解.
例 2 采用两种计算方案求方程 (2) 的对称解, 其系数矩阵和常数项矩阵等如下:

E1 = [0.1I, I, 0.1I]Ni=1(块三对角矩阵), F1 = 2I,

Ẽ2 =




1 0 0
3 4 0
0 0 0


 , Ẽ3 =




0 1 1
0 2 2
0 0 0


 ,

E2 = FT
2 = diag(Ẽ2, · · · , Ẽ2), E3 = −FT

3 = diag(Ẽ3, · · · , Ẽ3),

X̃(0) =




2 3 0
3 2 0
0 0 1


 , U1 =




2.1 2.9 0
2.9 1.9 0
0 0 1.001


 , U2 =



−5.5 −1.4 0
−1.4 3.9 0

0 0 1.1


 .

令 X(0) = diag(X̃(0), · · · , X̃(0)), X(1) = diag(X̃(1), · · · , X̃(1)), 构造矩阵

G = (X(0))−1 + E1X
(0)F1 + E2(X(0))2F2 + E3(X(0))3F3,

那么方程 (2) 有对称解, 从而方程 (1) 有对称解, 取牛顿算法的初始矩阵为 X(1).
(1) 选取子矩阵 X̃(1) = U1, 两种方案的迭代次数和计算时间见表 3.

表 3: 例 2 之 (1) 的计算结果对比

n
方案一 (a) 方案一 (b) 方案二

k0 k1 k12 k2 t(s) k0 k1 k12 k2 t(s) k0 k2 t(s)
6 3 61 0 0 0.0320 3 61 0 0 0.0320 3 189 0.1560
15 3 299 1 1498 2.3130 3 307 1 61 0.2810 3 3858 5.6250
30 3 620 1 3951 12.828 3 610 1 31 0.6560 3 12234 38.141
45 3 825 0 0 2.2190 3 825 0 0 2.1410 3 16587 162.59
60 3 979 0 0 4.8280 3 979 0 0 4.8600 3 17779 313.19
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两种方案求出方程 (2) 的对称解均为已知的 X(0), 对应方程 (1) 的对称解为 (X(0))−1.
(2) 选取子矩阵 X̃(1) = U2, 两种方案的迭代次数和计算时间见表 4.

表 4: 例 2 之 (2) 的计算结果对比

n
方案一 (a) 方案一 (b) 方案二

k0 k1 k12 k2 t(s) k0 k1 k12 k2 t(s) k0 k2 t(s)
6 4 78 0 0 0.0470 4 78 0 0 0.0470 4 213 0.1880
15 4 513 0 0 0.2340 4 513 0 0 0.2500 4 5695 8.4850
30 4 1280 0 0 1.2190 4 1280 0 0 1.2180 4 24687 78.843
45 4 1821 0 0 4.9370 4 1821 0 0 4.9360 4 46901 485.08
60 4 2087 0 0 10.828 4 2087 0 0 10.562 4 64631 1120.4

两种方案求出方程 (2) 的对称解 (未知矩阵阶数 n = 6 的情形) 均为

X(5) =




−5.4954 −1.4355 0 0.2040 −0.2267 0
−1.4355 3.9464 0 −0.2267 −0.0917 0

0 0 1 0 0 0
0.2040 −0.2267 0 −5.4954 −1.4355 0
−0.2267 −0.0917 0 −1.4355 3.9464 0

0 0 0 0 0 1




,

对应方程 (1) 的对称解为 (X(5))−1. 对比 (1) 中的计算结果可见, 当牛顿算法的初始矩阵不同
时, 求得方程 (2) 的对称解也不同 (比较 (1) 中的 X(0) 与 (2) 中的 X(5)), 这说明方程 (2) 的
对称解不唯一, 从而方程 (1) 的对称解不唯一.
多个算例的计算结果表明当某一步的 LME(4) 有对称解时, 方案一一般比方案二的效率

高, 其原因是当 LME(4) 有对称解时, 方案二总是采用求 LME(4) 的对称 Ls 解的算法 2 进行
计算, 而算法 2 比算法 1 的计算耗时多.

5 结论

作变量替换可将方程 (1) 转化为方程 (2), 运用牛顿算法求方程 (2) 的对称解, 并采用
MCG 算法求由牛顿算法每一步迭代计算导出的 LME 的对称解或者对称最小二乘解, 建立
了求方程 (2) 的对称解的双迭代算法, 算例表明双迭代算法是有效的. 通过修改牛顿算法、算
法 1 和算法 2 中初始矩阵的类型, 以及算法 1 中 Z1 与 Zk+1 的计算公式和算法 2 中涉及的
LME(6) 的构造方式, 可以建立求方程 (2) 的其它特殊解的双迭代算法. 需要指出, 本文建立
的双迭代算法求出的只是方程 (2) 的一个对称解, 不一定具备正定性, 如何修改算法使求出
的对称解具备正定性, 尚需进一步探讨.
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DOUBLE ITERATIVE ALGORITHM FOR SYMMETRIC

SOLUTION OF MATRIX EQUATION WITH HIGH ORDER

INVERSE-POWER
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Abstract: A new iterative algorithm is proposed to get the symmetric solution of equivalent

matrix equation transformed from the matrix equation with high order inverse-power which

is common in many fields such as control theory and stochastic filtering. By using Newton’s

method, we obtain symmetric solution of the above equivalent matrix equation, and with modified

conjugate gradient method, we get symmetric solution or symmetric least square solution of linear

matrix equation derived from each iterative step of Newton’s method. A double iterative algorithm

is proposed to solve the symmetric solution of this kind of matrix equation, and numerical

experiments demonstrate the effectiveness of proposed double iterative method.

Keywords: matrix equation with high order inverse-power; symmetric solution; Newton’s

method; modified conjugate gradient method; double iterative algorithm
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