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一类具有时滞的比率依赖捕食者－食饵模型的全局 Hopf 分支
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摘要: 本文研究了一类比率依赖的捕食者－食饵模型的 Hopf 分支问题, 运用吴建宏等人利用

等变拓扑度理论建立起的一般泛函微分方程的全局分支理论, 得到了由系统的正平衡点分支出来的周

期解的全局存在性, 最后利用数值模拟验证了理论分析的正确性.
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1 引言

本文的主要目的是研究以下捕食者－食饵模型
{

ẋ(t) = x(t)[r1 − a11x(t)− a12x(t)y(t)
my2(t)+x2(t)

],

ẏ(t) = a21x2(t−τ)y(t−τ)
my2(t−τ)+x2(t−τ)

− r2y(t),
(1.1)

其中 x(t) 与 y(t) 分别表示食饵与捕食者在 t 时刻的数量或密度. r1, r2, a11, a12, a21 与 m 都

是正常数, 其中 r1 为食饵的内禀生长率, a11 表示食饵的种内竞争率, a12 表示捕食者的捕食

效率, a21/a12 表示捕食者对食饵的转化率, m 为捕食者的干扰系数, r2 为捕食者的自然死亡

率. τ1 ≥ 0 表示捕食者的哺乳期, τ2 ≥ 0 捕食者捕食的时间.
系统 (1.1) 称为比率依赖的捕食者－食饵模型. 意味着其功能反应函数不仅依赖食饵的

密度, 还依赖于捕食者的密度, 特别是当捕食者需要去寻找食物时, 这种功能反应函数即所谓
比率依赖的 (更详细的描述见文献 [1]). 在系统 (1.1) 中, 比率依赖的功能反应函数为下面的
形式 g(x/y) = c(x/y)2/(m + (x/y)2) = cx2/(my2 + x2). 假设系统 (1.1) 满足以下初始条件:

x(θ) = φ(θ), y(θ) = ψ(θ), φ(θ) ≥ 0, ψ(θ) ≥ 0, θ ∈ [−τ, 0], φ(0) > 0, ψ(0) > 0, (1.2)

其中 (φ(θ), ψ(θ)) ∈ C([−τ, 0],R2
+0), C([−τ, 0],R2

+0) 为区间 [−τ, 0] 到 R2
+0 上的连续函数构

成的 Banach 空间, 其中R2
+0 = {(x, y)|x ≥ 0, y ≥ 0}.

在文献 [2] 中, Xu 等人研究了系统 (1.1) 的正则性、有界性、正平衡点的全局吸引性以及
在正平衡点处产生 Hopf 分支的条件, 并且利用规范型与中心流形理论得到了判断由正平衡
点处分支出的周期解性质的判定公式. 而关于系统全局 Hopf 分支的结果在文献 [2] 中并没有
涉及. 我们知道从局部 Hopf 分支得到的周期解只在分支值的小邻域内存在, 那么大范围系
统是否有周期解, 不仅是一个很有意义的理论课题, 而且也有重要的实际意义. 近来有很多关
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于全局分支的文献 [3–9], 其中在文献 [7] 中由 Erbe 等人利用等变拓扑度理论建立了时滞微
分方程全局 Hopf 分支定理, 在文献 [8] 中, Wen 等人利用这一理论讨论了食饵 - 捕食者模型
中全局 Hopf 分支周期解的存在性. Wu 在文献 [9] 中对带有多个参数的时滞微分方程的全局
Hopf 分支定理做了很好的总结, 详细地分析了用度理论研究时滞微分方程的分支问题, 且使
得这一理论更便于应用. 在文献 [2, 8, 9] 的启发下, 本文利用Wu 在文献 [9] 中所述的关于泛
函微分方程的全局 Hopf 分支理论来研究系统 (1.1) 的全局 Hopf 分支的存在性, 并在最后给
出数值模拟结果来验证我们理论分析的正确性.
由泛函微分方程的基础理论 [10] 可知系统 (1.1) 的满足初始条件 (1.2) 的解是唯一的.

2 正平衡点的稳定性与 Hopf 分支

由文献 [2] 可知系统 (1.1) 总存在一个半平凡平衡点 E1( r1
a11

, 0). 假设条件:
(H1) r2

1a
2
21m > a2

12r2(a21 − r2) > 0 成立,
则系统 (1.1) 存在一个唯一的正平衡点 E∗(x∗, y∗), 其中

x∗ =
r1a21 − r2a12h

a11a21

, y∗ = hx∗,

其中

h =
√

a21 − r2

mr2

. (2.1)

令

p0 = r2(r1 − 2a12r
2
2h

a2
21

), p1 = r1 + r2 − 2a12r
2
2h

a2
21

,

q0 = r2(a21 − 2r2)(r1 − 2a12r2h

a21

)/a21, q1 = r2(a21 − 2r2)/a21,

其中常数 h由 (2.1)式确定. 若条件 (H1)成立且 p0 < q0,则系统 (1.1)的正平衡点E∗(x∗, y∗)
处的特征方程有一对纯虚根 ±iω0, 其中

ω2
0 =

1
2
{q2

1 + 2p0 − p2
1 + [(q2

1 + 2p0 − p2
1)

2 − 4(p2
0 − q2

0)]
1/2}.

进一步可得到

τn = τ0n =
1
ω0

arccos
q0(ω2

0 − p0)− p1q1ω
2
0

q2
0 + q2

1ω
2
0

+
2nπ

ω0

, n = 0, 1, 2, · · · . (2.2)

由文献 [2] 可知, 若条件 (H1) 成立且 p0 < q0, 则横截条件
d(Reλ)

dτ
|τ=τ0n

> 0 成立. 进而有如下
定理:
定理 2.1 设条件 (H1) 成立, 且 h 如 (2.1) 所定义. 则对系统 (1.1) 有
(i) 若 r1a

2
21 > 2r2[a12r2h − a21(a21 − 2r2)] 且 r1a21 + a12h(a21 − 3r2) > 0, 则当 τ ≥ 0

时, 系统 (1.1) 的正平衡点 E∗(x∗, y∗) 是局部渐近稳定的;
(ii) 若 r1a

2
21 > 2r2[a12r2h−a21(a21−2r2)]且 r1a21 +a12h(a21−3r2) < 0,则存在 τ0 > 0,

使得当 0 < τ < τ0 时, 系统 (1.1) 的正平衡点 E∗(x∗, y∗) 是局部渐近稳定的, 当 τ > τ0 时, 正
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平衡点 E∗(x∗, y∗) 是不稳定的, 进一步当 τ = τ0 时, 在正平衡点 E∗(x∗, y∗) 处经历 Hopf 分
支.

3 全局 Hopf 分支的存在性

本节讨论由正平衡点 E∗(x∗, y∗) 分支出的 Hopf 分支的全局存在性, 为叙述的方便沿用
文献 [9] 中的记号. 令 z(t) = (z1(t), z2(t))T = (x(t), y(t))T , 则系统 (1.1) 可改写为以下 FDE:

ż(t) = F(zt, τ, p), (3.1)

其中 zt(θ) = (z1t(θ), z2t(θ))T = (z1(t + θ), z2(t + θ))T ∈ C([−τ, 0],R2). 易见若条件 (H1) 成
立, 则系统 (4.1) 有一个边界平衡点 E1( r1

a11
, 0) 和一个正平衡点 E∗(x∗, y∗). 定义

X = C([−τ, 0],R2),

Γ = Cl
{
(z, τ, p) ∈ X×R×R+; z 为系统 (3.1) 的 p - 周期解

}
,

N = {(z̄, τ̄ , p̄);F(z̄, τ̄ , p̄) = 0} .

设 `(E∗,τj , 2π
ω0

) 为 Γ 中经过点 (E∗, τj ,
2π
ω0

) 的连通分支, 其中 τj 由 (2.2) 式所定义. 由定理 2.1
可知 `(E∗,τ0j , 2π

ω0
) 是非空的.

首先我们引入文献 [9] 中有关泛函微分方程的全局 Hopf 分支定理:
引理 3.1 设 (z∗, τ, p) 为孤立的中心且满足文献 [9] 中的条件 (A1)− (A4). 记 `(z∗,τ,p) 为

Γ 中经过点 (z∗, τ, p) 的连通分支. 则或者
(i) `(z∗,τ,p) 是无界的, 或者
(ii) `(z∗,τ,p) 是有界的, `(z∗,τ,p) ∩ Γ 是有限的且对所有的m = 1, 2, · · · ,

∑

(z,τ,p)∈`(z∗,τ,p)∩N
γm(z∗, τ, p) = 0,

其中 γm(z∗, τ, p) 为 (z∗, τ, p) 的m 阶横截数, 或者对所有m ∈ J(z∗, τ, p), γm(z∗, τ, p) = 0 .
显然, 若引理 2.1 中的结论 (ii) 不成立, 则 `(z∗,τ,p) 是无界的. 因此若 `(z∗,τ,p) 到 z - 空

间与到 p - 空间的投影有界, 则到 τ - 空间上的投影必定是无界的. 进一步, 如果能够证
明 `(z∗,τ,p) 到 τ - 空间的投影是远离 0 的, `(z∗,τ,p) 到 τ - 空间的投影必定包含在某个区间
[τ, +∞) 中. 基于这种思想, 能够证明全局 Hopf 分支的存在性.
引理 3.2 若条件 (H1) 成立, 则系统 (1.1) 满足初始条件 (1.2) 的非常数周期解一致有界.
证 设 x = x(t), y = y(t) 为系统 (1.1) 的任意非常数周期解, 并定义

x(ξ1) = min{x(t)}, x(η1) = max{x(t)},
y(ξ2) = min{y(t)}, y(η2) = max{y(t)}. (3.2)

由系统 (1.1) 可知

x(t) = x(0) exp
{∫ t

0

(r1 − a11x(s)− a12x(s)y(s)
my2(s) + x2(s)

)ds

}
,

y(t) = y(0) exp
{∫ t

0

(−r2 +
a21x

2(s− τ)y(s− τ)
[my2(s− τ) + x2(s− τ)]y(s)

)ds

}
.
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这说明系统 (1.1) 的解不能穿过 x 轴与 y 轴. 则系统 (1.1) 的周期解必定局限于每个象限中.
则由系统 (1.1) 的初始条件可知 x(t) > 0, y(t) > 0 且有

0 = r1 − a11x(η1)− a12x(η1)y(η1)
my2(η1) + x2(η1)

, (3.3)

由于 x(t) > 0, y(t) > 0, 由 (3.3) 式可得

0 < x(η1) ≤ r1

a11

. (3.4)

由系统 (1.1) 的第二式可得

0 =
a21x

2(η2 − τ)y(η2 − τ)
my2(η2 − τ) + x2(η2 − τ)

− r2y(η2). (3.5)

由 (3.2) 与 (3.4) 式可知
a21( r1

a11
)2y(η2 − τ)

my2(η2 − τ) + ( r1
a11

)2
≥ r2y(η2).

又my2(η2 − τ) + ( r1
a11

)2 ≥ 2
√

m r1
a11

y(η2 − τ), 从而可得

y(η2) ≤ r1a21

2r2a11

√
m

.

证毕.
引理 3.3 若条件 (H1) 与条件 (H2)
(H2) r1 > max

{
a12

2
√

m
, 3a12

m
+ 2a12r2

a21
h
}

成立, 则系统 (1.1) 没有 τ - 周期解.
证 利用反证法. 假设系统 (1.1) 具有 τ - 周期解. 则下面的常微分方程 (3.6) 具有非常数

的周期解 {
ẋ(t) = x(t)[r1 − a11x(t)− a12x(t)y(t)

my2(t)+x2(t)
],

ẏ(t) = a21x2(t)y(t)
my2(t)+x2(t)

− r2y(t)
(3.6)

且系统 (3.6) 具有与系统 (1.1) 相同的平衡点 E1( r1
a11

, 0) 与 E∗(x∗, y∗). 注意到 x 轴与 y 都是

系统 (3.6) 的不变流形且互不相交. 因此系统 (3.6) 的解不能穿过坐标轴. 另一方面, 注意到
系统 (3.6) 若有周期解, 则在它的内部必包含有平衡点, 而且 E1 在坐标轴上, 则系统 (3.6) 的
周期轨必须包含在第一象限内, 那么周期轨的内部只能包含正平衡点 E∗(x∗, y∗), 而由文献
[2] 可知, 当条件 (H1) 与 (H2) 成立时, 正平衡点 E∗(x∗, y∗) 是渐近稳定的且是全局吸引的,
这与假设相矛盾. 故假设不成立. 证毕.
定理 3.1 设条件 (H1) 与条件 (H2) 成立, 且 τj 与 ω0 如第二节中所定义. 若 r1a

2
21 >

2r2[a12r2h − a21(a21 − 2r2)] 且 r1a21 + a12h(a21 − 3r2) < 0, 则系统 (1.1) 至少有 j + 1 个周
期解.
证 方程 (3.1) 在平衡点 z̄ = (z̄(1), z̄(2)) ∈ R2 处的特征方程为

4(z̄, τ, p)(λ) = λId−DF(z̄, τ̄ , p̄)(eλId), (3.7)
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称 (z̄, τ̄ , p̄) 为中心, 若其满足 F(z̄, τ̄ , p̄) = 0 与 det(4(z̄, τ̄ , p̄)( 2π
p

i)) = 0. 若中心 (z̄, τ̄ , p̄) 在它
的某个邻域内是唯一的中心, 我们称 (z̄, τ̄ , p̄) 为孤立的中心. 由 (6.7) 式可得

det(4(E1, τ, p)(λ)) = (λ + r1)(λ + r2 − a21e
−λτ ) = 0 (3.8)

与

det(4(E∗, τ, p)(λ)) = λ2 + p1λ + p0 + (q1λ + q0)e−λτ = 0, (3.9)

其中 p0, p1, p2 如第二节中定义. 显然当 r1a21 + a12h(a21 − 3r2) > 0 成立时, 方程 (3.8) 与
(3.9) 没有纯虚根. 因此可知系统 (3.1) 没有形如 (E1, τ, p) 与 (E∗, τ, p) 的中心. 另一方面,
由第二节的结论可知, (E∗, τj ,

2π
ω0

) 为孤立的中心, 且存在 ε > 0, δ > 0 与一条光滑曲线
λ : (τj − δ, τj + δ) → C 使得 det(4(λ(τ))) = 0, |λ(τ)− ω0| < ε 对所有 τ ∈ [τj − δ, τj + δ] 成
立, 而且

λ(τj) = ω0i,
dReλ(τ)

dτ
|τ=τj

> 0.

令

Ωε, 2π
ω0

=
{

(η, p); 0 < η < ε, |p− 2π

ω0

| < ε

}
.

易知在 [τj − δ, τj + δ]× ∂Ωε, 2π
ω0
上,

det(4(E∗, τ, p)(η +
2π

p
i)) = 0 当且仅当 η = 0, τ = τj , p =

2π

ω0

.

因此文献 [9] 中的条件 (A1)− (A4) 满足. 定义

H±(E∗, τj ,
2π

ω0

)(η, p) = det(4(E∗, τj ± δ, p)(η +
2π

p
i)),

则孤立中心 (E∗, τj ,
2π
ω0

) 的横截数为

γ(E∗, τj ,
2π

ω0

) = degB

(
H−(E∗, τ0j ,

2π

ω0

),Ωε, 2π
ω0

)
− degB

(
H+(E∗, τ0j ,

2π

ω0

),Ωε, 2π
ω0

)
= −1.

从而有 ∑

(z̄,τ̄ ,p̄)∈C(E∗,τ0j , 2π
ω0

)

γ(z̄, τ̄ , p̄) < 0,

其中 (z̄, τ̄ , p̄) 可能形如 (E∗, τk,
2π
ω0

)(k = 0, 1, · · · ). 由引理 3.1, `(E∗,τj , 2π
ω0

) 经过点 (E∗, τj ,
2π
ω0

)
的连通分支是无界的. 由 (2.2) 式可知, 若 (H1) 成立, 对于 j ≥ 1,

τj =
1
ω0

arccos
ω2

0 − p1

p2

+
2jπ

ω0

≥ 2π

ω0

,

则
2π

ω0

< τj .
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图 1: x(t) 在 τ = 9 时的轨线
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图 2：y(t) 在 τ = 9 时的轨线
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图 3: 系统 (1.1) 在 τ = 9 时的相图
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图 4：x(t) 在 τ = 12 时的轨线
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图 5: y(t) 在 τ = 12 时的轨线
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图 6：系统 (1.1) 在 τ = 12 时的相图
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图 7: 系 x(t) 在 τ = 90 时的轨线

0 2 4 6 8 10

x 104

0.35

0.4

0.45

0.5

0.55

0.6

0.65

0.7

0.75

t−y plane

y(
t)

图 8：y(t) 在 τ = 90 时的轨线
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图 9: 系统 (1.1) 在 τ = 90 时的相图

下面证明 `(E∗,τj , 2π
ω0

) 到 τ - 空间的投影为 [τ̄ , +∞), 其中 τ̃ ≤ τj . 由引理 3.3 的证明可知
系统 (1.1) 在 τ = 0 时没有非平凡的周期解, 因此 `(E∗,τj , 2π

ω0
) 到 τ - 空间的投影是远离 0 的.

如果假设 `(E∗,τj , 2π
ω0

) 到 τ - 空间的投影是有界的, 这意味着 `(E∗,τj , 2π
ω0

) 到 τ - 空间的投影
包含在某个区间 (0, τ∗) 中. 注意到 2π

ω0
< τj , 由引理 3.3 可知, 当 (z(t), τ, p) ∈ `(E∗,τj , 2π

ω0
) 时,

有 p < τ∗. 这说明 `(E∗,τj , 2π
ω0

) 到 p - 空间的投影是有界的. 这与 `(E∗,τj , 2π
ω0

) 经过点 (E∗, τj ,
2π
ω0

)
连通分支是无界的相矛盾, 故假设不成立. 证毕.

3 数值模拟

在系统 (1.1) 中, 我们选取与文献 [2] 中相同的参数, 取 r1 = 5
12

, r2 = 1, a11 = 0.1, a12 =
1, a21 = 3

2
,m = 2, 由文献 [2] 可知此时系统 (1.1) 有唯一的正平衡点 E∗( 5

6
, 5

12
), 且 τ0 ≈

10.1776, 进一步计算可得 τ1 ≈ 85.7875. 由Matlab 7.10, 我们做出 τ = 9, τ = 12, τ = 90 时的
轨线与相图. 由图 1–3 可以看出, 系统的正平衡点 E∗( 5

6
, 5

12
) 在 τ = 9 时仍然是稳定的; 由图

4–6 可以看出, 系统的正平衡点 E∗( 5
6
, 5

12
) 在 τ = 12 时是不稳定的, 且有周期解由 E∗( 5

6
, 5

12
)

处分支出; 由图 7–9 可以看出, τ = 90 时, 仍有周期解由 E∗( 5
6
, 5

12
) 处分支出, 说明当 τ > τ1

时, 仍然存在由 E∗( 5
6
, 5

12
) 分支出的周期解, 这也验证了我们的结论.
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GLOBAL HOPF BIFURCATION OF A RATIO-DEPENDENT

PREDATOR-PREY MODEL WITH TIME DELAY

ZHAO Hui-tao

(Department of Math. and Information Science, Zhoukou Normal University, Zhoukou 466001, China)

Abstract: This paper is concerned with a ratio-dependent predator-prey model with time

delay. By using a global Hopf bifurcation result of general functional differential equations due

to Wu Jianhong etc., the global existence results of periodic solutions bifurcating from Hopf

bifurcations are established. Finally, numerical simulations are also included to support the

theoretic analysis.
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