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关于度量及纲函数的 Hausdorff 测度的两个反例
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摘 要: 本文研究了度量空间中 Hausdorff 测度与度量及纲函数的关系. 利用拓扑学及

Hausdorff 测度论中一些性质, 构造了两反例来说明存在不等价纲函数 g, h 和某一紧度量空间 (ρ, X),

使得 Hρ,g 与 Hρ,h 对此紧度量空间等价等问题. 这些反例有助于从另一个角度理解文胜友、文志英 [4]

中主要结果.
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1 引言

Hausdorff 测度是分形几何与几何测度论中一个基础而重要的研究课题, 参见文 [1–3].
文献 [4] 研究了涉及度量及纲函数的推广 Hausdorff 测度, 讨论了加倍条件、Hausdorff 测度
的等价性及度量等价性之间的关系. 得到结论:

(1) Hρ,g 与 Hρ,h 对所有紧度量空间等价, 当且仅当纲函数 g 与 h 等价.
(2) 对给定的 c ∈ (0,+∞)\{1},Hρ,g 与 Hcρ,g 对任意的紧度量空间 (ρ,X) 等价, 当且仅

当纲函数 g 满足加倍条件.
围绕这两个结论, 有一些值得思考的问题:
(a) 是否存在不等价纲函数 g, h 和某一紧度量空间 (ρ,X), 使得 Hρ,g 与 Hρ,h 对该度量

空间等价?
(b) 结论 (2) 中, 考虑的度量 ρ 与 cρ 是等价度量, 而非任意度量 ρ1, ρ2. 是否存在不等价

度量空间 (ρ1, X), (ρ2, X) 和某纲函数 g, 使得 Hρ1,g 与 Hρ2,g 等价?
本文拟对上述两问题给出肯定答案.

2 定义及引理

首先给出需要的定义和引理:
称非空集合 X 上的两度量 ρ1 与 ρ2 等价如果存在常数 0 < c1 ≤ c2 < +∞, 使得

c1ρ1(x, y) ≤ ρ2(x, y) ≤ c2ρ1(x, y) ∀x, y ∈ X 成立.
称非空集合 X 上的两测度 µ1 与 µ2 等价如果存在常数 0 < c1 ≤ c2 < +∞, 使得

c1µ1(K) ≤ µ2(K) ≤ c2µ1(K) ∀K ⊆ X 成立.
称函数 g : [0,+∞) → [0,+∞) 为纲函数若它递增右连续, 当 x > 0 时 g(x) > 0 且

g(0) = 0. 称纲函数 g 满足加倍条件, 如果存在常数 0 < c < +∞ 及 δ > 0, 使得 ∀0 ≤ x ≤ δ,
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有 g(2x) ≤ cg(x). 称两纲函数 g1 与 g2 等价如果存在常数 0 < c1 ≤ c2 < +∞ 及 δ > 0, 使得
∀0 ≤ x ≤ δ, 有 c1g1(x) ≤ g2(x) ≤ c2g1(x).
设 (ρ,X) 为度量空间, g 为纲函数, 对K ⊆ X, 称可数集族 {Ui}i 为K 关于度量 ρ 的一

个 δ 覆盖, 若 ∪iUi ⊇ K 且对任意 i, 0 ≤ |Ui|ρ < δ, 其中 |Ui|ρ = sup{ρ(x, y) : x, y ∈ Ui}. 定义

Hρ,g
δ (K) = inf

∑
i

g(|Ui|ρ).

这里下确界取遍所有 K 关于 ρ 的 δ 覆盖. 定义 K 关于度量 ρ 及纲函数 g 的 Hausdorff 测度
为

Hρ,g(K) = lim
δ→0

Hρ,g
δ (K).

由文献 [3] 知以上定义的测度是 X 上 Borel 正则的度量测度.
引理 2.1 [5] 若 X 为度量空间, 则 X 为紧等价于 X 中的任一序列存在子序列收敛于 X

中的点.
引理 2.2 [3] 若对欧氏空间里的 Borel 集合 Ω 和连续纲函数 g, 有 Hρ,g(Ω) = +∞ (其中

ρ 是通常欧氏度量), 则存在 Ω 的紧子集 X 满足 0 < Hρ,g(X) < +∞.

3 反例

反例 3.1 存在两不等价纲函数 g, h和一紧度量空间 (ρ,X), 使得Hρ,g 与Hρ,h 对 (ρ,X)
等价.
构造: 令 1

2
< λ < 1,∀n ∈ N+, an = λ2−n

, 则 ∀n ∈ N+, 有 an > 1
2
且 a1a2 · · · an > λ. 易

知, 存在序列 {δn}n≥0 满足 δn ≤ (1− an)δn−1 且单调递减趋于 0.
分别构造 g(x), h(x) 如下:

g(x) =

{
δn, 若 δn ≤ x < δn−1,

0, 若 x = 0,

h(x) =





δn−1, 若 bn ≤ x < δn−1,

连接(δn, δn), (bn, δn−1)的线段, 若 δn ≤ x < bn,

0, 若 x = 0,

其中 bn = δn+δn−1

2
(n ∈ N+). 易证 g, h 均为纲函数.

由于

0 ≤ lim
n→∞

g(bn)
h(bn)

= lim
n→∞

δn

δn−1

≤ lim inf
n→∞

(1− an) = 0,

因此 g, h 不等价.
接下来我们构造紧度量空间 (ρ,X) 使得 Hρ,g 与 Hρ,h 对 (ρ,X) 等价.
令 kn =

[
δn−1

δn

]
, n ∈ N+, 此处 [x] 表示不超过 x 的最大整数, 从而

kn ≥
[

1
1− an

]
≥ 2, k1k2 · · · kn ≤ δ0

δn

(3.1)
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且

k1k2 · · · kn ≥
(

δ0

δ1

− 1
)(

δ1

δ2

− 1
)
· · ·

(
δn−1

δn

− 1
)
≥ a1a2 · · · anδ0

δn

≥ λδ0

δn

. (3.2)

令 F0 = [0, 1], 构造 F0 的子集 X 如下: 首先, 从 F0 中选择 k1 个互不相交的正长度闭子

区间, 令 F1 表示这些闭子区间的并. 对 F1 的每个区间, 从中选择 k2 个互不相交的正长度闭

子区间, 将这些 k1k2 个区间的并记为 F2. 继续这一过程得到序列 F0 ⊇ F1 ⊇ · · · ⊇ Fn · · · , 令
X = ∩∞n=1Fn. 称 Fn 的每个子区间为一个 n 阶基本区间.

∀x, y ∈ X, x 6= y, 用 n(x, y) 表示同时包含 x, y 的基本区间的最高阶数. 定义 X 上的度

量如下:

ρ(x, y) =

{
0, 若 x = y,

δn(x,y), 若 x 6= y.

首先证明, (ρ,X) 是紧度量空间.
设 d(x, y) 为欧氏空间 R 上的通常度量. 由于 (d,X) 是紧度量空间, 故由引理 2.1 的必要

性知对任意X 中的序列 {xn},存在 {xn}的子列 {xnk
}和 x0 ∈ X,使得 d(xnk

, x0) → 0. 对充
分大m ∈ N+, 存在 km ∈ N+, 使得 xnkm

与 x0 同属于某m 阶基本区间, 从而 n(xnkm
, x0) ≥

m, 故 ρ(xnkm
, x0) ≤ δm. 令 m → +∞ 得 ρ(xnkm

, x0) → 0, 再由引理 2.1 的充分性知 (ρ,X)
是紧度量空间.
其次证明, 在度量 ρ 下, 对 ∀K ⊆ X, 有 Hρ,g(K) = Hρ,h(K). 假定 ∪Ui ⊇ K 且满足

0 < |Ui|ρ < δ0. 对任一固定 i, 取 ni 为满足 δni
≤ |Ui|ρ < δni−1 的唯一正整数, 由 ρ 的定义可

知 |Ui|ρ = δni
. 再由 ∀n ∈ N+, g(δn) = h(δn) 可得

Hρ,g(K) = lim
δ→0

inf
∑

i

g(|Ui|ρ) = lim
δ→0

inf
∑

i

h(|Ui|ρ) = Hρ,h(K).

故 Hρ,g 与 Hρ,h 对于紧度量空间 (ρ,X) 等价.
注 1 在反例 3.1 中, 我们有 0 < Hρ,g(X) = Hρ,h(X) < +∞.
设 n ≥ 1, I 是一 n 阶基本区间, 则对 ∀x, y ∈ I, n(x, y) ≥ n, 当 x, y 分别为 I 的两端点

时等号成立, 从而 |I|ρ = δn, 故所有的 n 阶基本区间构成 X 关于度量 ρ 的一个 δn 覆盖. 由
(3.1) 式可知

Hρ,g
δn

(X) ≤ k1k2 · · · kng(δn) = k1k2 · · · knδn ≤ δ0.

令 n → +∞, 得到
Hρ,g(X) ≤ δ0 < ∞. (3.3)

另一方面, 设 µ 是 X 上满足对任一 n 阶基本区间 In, µ(In) = 1
k1k2···kn

的唯一 Borel 概
率测度. 设 U ⊆ X 且满足 0 < |U |ρ < δ0. 取 n 为满足 δn ≤ |U |ρ < δn−1 的唯一正整数. 由 ρ

的定义可知 |U |ρ = δn, 因此存在一个 n 阶基本区间 In 使得 U ⊆ In. 由 (3.2) 式得

µ(U) ≤ µ(In) =
1

k1k2 · · · kn

≤ g(|U |ρ)
λδ0

.

由 Frostman 引理, 可知 0 < λδ0 ≤ Hρ,g(X), 联系 (3.3) 式知

0 < λδ0 ≤ Hρ,g(X) ≤ δ0 < +∞.
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事实上, 在反例 3.1 的基础上稍作修改, 可以得到另一反例, 满足 Hρ,g(X) = Hρ,h(X) =
0.

取 g, h, X 同反例 3.1, 定义 ρ(x, y) =

{
0, 若 x = y,

δn(x,y)+1, 若 x 6= y,
同注 1 可知所有 n 阶基

本区间构成 X 关于度量 ρ 的一个 δn+1 覆盖, 从而由 (3.1) 式

Hρ,g
δn+1

(X) ≤ k1k2 · · · kng(δn+1) ≤ δ0

δn

g(δn+1) =
δ0

δn

δn+1 ≤ δ0(1− an+1) → 0(n →∞).

再由反例 3.1 的证明知 Hρ,g(X) = Hρ,h(X) = 0.
注 2 反例 3.1 中的 g 不满足加倍条件, 因为由

δn+1 ≤ (1− an+1)δn <
δn

2
,

知
g(δn)

g(δn/2)
=

δn

δn+1

≥ 1
1− an+1

→ +∞ (n →∞).

注 3 从反例 3.1 的证明可以看出: 若存在 0 < c1 ≤ c2 < +∞ 和单调递减趋于 0 的数列
δn 满足 c1g(δn) ≤ h(δn) ≤ c2g(δn), 则可构造紧度量空间 (ρ,X), 使得 Hρ,g 与 Hρ,h 对 (ρ,X)
等价.
反例 3.2 存在满足加倍条件的纲函数 g 和两不等价度量空间 (ρ1, X) 与 (ρ2, X), 使得

Hρ1,g 与 Hρ2,g 等价.
构造: 定义 [0, 1

2
] 上的函数

g(x) =





1
2
, x = 1

2
,

1
2n x

1
2n , 1

22n+1 ≤ x < 1
22n , n ∈ N+ ∪ {0},

0, x = 0.

易知 g(x) 是连续纲函数且 g(x) 满足

当x <
1
4
时, g(

√
x) = 2g(x). (3.4)

以下验证 g(x) 满足加倍条件:
(1) 若对某 n ∈ N+,

1
22n+1 ≤ x <

1
22n+1

,

则
1

22n+1−1
≤ 2x <

1
22n ,

故

g(2x) =
1
2n

(2x)
1

2n <
1

2n+1
=

2
2n+2

≤ 2g(x).

(2) 若对某 n ∈ N+,
1

22n+1
≤ x <

1
22n ,
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则
1

22n ≤ 2x <
1

22n−1
,

故

g(2x) =
1

2n−1
(2x)

1
2n−1 <

1
2n−1

(
1

22n−1

) 1
2n−1

=
1

2n+1
· 2 1

2n−1 ≤ 4g(x).

综合 (1) (2) 知, g(x) 满足加倍条件.

设 ρ1(x, y) 为 [0, 1] 上的通常欧氏度量. 令 ρ2(x, y) =
√

ρ1(x, y), 易证 ρ2(x, y) 也为 [0, 1]
上的度量.

由于当
1

22n+1 ≤ x <
1

22n 时,

g(x) =
1
2n

x
1

2n ≥ 1
2n+2

,

从而
g(x)
x

≥ 1/2n+2

1/22n = 22n−n−2 → +∞ (n →∞).

故 ∀M > 0,∃δ0 > 0,∀0 < x < δ0, 有 g(x) > Mx, 从而

Hρ1,g([0,
1
2
]) = lim

δ→0
inf

∪Ui ⊇ [0, 1
2 ]

|Ui| ≤ δ

∑
g(|Ui|) ≥ M lim

δ→0
inf

∪Ui ⊇ [0, 1
2 ]

|Ui| ≤ δ

∑
|Ui| = MH1([0,

1
2
]) =

M

2
,

故 Hρ1,g([0, 1
2
]) = +∞.

由引理 2.2, 存在 [0, 1
2
] 的紧子集 X, 满足 0 < Hρ1,g(X) < +∞. 由 X 紧知 X 有至多有

限个孤立点. 由于去掉这些点不影响测度和紧性, 可假设 X 无孤立点.

显然, (ρ1, X), (ρ2, X) 均为紧度量空间, 下证 ρ1 与 ρ2 不等价. 若 ρ1, ρ2 等价, 则存在
c > 0, 使得 ∀x, y ∈ X, ρ2(x, y) ≤ cρ1(x, y). 由于 X 无孤立点, 故对任意 n ∈ N+, 可选取
xn, yn ∈ X (xn 6= yn) 使得 ρ1(xn, yn) → 0, 从而 c ≥ 1/

√
ρ1(xn, yn), 令 n → +∞, 矛盾.

以下证明: ∀K ⊆ X, 有 Hρ2,g(K) = 2Hρ1,g(K).

∀U ⊆ X, 当 |U |ρ1 充分小时, 由 ρ1, ρ2 的定义和 (3.4) 式可知

g(|U |ρ2) = g(
√
|U |ρ1) = 2g(|U |ρ1),

从而对任意充分小 δ > 0, {Ui} 是K 关于 ρ2 的一个 δ 覆盖等价于 {Ui} 是K 关于 ρ1 的一个

δ2 覆盖, 故

Hρ2,g(K) = lim
δ→0

inf
∑

0<|Ui|ρ2≤δ

g(|Ui|ρ2) = 2 lim
δ→0

inf
∑

0<|Ui|ρ1≤δ2

g(|Ui|ρ1) = 2Hρ1,g(K),

从而 Hρ1,g 与 Hρ2,g 等价.
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TWO COUNTEREXAMPLES ABOUT HAUSDORFF MEASURE

WITH RESPECT TO METRIC AND GAUGE FUNCTION

YAO Yuan-yuan

(Department of Math., East China University of Science and Technology, Shanghai 200237, China)

Abstract: In this paper, we investigate the relationship among Hausdorff measure, metric

and gauge function. By using some properties in topology and Hausdorff measure theory, we

construct two counterexamples to illustrate problems such as whether there exist two inequivalent

gauge functions g, h and a compact metric space (ρ, X) such that Hρ,g and Hρ,h are equivalent

with respect to (ρ, X). These counterexamples can help us to understand the main results in Wen

Shenyou and Wen Zhiying [4] better.
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