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摘要: 本文研究了用 Choi-Saigo-Srivastava 算子定义的一类解析函数. 利用分析的方法和算子

理论得到类中函数的积分表达式, 偏差定理, 卷积性质和半径问题. 所得结果推广一些作者的相关结果.

关键词: Choi-Saigo-Srivatava 算子; 解析函数; 卷积

MR(2010) 主题分类号: 30C45; 30C50; 30C75 中图分类号: O174.51

文献标识码: A 文章编号: 0255-7797(2015)05-1187-10

1 引言

设 Hk (k = 1, 2, · · · ) 表示在单位圆盘 U = {z : |z| < 1} 内解析函数 f(z) = z +
ak+1z

k+1 + · · · 的全体构成的类; 以 Pk(τ)(0 ≤ τ < 1) 表示 U 内解析并满足条件 Rep(z) > τ

的所有正实部函数 p(z) = 1 + pkz
k + · · · 的全体; 用 S∗k(τ) 和Kk(τ) 分别表示 Hk 中的 τ 级

星象函数类和 τ 级凸象函数类. 若存在 g(z) ∈ S∗k(τ), 使得 zf ′(z)
g(z)

∈ Pk(τ) 则称 f(z) 为 τ 级

近于凸函数, 其全体记为 Ck(τ).
以 P̄k(β) (β > 1) 表示 U 内解析并满足 Rep(z) < β 的所有函数 p(z) = 1 + pkz

k + · · ·
的全体. 若函数 f(z) ∈ Hk 满足条件

zf ′(z)
f(z)

∈ P̄k(β), 则称 f(z) 属于类函数Mk(β); 若函数

f(z) ∈ Hk 满足条件
(zf ′(z))′

f ′(z)
∈ P̄k(β), 则称 f(z) 属于函数类 Nk(β); 用 C̄Mk(β) 和 C̄Nk(β)

分别定义 Hk 中两个子类：

C̄Mk(β) = {f ∈ Hk : ∃g ∈ Mk(β),Re
zf ′(z)
g(z)

< β, z ∈ U},

C̄Nk(β) = {f ∈ Hk : ∃g ∈ Nk(β),Re
(zf ′(z))′

g′(z)
< β, z ∈ U}.

显然 f(z) ∈ Nk(β) ⇔ zf ′(z) ∈ Mk(β), f(z) ∈ C̄Nk(β) ⇔ zf ′(z) ∈ C̄Mk(β).
文 [1–3] 中讨论了函数类 K̄1(β) 和 S̄∗1(β) 的性质.
设

g(z) = z +
∞∑

n=1

bk+nzk+n ∈ Hk , f(z) = z +
∞∑

n=1

ak+nzk+n ∈ Hk,

则用 (f ∗ g)(z) 表示 f(z) 和 g(z) 的 Hadamard 卷

(f ∗ g)(z) = z +
∞∑

n=1

ak+nbk+nzk+n.
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Carlson 和 Shaffer 在文 [4] 中引进比 Dλ 更为广泛的线性算子 L(a, c). 设

φ(a, c; z) =
∞∑

n=0

(a)n

(c)n

zn+1, z ∈ U, c 6= 0,−1,−2, · · · ,

L(a, c)f(z) = φ(a, c; z) ∗ f(z), f(z) ∈ Hk, (1.1)

其中 (ξ)n = Γ(ξ+n)
Γ(ξ)

. 由文 [4] 知 L(a, c) 是 Hk 到自身 Hk 的连续映射, 还容易得到

ϕ(2(β − 1), 1; z) =
z

(1− z)2(β−1)
. (1.2)

另外, 对 c > a > 0, L(a, c)f(z) 有积分表达式

L(a, c)f(z) =
∫ 1

0

ua−1f(uz)dη(a, c− a)(u), (1.3)

其中 η 是 B 分布 dη(a, c− a)(u) = [ua−1(1−u)c−a−1/B(a, c− a)]du. 如果 a 6= 0,−1,−2, · · · ,
则 L(a, c) 存在连续逆映射 L(c, a), 从而 L(a, c) 是 Hk 到自身 Hk 的双方单值映射, 显然

L(a, c) = L(a, b)L(b, c) = L(b, c)L(a, b), b, c 6= −1,−2, · · · .

设 F (a, b; c; z) 为超几何分布函数:

F (a, b; c; z) =
∞∑

n=0

(a)n(b)n

(c)n

zn+1

k!
, z ∈ U ; a, b, c 6= 0,−1,−2, · · · ,

显然有

z

(1− z)2(β−1)
= ϕ(2(β − 1), 1; z) = F (2(β − 1), 1; 1; z). (1.4)

令

fλ(z) =
z

(1− z)λ+1
(λ > −1).

Choi 等人在文献 [5] 中引进 Choi-Saigo-Srivastava 算子 Lλ,µ : Hk → Hk,

Lλ,µf(z) = (fλ,µ ∗ f)(z) (f(z) ∈ Hk;λ > −1;µ > 0), (1.5)

其中函数 fλ,µ 满足条件

(fλ ∗ fλ,µ)(z) =
z

(1− z)µ
, (f(z) ∈ Hk, λ > −1;µ > 0). (1.6)

特别地, L0,2 = zf ′, L1,2f = f . 从 (1.1) 式和 (1.5) 式得到 [6]

Lλ,µf(z) = L(µ, λ + 1)f(z) (λ > −1;µ > 0), (1.7)

由 (1.7) 式得到 [6]

f(z) = L(λ + 1, µ)Lλ,µf(z) (λ > −1;µ > 0). (1.8)
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文 [6, 8] 中分别用 Lλ,µ 算子引进函数类:
定义 A [6] 若函数 f(z) ∈ Hk 满足条件

Re
L(2, 1)L(µ, λ + 1)f(z)

L(µ, λ + 1)f(z)
> τ (τ < 1, z ∈ U),

则称 f(z) 属于K(λ, µ)(τ) 中.
定义 B [8] 若函数 f(z) ∈ Hk 满足条件

Re {(1− α)
L(λ + 1, 1)f(z)

z
+ α

L(2, 1)L(λ + 1, 1)f(z)
z

} > τ (0 ≤ α, 0 ≤ τ < 1, z ∈ U),

则称 f(z) 属于 Vk,λ(α, τ) 中.
定义 C [8] 设函数 f(z) ∈ Hk, 若存在函数 g(z) ∈ Vk,λ(α, τ), 使得

Re
L(2, 1)L(λ + 1, 1)f(z)

L(λ + 1, 1)g(z)
> η (0 ≤ η < 1, z ∈ U),

则称 f(z) 属于 Qk,λ(α, τ, η) 中.
文 [6] 中利用算子 Lλ,µ 研究函数类 K(λ, µ)(τ) 的性质, 得到类中函数的包含关系、偏差

定理, 给出了类中函数的系数不等式和 Hadamard 乘积性质；作者在文 [7] 中引进并讨论函
数类

Q1,λ

(
α, (λ + τ)/(λ + 1), (λ + η)/(λ + 1)

)

的性质, 在文 [8] 中进一步推广文献 [7] 中函数类, 利用算子理论研究函数类的 Qk,λ(α, τ, η)
性质, 得到类中函数的积分表达式, 偏差定理, 给出了类中函数的近于凸半径和卷积性质.
本文中利用算子 Lλ,µ 引进如下函数类：

定义 1 若函数 f(z) ∈ Hk 满足条件

Re
{

(1− α)
Lλ,µf(z)

z
+ α(Lλ,µf(z))′

}
< β (α ≥ 0, β > 1, z ∈ U), (1.9)

则称 f(z) 属于 V̄k,λ,µ(α, β) 中.
定义 2 设函数 f(z) ∈ Hk, 若存在函数 g(z) ∈ V̄k,λ,µ(α, β), 使得

Re
z(Lλ,µf(z))′

Lλ,µg(z)
< ρ (ρ > 1, z ∈ U), (1.10)

则称 f(z) 属于 Q̄k,λ,µ(α, β, ρ) 中. 显然

Q̄k,0,2(α, β, ρ) =
{

f(z) ∈ Hk : ∃g(z) ∈ V̄k,0,2(α, β),Re
zf ′(z)
g(z)

< ρ, z ∈ U
}

,

Q̄k,1,2(α, β, ρ) =
{

f(z) ∈ Hk : ∃g(z) ∈ V̄k,1,2(α, β),Re
(zf ′(z))′

g′(z)
< ρ, z ∈ U

}
.

本文研究函数类 Q̄k,λ,µ(α, β, ρ), 导出类中函数的积分表达式；借助算子理论建立该类中
函数的偏差定理, 讨论类中函数的卷积性质和近于凸半径.
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利用算子 (1.7) 式, 可将 (1.8) 是和 (1.9) 式写成

Re
{

(1− α)
L(µ, λ + 1)f(z)

z
+ α

L(2, 1)L(λ + 1, 1)f(z)
z

}
< β, (α ≥ 0, β > 1, z ∈ U) (1.11)

和

Re
L(2, 1)L(µ, λ + 1)f(z)

L(µ, λ + 1)g(z)
< ρ, z ∈ U. (1.12)

2 积分表达式

引理 2.1 设 p(z) ∈ P̄k(β) (β > 1), 则存在 X = {x : |x| = 1} 上连续的概率测度 µ(x),
使得

p(z) =
∫

|x|=1

1− (2ρ− 1)xz

1− xz
dµ(x). (2.1)

证 由 p(z) ∈ P̄k(β) 可知, Re
(

β−p(z)
β−1

)
> 0, 利用正实部函数的 Herglots 表示公式 [9] 得

β − p(z)
β − 1

=
∫

|x|=1

1 + xz

1− xz
dµ(x).

由此推出 (2.1) 式成立.
利用引理 2.1, 结合算子 Lλ,µ 的可逆性, 用文 [8] 中相同的方法不难证明:
定理 2.1 设 α > 0, β > 1, 若 g(z) ∈ V̄k,λ(α, β), 则存在 X = {x : |x| = 1} 上连续的概

率密度 η(x), 使得

g(z) = L(λ + 1, µ)
{ 1

αz
1
α−1

∫ z

0

t
1
α−1

[ ∫

|x|=1

1− (2β − 1)tx
1− tx

dη(x)
]
dt

}
(2.2)

或存在 p(z) ∈ P̄k(β), 使得 g(z) = L(λ + 1, µ)
{

1

αz
1
α
−1

∫ z

0
t

1
α−1p(t)dt

}
. 对于固定的 λ, α, β, 函

数类 V̄k,λ,µ(α, β) 与 X 上左连续的概率测度连续点 η(x) 以上述关系构成一一对应.
定理 2.2 函数 f(z) ∈ Q̄k,λ,µ(α, β, ρ) 当且仅当存在 X = {x : |x| = 1} 上左连续的概率

测度 η(x), µ(x), 使得

f(z) = L(λ + 1, µ)L(1, 2)
{[ 1

αz
1
α−1

∫ z

0

t
1
α−1

(∫

|x|=1

1− (2β − 1)tx
1− tx

dη(x)
)
dt

]

[ ∫

|x|=1

1− (2ρ− 1)xt

1− xt
dη(x)

]}
. (2.3)

当 λ = 0, µ = 1 时,

f(z) = L(1, 2)
{[ 1

αz
1
α−1

∫ z

0

t
1
α−1

(∫

|x|=1

1− (2β − 1)tx
1− tx

dη(x)
)
dt

]

[ ∫

|x|=1

1− (2ρ− 1)tx
1− tx

dµ(x)
]}

. (2.4)
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对于固定的 λ, α, µ, ρ, 函数类 Q̄k,λ,µ(α, β, ρ) 与X 上左连续的概率测度点
{(

η(x), µ(x)
)}
以

上述关系式 (2.3) 构成一一对应.
证 设 f(z) ∈ Q̄k,λ,µ(α, β, ρ), 则存在 g(z) ∈ V̄k,λ,µ(α, β), 使得

Re
L(2, 1)L(µ, λ + 1)f(z)

L(µ, λ + 1)g(z)
< ρ, z ∈ U.

由定理 1, 可得

g(z) = L(λ + 1, µ)
{ 1

αz
1
α−1

∫ z

0

t
1
α−1

[ ∫

|x|=1

1− (2β − 1)tx
1− tx

dη(x)
]
dt

}
, (2.5)

其中 η(x) 为 X 上左连续的概率测度.
由引理 2.1 得

L(2, 1)L(µ, λ + 1)f(z)
L(µ, λ + 1)g(z)

=
∫

|x|=1

1− (2ρ− 1)xz

1− xz
dµ(x), (2.6)

其中 µ(x) 为 X 上左连续的概率测度.
由 (2.5), (2.6) 两式推出

L(2, 1)L(µ, λ + 1)f(z) =
{[ 1

αz
1
α−1

∫ z

0

t
1
α−1

(∫

|x|=1

1− (2β − 1)tx
1− tx

dη(x)
)
dt

]

[ ∫

|x|=1

1− (2ρ− 1)zx

1− zx
dµ(x)

]}
.

利用 L(µ, λ + 1) 算子的可逆性, 从上式即得 (2.3) 式, 反之亦然；当 λ = 0 时, (2.3) 式
变为 (2.4) 式. 对于固定的 λ, µ, α, β, ρ, 因

{(
η(x), µ(x)

)}
与 P̄k × P̄k 之间构成一一对应, 而

P̄k × P̄k 与函数类 Q̄k,λ,µ(α, β, ρ) 之间也是一一对应, 这表明定理的后一个结论为真.

3 偏差定理

引理 3.1 [10] 设 p(z) = 1 + pkz
k + · · · ∈ Pk(0)(z ∈ U, k ≥ 1), 则对 |z| = r < 1, 有

1− rk

1 + rk
≤ Re p(z) ≤ |p(z)| ≤ 1 + rk

1− rk
.

若 Re p(z) < β(β > 1), 置 q(z) = β−p(z)
β−1

, 则 Re q(z) > 0, 且 p(z) = β − (β − 1)q(z), 于
是由引理 3.1 推出
引理 3.2 设 p(z) = 1 + pkz

k + · · · ∈ P̄k(β > 1, z ∈ U, k ≥ 1), 则对 |z| = r < 1, 有

1− (2β − 1)rk

1− rk
≤ Re p(z) ≤ |p(z)| ≤ 1 + (2β − 1)rk

1 + rk
.

定理 3.1 设 α > 0, β > 1, ρ > 1, f(z) ∈ Q̄k,λ,µ(α, β, ρ), 则对 |z| = r < 1, 有

1− (2ρ− 1)rk

α(1− rk)

∫ 1

0

t
1
α−1 1− (2β − 1)(rt)k

1− (rt)k
dt ≤ |L(2, 1)L(µ, λ + 1)f(z)|

≤ 1 + (2ρ− 1)rk

α(1 + rk)

∫ 1

0

t
1
α−1 1 + (2β − 1)(rt)k

1 + (rt)k
dt. (3.1)
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证 设 f(z) ∈ Q̄k,λ,µ(α, β, ρ), 则存在 g(z) ∈ V̄k,λ,µ(α, β), 使得

Re
L(2, 1)L(µ, λ + 1)f(z)

L(µ, λ + 1)g(z)
< ρ, z ∈ U.

令
L(2, 1)L(µ, λ + 1)f(z)

L(µ, λ + 1)g(z)
= q(z), z ∈ U,

则 Re q(z) < ρ.
首先证明 |L(µ, λ + 1)g(z)| 的偏差性质, 因 g(z) ∈ V̄k,λ,µ(α, β) 存在 Re p(z) < β. 由引理

3.2, 有

|L(µ, λ + 1)g(z)| ≥ Re
(
L(µ, λ + 1)g(z)

)
= Re

{ 1
αz

1
α−1

∫ 1

0

t
1
α−1 1− (2β − 1)(rt)k

1− (rt)k
dt

}

>
1
α

∫ 1

0

t
1
α−1 1− (2β − 1)tk

1− tk
dt, (3.2)

|L(µ, λ + 1)g(z)| =
∣∣∣
{ 1

αz
1
α−1

∫ 1

0

t
1
α−1p(t)dt

}
| ≤ 1

α

∫ 1

0

t
1
α−1|p(zt)|dt

≤ 1
α

∫ 1

0

t
1
α−1 1 + (2β − 1)(rt)k

1 + (rt)k
dt. (3.3)

因为

L(2, 1)L(µ, λ + 1)f(z) = q(z)L(µ, λ + 1)g(z), z ∈ U,

且

|L(2, 1)L(µ, λ + 1)f(z)| = |q(z)L(λ + 1, 1)g(z)|, z ∈ U, (3.4)

由 (3.2), (3.3) 式和引理 3.2 以及引理 2.1, 得到

1− (2ρ− 1)rk

α(1− rk)

∫ 1

0

t
1
α−1 1− (2β − 1)(rt)k

1− (rt)k
dt ≤ |q(z) · L(µ, λ + 1)g(z)|

≤ 1 + (2ρ− 1)rk

α(1 + rk)

∫ 1

0

t
1
α−1 1 + (2β − 1)(rt)k

1 + (rt)k
dt,

再利用 (3.4) 式即得 (3.1) 式. 证毕
对函数

f(z) = L(λ + 1, µ)L(1, 2)
{ 1− (2ρ− 1)zk

α(1− zk)z 1
α−1

∫ z

0

t
1
α−1 1− (2β − 1)tk

1− tk
dt

}
(3.5)

分别取 z = rei π
k , z = r 时不等式 (3.1) 式的等号成立.

4 卷积

引理 4.1 [11] 设 ϕ(z), g(z) 在 U 内解析, 满足 ϕ(0) = h(0), ϕ′(0) 6= 0, h′(0) 6= 0, 并且对
每个适合 |σ| = |τ | = 1 的复数 σ, τ , 有

ϕ(x) ∗ 1 + τσz

1− σz
h(z) 6= 0(0 < |z| < 1).
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设 F (z) 在 U 内解析, 且 Re F (z) > 0(0 < |z| < 1), 则

Re
{ϕ ∗ (

F (z)h(z)
)

ϕ ∗ h(z)

}
> 0 (0 < |z| < 1).

定理 4.1 设 σ, τ 满足 |σ| = |τ | = 1 的复数,

f(z) ∈ Q̄k,λ,µ(α, β, ρ), φ(z) = z +
∞∑

n=k

αk+1z
k+1

在 U 内解析, 且 ϕ(z) ∗ 1+τσz
1−σ

z 6= 0 (0 < |z| < 1), 则 f ∗ φ(z) ∈ Q̄k,λ,µ(α, β, ρ).
证 (i) 先证明 g ∗ φ(z) ∈ V̄k,λ,µ(α, β). 设

F (z) = β − [(1− α)
L(µ, λ + 1)g(z)

z
+ α

L(2, 1)L(λ + 1, 1)g(z)
z

], h(z) = z,

则 F (z) 在 U 内解析, 且 ReF (z) > 0(z ∈ U), ϕ ∗ h(z) = z.

由于

ϕ ∗ Fh(z) = ϕ(z) ∗ [βz − ((1− α)L(µ, λ + 1)g(z) + αL(2, 1)L(µ, λ + 1)g(z))]

= βz − [(1− α)ϕ ∗ L(µ, λ + 1)g(z) + αϕ ∗ L(2, 1)L(µ, λ + 1)g(z)]

= βz − [(1− α)L(µ, λ + 1)(ϕ ∗ g)(z) + αL(2, 1)L(µ, λ + 1)(ϕ ∗ g)(z)]. (4.1)

利用引理 4.1, 得

Re
{ϕ ∗ (

F (z)h(z)
)

ϕ ∗ h(z)

}
= β − Re

{
(1− α)

L(µ, λ + 1)(φ ∗ g)(z)
z

+α
L(2, 1)L(µ, λ + 1)(ϕ ∗ g)(z)

z

}
> 0. (4.2)

即

Re
{

(1− α)
L(µ, λ + 1)(ϕ ∗ g)(z)

z
+ α

L(2, 1)L(µ, λ + 1)(ϕ ∗ g)(z)
z

}
< β(z ∈ U),

从而 g ∗ φ(z) ∈ V̄k,λ,µ(α, β).
(ii) 下面要证明 f ∗ ϕ(z) ∈ Q̄k,λ,µ(α, β, ρ), 设 f(z) ∈ Q̄k,λ,µ(α, β, ρ).
令

p(z) = ρ− L(2, 1)L(µ, λ + 1)f(z)
L(µ, λ + 1)g(z)

, h(z) = z,

则 p(z) 在 U 内解析, 且 Re (p(z) > 0)(z ∈ U), ϕ ∗ h(z) = z. 由于

φ ∗ L(µ, λ + 1)g(z) · p(z) = ρφ ∗ L(µ, λ + 1)g(z)− φ ∗ L(2, 1)L(µ, λ + 1)f(z), (4.3)

注意到

φ ∗ L(µ, λ + 1)g(z) = L(µ, λ + 1)(φ ∗ g)(z),

φ ∗ L(2, 1)L(µ, λ + 1)f(z) = L(2, 1)L(µ, λ + 1)(φ ∗ f)(z).
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由 (4.3) 式得到

Re p(z) = Re{L(2, 1)L(µ, λ + 1)(φ ∗ f)(z)
L(µ, λ + 1)(φ ∗ g)(z)

} < ρ,

其中由 (i) 可知 φ ∗ g(z) ∈ V̄k,λ,µ(α, β). 故 f ∗ ϕ(z) ∈ Q̄k,λ,µ(α, β, ρ).

5 半径问题

从引理 3.2 得到函数类 P̄k(β) 与 Pk(τ)(0 ≤ τ < 1) 的包含关系.
引理 5.1 设 β > 1, z ∈ U, k ∈ N, p(z) = 1 + pkz

k + · · · ∈ P̄k(β), 则对 |z| = r < r1, 有

Re p(z) ≥ 1− (2β − 1)rk

1− rk
> 0 (或 p(z) ∈ Pk(0)), (5.1)

其中

r1 = inf
k≥1
{ 1

k
√

2β − 1
}. (5.2)

令

Pτ,k =
{

p(z) = 1 + pkz
k + · · · : p(z)在U内解析且|p(z)− 1

2τ
| ≤ 1

2τ

}
(0 ≤ τ < 1).

由文 [12] 给出 Pτ,k 和 Pk(τ) 一种关系.
若 q(z) = 1

p(z)
, p(z) ∈ Pτ,k, 则 q(z) ∈ Pk(τ) 且

q′(z)
q(z)

= −p′(z)
p(z)

, (5.3)

|p
′(z)

p(z)
| ≤ 2k(1− τ)|z|k−1

(1− |z|k)(1 + (1− 2τ)|z|k) (z ∈ U).

引理 5.2 [12] 设 p(z) ∈ Pτ,k(0 ≤ τ < 1), 则

∣∣∣p
′(z)

p(z)

∣∣∣ ≤ 2k(1− τ)|z|k−1

(1− |z|k)(1 + (1− 2τ)|z|k) (z ∈ U).

利用 (5.3) 式和引理 5.2 容易推出
引理 5.3 设 q(z) ∈ Pk(τ)(0 ≤ τ < 1), 则对 |z| = r < 1, 有

∣∣∣zq′(z)
q(z)

∣∣∣ ≤ 2k(1− τ)rk

(1− rk)(1 + (1− 2τ)rk)
(z ∈ U). (5.4)

定理 5.1 设 α > 0, β > 1, ρ > 1, k ≥ 2, f(z) ∈ Q̄k,λ,µ(α, β, ρ), 则函数 L(µ, λ + 1)f(z)
在 |z| < R = min{r1, r2} 内是属于 C̄Mk(ρ), r1 由 (5.2) 式确定, r2 为方程

(ρ− 1)− 2[m(ρ− 1) + k(1−m)]rk − (ρ− 1)(1− 2m)r2k = 0 (5.5)

的最小正跟, 其中

m =
1
α

∫ 1

0

t
1
α−1 1− (2β − 1)rk

1− rk
dt ∈ (0, 1). (5.6)
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证 设 f(z) ∈ Q̄k,λ,ρ(α, β, µ), 存在函数 g(z) ∈ V̄k,λ,µ(α, β).
下面只要证明 L(µ, λ + 1)g(z) 在 |z| < R 内属于Mk(ρ) 即可. 令

F (z) =
L(µ, λ + 1)g(z)

z
, (5.7)

则 F (z) 在 U 内解析. 若 g(z) ∈ V̄k,λ,µ(α, β), 则利用定理 2.1 和引理 5.1, 存在 p(z) ∈ P̄k(β),
使得

Re F (z) = Re
[L(µ, λ + 1)g(z)

z

]
= Re

{ 1
αz

1
α

∫ 1

0

t
1
α−1p(t)dt

}

> m =
1
α

∫ 1

0

t
1
α−1 1− (2β − 1)rk

1− rk
dt. (5.8)

利用 (5.7) 和 (5.8) 式和引理 5.3, 得到

Re
{z(L(λ + 1, µ)g(z))′

L(λ + 1, µ)g(z)

}
= 1 + Re

zF ′(z)
F (z)

≤ 1 +
∣∣∣zF ′(z)

F (z)

∣∣∣

≤ (1− rk)(1 + (1− 2m)rk) + 2k(1−m)rk

(1− rk)(1 + (1− 2m)rk)
.

若
(1− rk)(1 + (1− 2m)rk) + 2k(1−m)rk

(1− rk)(1 + (1− 2m)rk)
< ρ, (5.9)

则

Re
{z(L(λ + 1, µ)g(z))′

L(λ + 1, µ)g(z)

}
< ρ,

(5.8) 式等价于

(ρ− 1)− [m(ρ− 1) + k(1−m)]rk − (ρ− 1)(1− 2m)r2k

(1− rk)(1 + (1− 2m)rk)
> 0. (5.10)

设 ϕ(r) = (ρ− 1)− 2[m(ρ− 1) + k(1−m)]rk − (ρ− 1)(1− 2m)r2k, 则 ϕ(r) 在 [0, 1] 内
连续, 且 ϕ(0) = ρ − 1 > 0, ϕ(1) = −2k(1 −m) < 0, 所以方程 (5.5) 的最小正根 r2 在 (0, 1)
内, 取 R = min{r1, r2}, 则函数 L(µ, λ + 1)g(z) 在Mk(ρ) 内属于, 由此推出 L(µ, λ + 1)f(z)
在 |z| < R 内属于 C̄Mk(ρ).
注 在定理 (2.1) 至定理 (5.1) 中分别取 λ = 0, λ = 1 时, 就得到函数类 Q̄k,0,2(α, β, ρ) 和

Q̄k,1,2(α, β, ρ) 中函数的相应的结果.
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A NEW CLASS OF ANALYTIC FUNCTIONS DEFINED BY
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Abstract: In the article, we study the a new class of analytic functions defined by Choi-

Saigo-Srivastava operator. By using the analytical method and operator theory, We obtain the

integral representations, distortion theorem, Hadamard product and radius of problem,which

generalizes the related results of some authors.
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