
Vol. 35 ( 2015 )
No. 5

数 学 杂 志
J. of Math. (PRC)

定向集指标非交换鞅的几种收敛性

张 艳 ,侯友良
(武汉大学数学与统计学院,湖北武汉 430072)

摘要: 本文研究了定向集指标非交换鞅的几种收敛性. 利用非交换鞅的理论, 得到了如下结果:

设 {xα,Mα}α∈I 是一个定向集指标的非交换鞅. 则 {xα} 依 L1 范数收敛 (或弱收敛) 的充要条件是

{xα} 一致可积且满足条件 (B): 对任意的 ε > 0, 存在投影 e ∈ M, 使得对任意的 y ∈ M, ‖y‖ ≤ 1 及

任意的 α ∈ I, 有 |τ(exαey)| < ε. 当 1 < p < ∞ 时, {xα} 依 Lp 范数收敛 (或弱收敛) 的充要条件是

{xα} 在 Lp(M) 中依 Lp 范数有界. 这也等价于存在一个 x∞ ∈ Lp(M), 使得 xα = Eα(x∞)(α ∈ I).

推广了交换情形中的相应结果.
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1 引言

近年来随着量子概率理论的发展, 非交换鞅的研究也取得了非常大的进展. 利用泛函分
析的方法, 许多经典的鞅不等式及收敛性定理等都已经被推广到非交换的情形. 例如, Pisier
和 Xu [1] 证明了非交换的 Burkholder-Gundy 不等式; Junge [2] 证明了非交换的 Doob 极大
不等式. 把关于经典的鞅的一些结果扩展到非交换鞅的情形, 在大多数情况下绝不是一件容
易的工作. 这是因为在经典鞅理论中一些常用的方法, 例如极大函数, 停时方法等等, 不适用
于非交换鞅的情形, 这常常需要新的方法. 非交换鞅与数学的很多领域, 比如算子代数理论,
算子空间理论, 量子概率和非交换调和分析等都有密切的联系. 非交换鞅理论仍在继续发展
中.
早在二十世纪七、八十年代, Dang-Ngoc [3], Cuculescu [4], 以及 Barnett [5] 已经研究了

非交换鞅的点态收敛性; Goldstein [6] 研究了非交换鞅的依范数收敛性. 他们研究的主要
是离散指标的情形. 然而, 定向集指标与离散指标这两种情形是有差别的. 在经典的情况,
Lester [7] 研究了定向集指标鞅的收敛性问题. 设 (Ω,B, P ) 是一个概率空间, Bα 是 B 的一族
单调增加的子 σ - 代数. 他证明了鞅 {xα,Bα}α∈I 按范数收敛 (或弱收敛) 的充要条件是: 当
1 < p < ∞ 时, 网 {xα, α ∈ I} 在 Lp(B) 中依范数有界; 当 p = 1 时, 网 {xα, α ∈ I} 一致可
积. 本文把上述结果推广到非交换鞅的情形. Lester [7] 在他的证明中用到这样一个事实: L1

空间中的一个子集 K 一致可积的充要条件是 K 在 L1 中是相对弱紧的. 然而这在非交换的
情形是不成立的. 在非交换空间 L1(M) 中, 一个子集K 是相对弱紧的并不等价于K 的一致

可积性, 还需要下面提到的条件 (B). 本文的主要结果是, 设 {xα,Mα}α∈I 是 Lp(M) 鞅, 则
如下四条性质等价:

∗收稿日期: 2014-06-28 接收日期:2014-09-15

基金项目：国家自然科学基金资助 (11271293).

作者简介: 张艳 (1990–), 女, 河南焦作, 硕士, 主要研究方向: Hp 鞅空间.



1160 数 学 杂 志 Vol. 35

(P1) 当 1 < p < ∞ 时, 网 {xα, α ∈ I} 在 Lp(M) 中依范数有界; 当 p = 1 时, 网
{xα, α ∈ I} 一致可积且满足条件

(B) 对任意的 ε > 0, 存在投影 e ∈ M, 使得对任意的 y ∈ M, ‖y‖ ≤ 1 及任意的 α ∈ I,
有 |τ(exαey)| < ε.

(P2) 网 {xα, α ∈ I} 在 Lp(M) 中弱收敛.
(P3) 存在 x∞ ∈ Lp(M), 使得网 {xα, α ∈ I∞} 是一个鞅, 即对任意的 α ∈ I 有

xα = Eα(x∞).
(P4) 网 {xα, α ∈ I} 在 Lp(M) 中按范数收敛.
上述结果是 Lester [7] 中的主要结果的非交换类比.

2 预备知识

设M 是定义在 Hilbert 空间 H 上的 von Neumann 代数. τ 是M 上正规、忠实、有限

的迹, 满足 τ(1) = 1. 设 1 ≤ p < ∞, Lp(M, τ) 是由满足

τ(|x|p) = ‖x‖p
p < ∞

的可测算子组成的空间, 则 Lp(M, τ) 是一个 Banach 空间. 下面把 Lp(M, τ) 简记为 Lp(M).
约定 L∞(M) = M. 熟知 Lp(M) 的对偶空间是 Lq(M), 其中 p−1 + q−1 = 1. 设 N 是M 的

一个子 von Neumann 代数, 则存在一个M 到 N 的正的收缩的投影 E , 满足
(i) E(axb) = aE(x)b, x ∈M, a, b ∈ N ;
(ii) τ(E(x)) = τ(x), x ∈M,

称 E 为M 到 N 的条件期望, 记为 E(·|N ). E 可以延拓为 Lp(M) 到 Lp(N ) 的正的收缩投
影, 仍然记为 E . 关于非交换 Lp 空间的更详细内容参见文 [8].
设 (I,≥) 是一个半序集. 如果 (I,≥) 进一步满足如下条件: 对任意的 α, β ∈ I, 都存在

γ ∈ I, 使得 γ ≥ α 并且 γ ≥ β, 则称偶 (I,≥) 是一个定向集. 为了方便, 将元“∞”加到集合
I 中, 令 I∞ = I ∪ {∞}, 并且规定: 对任意的 α ∈ I, 都有∞ ≥ α.
设 (I,≥) 是一个定向集. 称集合 {xα, α ∈ I} 为 Lp(M) 中的一个网, 若对每个 α ∈ I, 有

xα ∈ Lp(M). 若 (J,Â) 是另一个定向集, 并且映射 g : J → I 满足: 对任意的 α ∈ I, 都存在
β′ ∈ J , 使得对任意的 β 满足 β Â β′, 都有 g(β) ≥ α, 则称网 {xg(β), β ∈ J} 是 {xα, α ∈ I} 的
一个子网.
设M 是一个 von Neumann 代数. 以下总是设 {Mα, α ∈ I} 是M 的一族单调增加的子

von Neumann 代数, 即当 α ≥ β 时, Mα ⊃Mβ. 记MI =
∨

α∈I Mα 是包含
⋃

α∈I Mα 的最

小 von Neumann 代数. 熟知按照弱拓扑 (σ - 弱拓扑, 强拓扑, σ - 强拓扑)
⋃

α∈I Mα 在MI

中是稠密的.
以下把 x 关于Mα 和MI 的条件期望分别记为 Eα(x) 和 EI(x).
设 {xα, α ∈ I} 是 L1(M) 中的网. 如果满足对任意 β ≥ α 有 Eα(xβ) = xα, 则称

{xα, α ∈ I} 为关于 (Mα)α∈I 的鞅, 记为 {xα,Mα}α∈I . 在不至于引起混淆的情况下, 可以简
记为 {xα, α ∈ I}. 若对任意的 α ∈ I 有 xα ∈ Lp(M), 则称 {xα, α ∈ I} 为 Lp(M) 鞅, 其中
p ≥ 1. 此时令 ‖x‖p = sup

α∈I
‖xα‖p. 若 ‖x‖p < ∞, 则称 {xα, α ∈ I} 为 Lp - 有界鞅.

3 主要结果
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这节我们要证明引言中提到的关于定向集指标非交换鞅的按范数收敛 (或弱收敛) 的等
价条件, 即证明命题 (P1)–(P4) 的等价性. 为了叙述的方便, 我们先列出在证明过程中要用到
两个引理.
引理 3.1 [8] 设 1 ≤ p < ∞, A 是M 的一个 w∗ 稠密对合子代数且满足 A ⊂ S, 则 A 在

Lp(M) 中稠密.
注 在引理 3.1 中, S = {x ∈ M : τ(s(x)) < ∞}, 称 S 中的元是支撑迹有限的. 因为本

文中定义的迹是有限的, 所以 S = M.
引理 3.2 [5] 设 {xα,Mα}α∈I 是 Lp(M) 鞅, 其中 p ≥ 1. 则以下两个陈述等价:
(i) 存在 x ∈ Lp(M), 使得 xα = Eα(x) 并且 xα

Lp

−→ x.
(ii) {xα, α ∈ I} 在 Lp(M) 中是相对弱紧的.
下面用 P(M) 表示M 中的投影全体组成的集合. 用 S(M) 表示M 中投影的有限线性

组合所组成的空间.
引理 3.3 设 S(

⋃
α∈I Mα) 是

⋃
α∈I Mα 中投影的有限线性组合所组成的空间. 则

S(
⋃

α∈I Mα)在 Lp(MI) 中稠密, 其中 1 ≤ p < ∞.
证 显然

⋃
α∈I Mα 是MI 的一个对合子代数. 因为按照 σ -弱拓扑

⋃
α∈I Mα 在MI 中

是稠密的,而任何一个 von Neumann代数上的 w∗ 拓扑和 σ-w拓扑是一致的,所以
⋃

α∈I Mα

在MI 中是 w∗ 稠密的. 由引理 3.1 知道
⋃

α∈I Mα 依 p 范数在 Lp(MI) 中稠密. 另一方面,
对任意的 x ∈ ⋃

α∈I Mα, 存在 α ∈ I, 使得 x ∈Mα. 因为 S(Mα) 在Mα 中依算子范数稠密,
所以对任意的 ε > 0, 存在 y ∈ S(Mα) ⊂ S(

⋃
α∈I Mα), 使得

‖x− y‖p ≤ ‖x− y‖ < ε.

这说明依 p 范数 S(
⋃

α∈I Mα) 在
⋃

α∈I Mα 中稠密. 于是 S(
⋃

α∈I Mα) 在 Lp(MI) 中稠密.
引理证毕.
仿照文献 [4] 中关于离散指标非交换鞅一致可积性的定义, 我们给出定向集指标非交换

鞅的一致可积的定义.
定义 3.4 一个鞅 {xα,Mα}α∈I 称为一致可积的, 若 {xα, α ∈ I} 是 L1 有界的并且

lim
ε→0

sup{|τ(yxα)| : α ∈ I, y ∈MI , ‖y‖ ≤ 1, ‖y‖1 < ε} = 0.

引理 3.5 设 {xα,Mα}α∈I 是 L1(M) 鞅, 并且 {xα, α ∈ I} 一致可积. 若 y ∈ S(MI), 则
对任意的 ε > 0, 存在 α0 ∈ I, 使得当 β ≥ α ≥ α0 时, 有 |τ(y(xβ − xα))| < ε.

证 只需对 y ∈ P(MI)证明即可.由于 {xα, α ∈ I}一致可积,所以对任意的 ε > 0, 存在
δ > 0, 使得当 z ∈ MI 并且满足 ‖z‖ ≤ 1 及 ‖z‖1 < δ 时, 对任意的 α ∈ I 有 |τ(zxα)| < ε/2.
由引理 3.3 知道, 对上述的 δ > 0, 存在 y0 ∈ S(

⋃
α∈I Mα), 使得 ‖y − y0‖1 < δ. 因此

|τ(y(xβ − xα))| ≤ |τ((y − y0)xβ)|+ |τ((y − y0)xα)|+ |τ(y0(xβ − xα))| (3.1)

<
ε

2
+

ε

2
+ |τ(y0(xβ − xα))|.

因为 y0 ∈ S(
⋃

α∈I Mα), 故存在 α0 ∈ I 使得 y0 ∈ Mα0 . 由于 {xα,Mα}α∈I 是鞅, 因此当
β ≥ α ≥ α0 时,

|τ(y0(xβ − xα))| = |τEα(y0(xβ − xα))| = |τ(y0(Eα(xβ − xα)))| = 0.
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再由 (3.1) 式得到 |τ(y(xβ − xα))| < ε. 引理证毕.
引理 3.6 设 1 < p < ∞, {xα,Mα}α∈I 是 Lp(M) 鞅. 则对任意 y ∈ S(

⋃
α∈I Mα), 存在

α0 ∈ I, 使得当 β ≥ α ≥ α0 时, τ(y(xβ − xα)) = 0.

证 只需对 y ∈ P(
⋃

α∈I Mα) 证明即可. 因为 y ∈ P(
⋃

α∈I Mα), 所以存在 α0 ∈ I 使得

y ∈Mα0 . 由于 {xα,Mα}α∈I 是鞅, 因此当 β ≥ α ≥ α0 时,

τ(y(xβ − xα)) = τEα(y(xβ − xα)) = τ(yEα(xβ − xα)) = 0.

引理证毕.
下面的引理 3.7 虽然没有直接涉及到鞅, 但是它在证明 (P1) ⇒ (P2) 的过程中起着非常

重要的作用.
引理 3.7 设 {xα, α ∈ I} 是 Lp(M) 中的网, 1 ≤ p < ∞.
(i) 若 {xα, α ∈ I} 一致可积且满足条件 (B), 则 {xα, α ∈ I} 在 L1(M) 中有一个弱聚点.
(ii) 若 1 < p < ∞, {xα, α ∈ I} 是 Lp(M) 中依范数有界的子集. 则 {xα, α ∈ I} 在

Lp(M) 中有一个弱聚点.
证 (i) 令 E = {xα, α ∈ I}. 根据 [9, 引理 2.14], E 在 L1(M) 中相对弱紧的充要条件是

E 在 L1(M) 中一致可积且满足条件 (B). 故由题设条件知道 E 在 L1(M) 中相对弱紧. 于是
E 在 L1(M) 中有一个弱收敛子列, 即 E 在 L1(M) 中有一个弱聚点.

(ii) 当 1 < p < ∞ 时, Lp(M) 是 Lq(M) 的对偶空间, 这里 p−1 + q−1 = 1. 既然 E 在

Lp(M)中是有界的, 故它在 Lp(M) 中是相对弱紧的, 因此 E 在 Lp(M) 中有一个弱聚点. 引
理证毕.
从下面的定理 3.8 和定理 3.9 可以得到 (P1) ⇒ (P2).
定理 3.8 设 {xα,Mα}α∈I 是 L1(M) 鞅. 如果 {xα, α ∈ I} 在 L1(M) 中一致可积且满

足条件 (B), 则网 {xα, α ∈ I} 在 L1(M) 中弱收敛.
证 要证明的是存在 x ∈ L1(M), 使得对任意的 z ∈M, 有

lim
α∈I

τ(zxα) = τ(zx). (3.2)

我们分三步证明.
(i) 首先证明存在 x ∈ L1(M), 对任意的 z ∈ S(MI), (3.2) 式成立. 由定理的条件和引理

3.7知道,网 {xα, α ∈ I}有一个弱聚点 x ∈ L1(M). 故存在 {xα, α ∈ I}的子网 {xg(β), β ∈ J}
在 L1(M) 中弱收敛到 x, 于是对任意的 z ∈ S(MI) 有

lim
β∈J

τ(zxg(β)) = τ(zx). (3.3)

根据引理 3.5 知道, 对任意的 ε > 0, 存在 α0 ∈ I, 使得当 β ≥ α ≥ α0 时有

|τ(z(xβ − xα))| < ε

2
. (3.4)

又由子网的定义知道, 存在 β′ ∈ J , 使得当 β Â β′ 时有 g(β) ≥ α0. 由 (3.3) 式知道存在
β0 ∈ J(不妨设 β0 Â β′), 使得当 β Â β0 时,

|τ(zxg(β))− τ(zx)| < ε

2
. (3.5)
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对任意的 α ∈ I, 当 α ≥ g(β0) 时, 由 (3.4)、(3.5) 两式得到

|τ(zxα)− τ(zx)| ≤ |τ(z(xα − xg(β0)))|+ |τ(z(xg(β0) − x))| < ε

2
+

ε

2
= ε. (3.6)

因此对任意的 z ∈ S(MI), (3.2) 式成立.
(ii) 再证明对任意的 z ∈ MI 有 (3.2) 式成立. 由于 {xα, α ∈ I} 在 L1(M) 中一致可积,

所以 {xα, α ∈ I} 在 L1(M) 中按范数有界. 设 supα∈I ‖xα‖1 = k < ∞. 由于 S(MI) 在MI

中依范数稠密, 所以对 z ∈MI , 存在 zε ∈ S(MI), 使得

‖z − zε‖ <
ε

2(k + ‖x‖1)
. (3.7)

由第一步已经证明的结论知道, 存在 αε ∈ I, 使得当 α ≥ αε 时有

|τ(zε(xα − x))| < ε

2
. (3.8)

由 (3.7)、(3.8) 两式得到

|τ(zxα)− τ(zx)| ≤ |τ((z − zε)xα)|+ |τ(zε(xα − x))|+ |τ((z − zε)x)|
< ‖z − zε‖(‖xα‖1 + ‖x‖1) +

ε

2
<

ε

2
+

ε

2
= ε.

即对任意的 z ∈MI , (3.2) 式成立.
(iii) 最后考虑 z ∈M 的情形. 由于 EI(z) ∈MI , 由第二步已经证明的结果, 我们有

lim
α∈I

τ(EI(z)xα) = τ(EI(z)x).

因为 xα ∈ L1(MI)(α ∈ I), 所以 x ∈ L1(MI). 由条件期望算子的保迹性, 根据上式得到

lim
α∈I

τ(zxα) = lim
α∈I

τ(EI(zxα)) = lim
α∈I

τ(EI(z)xα) = τ(EI(z)x) = τ(zx).

即对任意的 z ∈M, (3.2) 式成立. 定理证毕.
定理 3.9 设 {xα,Mα}α∈I 是 Lp(M) 鞅 (1 < p < ∞), 并且集 {xα, α ∈ I} 按范数有界,

则网 {xα, α ∈ I} 在 Lp(M) 中弱收敛.
证 要证明的是存在 x ∈ Lp(M), 使得对任意的 z ∈ Lq(M)(p−1 + q−1 = 1), 有 (3.2) 式

成立. 首先说明对任意的 z ∈ S(
⋃

α∈I Mα) 有 (3.2) 式成立. 由引理 3.7 知道, 网 {xα, α ∈ I}
有一个弱聚点 x ∈ Lp(M). 故存在子网 {xg(β), β ∈ J} 在 Lp(M) 中弱收敛到 x. 于是对任意
的 z ∈ S(

⋃
α∈I Mα), 有 (3.3) 式成立. 根据引理 3.6, 对任意的 ε > 0, 存在 αε ∈ I, 使得当

β ≥ α ≥ αε 时有 |τ(z(xβ − xα))| = 0.

与定理 3.8 证明的第一步类似, 可以证明对任意的 z ∈ S(
⋃

α∈I Mα) 有 (3.2) 式成立.
余下的证明过程与定理 3.8 的第二步, 第三步类似, 只不过第二步要用到 S(

⋃
α∈I Mα) 在

Lp(MI) 中的稠密性. 详细过程从略. 定理证毕.
从下面的定理 3.10 可以得到 (P2) ⇒ (P3).
定理 3.10 设 {xα,Mα}α∈I 是 Lp(M) 鞅 (1 ≤ p < ∞). 若网 {xα, α ∈ I} 在 Lp(M) 中

弱收敛到 x∞, 则网 {xα, α ∈ I∞} 是一个鞅.
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证 任取 α0 ∈ I. 由鞅的定义知道, 对任意的 e ∈ P(Mα0), 当 β ∈ I, β ≥ α0 时有

τ(exβ) = τEα0(exβ) = τ(eEα0(xβ)) = τ(exα0).

由于 {xα, α ∈ I} 在 Lp(M) 中弱收敛到 x∞, 利用上式得到

τ(exα0) = lim
β∈I

τ(exβ) = τ(ex∞) = τ(eEα0(x∞)). (3.9)

令 y = (xα0 − Eα0(x∞))∗, 则 y ∈ Lp(Mα0). 由于Mα0 依 p 范数在 Lp(Mα0) 中稠密, 又因
为 S(Mα0) 依 p 范数在Mα0 中稠密, 故存在 yn ∈ S(Mα0), 使得当 n →∞ 时有 yn

Lp

−→ y,
由此推出 yn

w−→ y(n →∞). 利用 (3.9) 式得到

τ(|y|2) = τ(y∗y) = lim
n→∞

τ(y∗yn) = 0.

由 τ 的忠实性得到 y = 0. 这就证明了对任意的 α0 ∈ I 有 xα0 = Eα0(x∞). 因此网
{xα, α ∈ I∞} 是一个鞅. 定理证毕.
从下面的定理 3.11 可以得到 (P3) ⇒ (P4).
定理 3.11 若 {xα,Mα}α∈I∞ 是 Lp(M) 中的鞅 (1 ≤ p < ∞). 则网 {xα, α ∈ I} 在

Lp(M) 中收敛到 EI(x∞).
证 由于对任意的 α ∈ I, 有 xα = Eα(x∞) = Eα(EI(x∞)). 因此 x∞ 可以用 EI(x∞) 代替,

即可设 x∞ 关于MI 可测. 由于 x∞ ∈ Lp(MI), 并且由引理 3.3 的证明过程知道
⋃

α∈I Mα

在 Lp(MI) 中稠密, 故对任意 ε > 0, 存在 y ∈ ⋃
α∈I Mα, 使得 ‖x∞ − y‖p < ε/2. 所以对任意

的 α ∈ I 有

‖x∞ − xα‖p = ‖x∞ − Eα(x∞)‖p ≤ ‖x∞ − y‖p + ‖y − Eα(y)‖p + ‖Eα(x∞ − y)‖p

≤ 2‖x∞ − y‖p + ‖y − Eα(y)‖p < ε + ‖y − Eα(y)‖p. (3.10)

由于 y ∈ ⋃
α∈I Mα, 故存在 α0 ∈ I 使得 y ∈ Mα0 . 故当 α ≥ α0 时有 y = Eα(y). 因此 (3.10)

式表明对任意的 ε > 0, 存在 α0 ∈ I 使得当 α ≥ α0 时, ‖x∞ − xα‖p < ε. 这就证明了

lim
α∈I

‖xα − x∞‖p = 0.

定理证毕.
由于在 Lp(M) 中依范数收敛可以推出弱收敛, 所以 (P4) ⇒ (P2). 再结合定理 3.10 和定

理 3.11 得到 (P2) − (P4) 是等价的. 所以要证明 (P4) ⇒ (P1), 只需证明 (P3) ⇒ (P1) 即可.
下面的定理 3.12 说明 (P3) ⇒ (P1).
定理 3.12 设 1 ≤ p < ∞, {xα,Mα}α∈I∞ 是 Lp(M) 中的鞅. 则网 {xα, α ∈ I} 在

Lp(M) 中依范数有界. 并且当 p = 1 时, 网 {xα, α ∈ I} 一致可积且满足条件 (B).
证 由于 {xα,Mα}α∈I∞ 是鞅, 故存在 x∞ ∈ Lp(M), 使得对任意的 α ∈ I, 有 Eα(x∞) =

xα. 因此得到
‖xα‖p = ‖Eα(x∞)‖p ≤ ‖x∞‖p.

于是网 {xα, α ∈ I} 在 Lp(M) 中依范数有界.
当 p = 1 时, 因为 {xα,Mα}α∈I∞ 是鞅, 所以由定理 3.11 知道网 {xα, α ∈ I} 在 L1(M)

中收敛到 x∞. 结合引理 3.2 知道 {xα, α ∈ I} 在 L1(M) 中是相对弱紧的. 再由文 [9, 引理
2.14] 得到 {xα, α ∈ I} 一致可积且满足条件 (B). 定理证毕.
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CONVERGENCE OF NONCOMMUTATIVE MARTINGALES

INDEXED BY DIRECTED SETS

ZHANG Yan , HOU You-liang

(School of Mathematics and Statistics, Wuhan University, Wuhan 430072, China)

Abstract: In this paper, we discuss the convergence of noncommutative martingales indexed

by directed sets. According to the theory of noncommutative martingales, we come to the following

conclusions: Let {xα,Mα}α∈I be a noncommutative martingale with a directed index set. Then

{xα} converges in L1-norm(or weakly) if and only if {xα} is uniformly integrable and satisfies the

condition (B): for each ε > 0 there is a projection e ∈M such that |τ(exαey)| < ε for any y ∈M,

‖y‖ ≤ 1 and any α ∈ I. When 1 < p < ∞, {xα} converges in Lp-norm(or weakly) if and only if

{xα} is Lp-bounded in Lp(M). It is also equivalent to that there exists an x∞ ∈ Lp(M) such that

xα = Eα(x∞)(α ∈ I). It generalizes the corresponding conclusions in the commutative condition.

Keywords: directed set; noncommutative martingale; convergence; uniform integrability
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