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摘要: 本文研究了高次高斯和的计算问题. 利用指数和的相关性质及各种变换技巧与方法, 获

得了高次均值的一个精确计算公式, 拓展了经典高斯和均值计算的结果.
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1 引言

设 q ≥ 3 为奇数, k, n 为整数且 k ≥ 2, (n, q) = 1, 我们考虑 k 次高斯和

G(n, χ; q) =
q∑

a=1

χ(a)e(
nak

q
), (1.1)

其中 e(x) = e2πix, χ(a) 为模 q 的 Dirichlet 特征. 高斯和本质上为带 Dirichlet 特征的指数和.
指数和的研究源于著名的华林问题, 它是加法数论中的一个非常重要的问题. 国内外许多著
名的学者致力于指数和的研究并获得了丰硕的研究成果 [1−12].
单个指数和的取值并不规则, 但是其高次均值却呈现出良好的分布性质. 目前, 指数和高

次均值的计算已成为这一领域的热点问题. 近几年, 对于指数和高次均值的研究也取得了较
多的成果 [8−12].

本文研究了高次高斯和 G(n, χ; q) =
q∑

a=1

χ(a)e(nak

q
) 的计算, 并获得了其高次均值的精确

计算公式, 主要结果如下:
定理 1.1 设 q ≥ 3 为奇数,l, k, n 是正整数且 (n, q) = (k, φ(q)) = 1, 则我们有

∑
χ mod q

|G(n, χ; q)|2l =
∑

χ mod q

|
q∑

a=1

χ(a)e(
nak

q
)|2l

=
∏

p‖q
[pl(p− 2) + 1] ·

∏

pα‖q
α≥2

p(l+1)α−2(p− 1)2,
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这里
∏

pα||q
表示乘积遍历 q 所有不同的素因子 p 且满足 pα|q, pα+1 /| q.

2 引理

引理 2.1 令 p ≥ 3 为奇素数, n, k, α, l 是正整数且 (n, p) = (k, φ(pα)) = 1, 则有

∑
χ mod pα

|G(n, χ; pα)|2l =

{
pl(p− 2) + 1, α = 1,

p(l+1)α−2(p− 1)2, α ≥ 2,

这里 φ(q) 是欧拉函数.
证 若 (k, φ(pα)) = 1, 则存在整数 s 和 t 使得 ks + φ(pα)t = 1, 则显然有 (s, φ(pα)) = 1.

若 a 过模 pα 的缩余系, 则 as 亦过模 pα 的缩余系, 则

G(n, χ; pα) =
pα∑

a=1

χ(a)e(
nak

pα
) =

pα∑
a=1

χ(as)e(
naks

pα
) =

pα∑
a=1

χs(a)e(
na

pα
).

情形 1 α = 1. 若 χ=χ0 是模 p 的主特征, 则 χs 也为模 p 的主特征, 所以

|
p∑

a=1

χs(a)e(
na

p
)|=|

p∑
a=1

χs
0(a)e(

na

p
)| = |

p−1∑
a=1

e(
na

p
)| = 1.

若 χ 不是模 p 的主特征, 则易见 χs 也不是模 p 的主特征, 显然 χs 是模 p 的原特征, 所

以

∣∣∣∣
p∑

a=1

χs(a)e(na
p

)
∣∣∣∣ =

√
p, 则有

∑
χ mod p

|G(n, χ; p)|2l =
∑
χ mod p
χ6=χ0

|G(n, χ; p)|2l + |G(n, χ0; p)|2l

= (
√

p)2l(p− 2) + 1 = pl(p− 2) + 1.

情形 2 α ≥ 2. 若 χ 是模 pα 的原特征, 则由文献 [13] 第七章第 3 节内容可知 χs 也是模

pα 的原特征, 所以 |
pα∑

a=1

χs(a)e(na
pα )| = √

pα. 若 χ 不是模 pα 的原特征, 则 χs 亦不是模 pα 的

原特征, 由文献 [13] 中定理 7.2 可知
pα∑

a=1

χs(a)e(na
pα ) = 0. 所以

∑
χ mod pα

|G(n, χ; pα)|2l =
∑

χ mod pα

χ为原特征

|G(n, χ; pα)|2l +
∑

χ mod pα

χ为非原特征

|G(n, χ; pα)|2l

= (
√

pα)2l(φ(pα)− φ(pα−1)) = p(l+1)α−2(p− 1)2.

引理 2.2 令整数 q = pα1
1 pα2

2 · · · pαt
t , 这里 p1, p2, · · · , pt 是 q 的所有素因子, 则有

∑
χ mod q

|G(n, χ; q)|2l =
∑

χ mod q

|
q∑

a=1

χ(a)e(
nak

q
)|2l.
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证 由文献 [8] 的引理 2.2 可知

|
q1q2∑
a=1

χ(a)e(
f(a)
q1q2

)| = |
q1∑

a=1

χ1(q2a)e(
f(q2a)
q1q2

)||
q2∑

a=1

χ2(q1a)e(
f(q1a)
q1q2

)|,

在上式中令 f(a) = nak, 则有

|
q1q2∑
a=1

χ(a)e(
nak

q1q2

)| = |
q1∑

a=1

χ1(q2a)e(
nqk

2ak

q1q2

)||
q2∑

a=1

χ2(q1a)e(
nqk

1ak

q1q2

)|

= |
q1∑

a=1

χ1(q2a)e(
nqk−1

2 ak

q1

)||
q2∑

a=1

χ2(q1a)e(
nqk−1

1 ak

q2

)|

= |
q1∑

a=1

χ1(q2a)e(
n1a

k

q1

)||
q2∑

a=1

χ2(q1a)e(
n2a

k

q2

)|,

这里 (n1, q1) = 1, (n2, q2) = 1. 所以

∑
χ mod q

|G(n, χ; q)|2l =
∑

χ mod q

|
q∑

a=1

χ(a)e(
nak

q
)|2l

=
∑

χ1 mod p
α1
1

∑

χ2 mod p
α2
2

· · ·
∑

χr mod pαr
r

r∏
i=1

|
p

αi
i∑

a=1

χi(a)e(
nia

k

pαi

i

)|2l

=
r∏

i=1

∑

χi mod p
αi
i

|
p

αi
i∑

a=1

χi(a)e(
nia

k

pαi

i

)|2l =
∏

pα‖q

∑
χ mod pα

|
pα∑

a=1

χ(a)e(
nak

pα
)|2l,

其中 ni = n
(

q

p
αi
i

)k−1

, (ni, pi) = 1.

3 定理的证明

下面我们证明定理 1.1.
证 由引理 2.2, 可知

∑
χ mod q

|G(n, χ; q)|2l =
∑

χ mod q

|
q∑

a=1

χ(a)e(
nak

q
)|2l =

∏

pα‖q

∑
χ mod pα

|
pα∑

a=1

χ(a)e(
nak

pα
)|2l

=
∏

p‖q

∑
χ mod p

|
p∑

a=1

χ(a)e(
nak

p
)|2l ·

∏

pα‖q
α≥2

∑
χ mod pα

|
pα∑

a=1

χ(a)e(
nak

pα
)|2l,

结合引理 2.1 的结论, 有
∑

χ mod q

|G(n, χ; q)|2l =
∏

p‖q
[pl(p− 2) + 1] ·

∏

pα‖q
α≥2

p(l+1)α−2(p− 1)2,

这里 χ = χ1χ2 · · ·χr mod q, χj(j = 1, 2, · · · , t) 是模 p
αj

j 的特征.
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EXPLICIT FORMULAS FOR THE MEAN VALUE OF HIGH

GAUSS SUMS
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Abstract: In this paper, the computation problem of the kth Gauss sums is studied and an

explicit formula of the mean value is obtained. By using the properties of exponential sums and

various techniques and methods, the mean value of classical Gauss sums is promoted.
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