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摘要: 本文研究了 Banach 空间随机紧集的极限性质. 利用嵌入定理, 得到了 Banach 中独立

同分布随机紧集的Minkowski 和的中偏差原理.
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1 引言

设 (F, ‖ · ‖)是一个 Banach空间, K(F )表示 F 中所有非空紧集的集合.若A ∈ K(F ), 定
义 co(A) 为 A 的闭核. 由Mazur’s 定理 [1], 我们知道 co(A) ∈ co(K(F )), 这里 co(K(F )) 表示
F 的非空紧凸子集的集合.空间K(F )赋予Minkowski加法和数乘运算:对于A1, A2 ∈ K(F ),
和任意实数 λ,

A1 + A2 = {a1 + a2 : a ∈ A1, a2 ∈ A2}, λA1 = {λa1 : a1 ∈ A1}.

在 Hausdorff 距离下

d(A1, A2) = max
{

sup
a1∈A1

inf
a2∈A2

‖a1 − a2‖, sup
a2∈A2

inf
a1∈A1

‖a2 − a1‖
}

,

(K(F ), d) 是一个完备可分度量空间. 在 K(F ) 上赋予 Hausdorff 拓扑下的 Borel σ- 域. 若
A ∈ K(F ), 则 ‖A‖ = d(A, {0}) = supa∈A ‖a‖.
设 F ∗ 是 F 的拓扑对偶, B∗ 为 F ∗ 的单位球. 由 Banach-Alaoglu 定理可知, B∗ 被赋予

弱 ∗ 拓扑 ω∗ 是紧的 [2]. 此外, 空间 (B∗;ω∗) 是可分的和可度量化的. 令M(B∗) 表示 B∗ 上

的 Borel 符号测度. 设 (Ω;F ;P) 是一个概率空间. F 上的随机紧集是一个从 Ω 到 K(F ) 上的
可测函数, i.e., 取值为 K(F ) 的随机变量. 若 A 是一个随机紧凸集 (i.e., co(K(F )) - 值的随机
变量), 则 EA 被定义为

EA = {Ef |f ∈ L1(Ω;F ;P), f(ω) ∈ A a.s.},

这里 f : Ω → F 是 A 的一个选择, Ef 表示 Bochner 积分意义下的期望. 一般来说, EA 是空

的, 但是如果 E‖A‖ < ∞, 则 EA ∈ co(K(F )). 如果 A 是一个随机紧集, 则

EA = E(co(A))
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且 EA ∈ co(K(F )). 这里 co(A) 表示 A 的闭凸核.
假设 F 是 p 型 (p > 1), i.e., 存在常数 c 使得对任意取值为 F , 且期望为 0 的独立随机变

量 f1, · · · , fn, 有

E‖
n∑

i=1

fi‖p ≤ c

n∑
i=1

E‖fi‖p. (1.1)

每一个 Hilbert 空间是 2 型空间; Lp (1 < p < ∞) 空间是 min(p, 2) 型空间. 然而, [0, 1] 上连
续函数空间赋予上确界范数则是 1 型空间, 但对任意 p > 1, 却不是 p 型空间.
令 N∗ 表示正整数集.
定理 1.1 (1) 设 (An)n∈N∗ 是一列 i.i.d.F 上的随机紧凸集, 假设存在一个正常数 δ > 0,

使得

E exp (δ‖A1‖) = E exp
(

δ sup
a∈A1

‖a‖
)

< ∞.

对任意M(B∗) 上一个测度 λ, 设

Λ(λ) =
1
2
E

(∫

B∗
sup
a∈A1

x∗(a)dλ(x∗)
)2

(1.2)

且对任意 U ∈ co(K(F )),

Λ∗(U) = sup
λ∈M(B∗)

(∫

B∗
sup
x∈U

x∗(x)dλ(x∗)− Λ(λ)
)

. (1.3)

对 K(F ) 上的一个非凸集 U , 设 Λ∗(U) = +∞. 此外, 设 (bn) 是一列正数满足 1 ¿ bn ¿ n,
i.e., 当 n →∞,

bn →∞;
bn√
n
→ 0,

和

Sn :=
∑n

i=1(Ai − EAi)
bn

√
n

P−→ 0.

(2) 设 (An)n∈N∗ 是一列 F 上 i.i.d. 随机紧集, 假设存在正数 δ > 0 和 δ0 > 0, 使得

E exp
(

δ sup
a∈A1

‖a‖1+δ0

)
< ∞.

假设当 n →∞, (bn) 满足

bn →∞;
bn√
n
→ 0,

log n

b2
n

→ 0,
b
2+(1− 2

1+δ0
)p

n

n1−p/2
→∞. (1.4)

若 (1) 或 (2) 成立, 则对任意 U ∈ K(F ),

− inf
U∈Uo

Λ∗(U) ≤ lim inf
n→∞

1
b2
n

logP(Sn ∈ U) ≤ lim sup
n→∞

1
b2
n

logP(Sn ∈ U) ≤ − inf
U∈U

Λ∗(U),

这里 Uo 和 U 分别表示关于 Hausdorff 拓扑的内部和闭包.
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2 定理的证明

不妨设 Sn = A1 + · · ·+ An 且 EA1 = 0. 我们首先给出几个已有的结果.
嵌入定理 (见文献 [3]) 对 F 中的紧凸子集 A, 其支撑函数 sA : B∗ → R 被定义为

∀ x∗ ∈ B∗, sA(x∗) = sup{x∗(x) : x ∈ A}.

令 C(B∗, ω∗) 表示在弱 ∗ 拓扑下连续函数全体. 在一致范数下 ‖ · ‖∞, C(B∗, ω∗) 是一个可分
的 Banach 空间. 当 A 是紧的, 则 sA ∈ C(B∗, ω∗). 映射 s : co(K(F )) → C(B∗, ω∗) 有下面性
质. 对任意 A1, A2 ∈ co(K(F )) 和 t ∈ R+,

sA1 = sA2 ⇔ A1 = A2, A1 ⊂ A2 ⇔ sA1 ≤ sA2 ,

sA1+A2 = sA1 + sA2 , stA1 = tsA1

和 d(A2, A2) = ‖sA1 − sA2‖∞. 所以 co(K(F )) 是一个代数和拓扑同构的.
Banach 空间上的中偏差原理 (见文献 [4, 5]) 设 E 是一个 Banach 空间, E1 是 E 的

一个闭凸子集, E∗ 表示 E 的拓扑对偶. 给定 E1 值随机变量 X, 若 X ∈ WM2
0 表示满足

Eλ(X) = 0 和 Eλ2(X) < ∞ 对任意 λ ∈ E∗. 设 (Xn)n∈N∗ 是一列定义在 (Ω,F ,P) 上取值为
E1 的 i.i.d. 随机变量 X1 ∈ WM2

0 , 设 Sn = (X1 + · · ·+ Xn)/(bn

√
n). 假设存在 δ > 0, 使得

E exp (δ‖X1‖) < ∞

和

Sn
P−→ 0.

则对任意 U ⊂ E,

− inf
x∈Uo

Λ∗E(x) ≤ lim inf
n→∞

1
b2
n

logP(Sn ∈ U) ≤ lim sup
n→∞

1
b2
n

logP(Sn ∈ U) ≤ − inf
x∈U

Λ∗E(x),

这里

Λ∗E(x) = sup
λ∈E∗

{λ(x)− ΛE(λ)}

和

ΛE(λ) =
1
2
Eλ2(X1).

凸核的距离 (见文献 [3, 6]) 设 A ∈ K(F ), 其内半径为

r(A) = sup
a∈co(A)

inf{R : ∃a1, · · · , as ∈ A, a ∈ co(a1, · · · , as), ‖a− ai‖ ≤ R, 1 ≤ i ≤ s}.

显然, r(A) = 0 当且仅当 A 是凸的. 对任意 A, r(A) ≤ 2‖A‖ = 2 supa∈A ‖a‖. 对任意
A1, · · · , An ∈ K(F ),

d(A1 + · · ·+ An, co(A1) + · · ·+ co(An)) ≤ c1/p(r(A1)p + · · ·+ r(An)p)1/p. (2.1)

这里 p 与 p 型空间 F 有关, 常数 c 定义在 (1.1) 式.
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定理 1.1 的证明 证明分为三步.
第一步 设 (An)n∈N∗ 是凸的. 设 E = C(B∗, ω∗), E1 = s(co(K(F ))) 和随机函数

(sAn
)n∈N∗ . 由 Riesz 表示定理 [7], E 的拓扑对偶是 (B∗, ω∗) 上的符号测度集. 有定理

1.1 的条件, 存在 δ > 0, 使得

E exp (δ‖sA1‖∞) = E exp
(

δ sup
a∈A1

‖a‖
)

< ∞.

由于 s 的同构性, 对任意 U ∈ co(K(F )), Λ∗(U) = Λ∗E(sU ), 有

− inf
U∈Uoco

Λ∗(U) ≤ lim inf
n→∞

1
b2
n

logP(Sn ∈ U) ≤ lim sup
n→∞

1
b2
n

logP(Sn ∈ U) ≤ − inf
U∈Uco

Λ∗(U).

第二步 设 (An)n∈N∗ 不必凸, 令 Sn = (A1 + · · ·+ An)/(bn

√
n) 和 Sco = (co(A1) + · · ·+

co(An))/(bn

√
n). 下面证明

对任意 r > 0,

lim
n→∞

1
b2
n

logP(d(Sn, Sco
n ) ≥ r) = −∞. (2.2)

应用不等式 (1.4),

P(d(Sn, Sco
n ≥ r)) ≤ P(c1/p(r(A1)p + · · ·+ r(An)p)1/p ≥ rbn

√
n),

由条件 (1.4), 存在递增正序列 an 和一个正常数 β, 使得

p− β = 1 + δ0, b
2p

1+δ0
−2

n ¿ an ¿ b2
nnp/2−1,

即

b2β/(p−β)
n ¿ an ¿ b2

nnp/2−1, (2.3)

所以有

P(c1/p(r(A1)p + · · ·+ r(An)p)1/p ≥ rbn

√
n)

= P
(
r(A1)p + · · ·+ r(An)p ≥ (rbn

√
n)p/c

)

≤ P
(

max
1≤i≤n

r(Ai)β
[
r(A1)p−β + · · ·+ r(An)p−β

] ≥ (rbn

√
n)pan/(can)

)

≤ P
(

max
1≤i≤n

r(Ai)β ≥ anα

)
+ P

(
r(A1)p−β + · · ·+ r(An)p−β ≥ (rbn

√
n)p

(αcan)

)

≤ nP
(
r(A1)p−β ≥ (anα)(p−β)/β

)
+ P

(
r(A1)p−β + · · ·+ r(An)p−β ≥ (rbn

√
n)p

(αcan)

)
.

由于 r(A1) ≤ 2‖A1‖ = 2 supa∈A1
‖a‖, 由Markov’s 不等式得

1
b2
n

logP
(
r(A1)p−β ≥ (anα)(p−β)/β

)

≤ 1
b2
n

log
(

exp
(
− λ(anα)(p−β)/β

)
E exp

(
2λ sup

a∈A1

‖a‖
))

≤−λ(anα)(p−β)/β

b2
n

+
1
b2
n

logE exp
(
2λ sup

a∈A1

‖a‖
)
,
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这里 λ > 0, 2λ ≤ δ. 因此, 从 (2.3) 式, 我们有

lim
n→∞

1
b2
n

log nP
(
r(A1)p−β ≥ (anα)(p−β)/β

)
= −∞.

由 Ai, i = 1, · · · , n 的独立性和Markov’s 不等式得

1
b2
n

logP
(
r(A1)p−β + · · ·+ r(An)p−β ≥ (rbn

√
n)p/(αcan)

)

≤ n

b2
n

logE exp
(
2λ sup

a∈A1

‖a‖p−β
)
− λ(rbn

√
n)p

b2
nancα

.

(2.4)

根据 (2.3) 式, 有

lim
n→∞

1
b2
n

logP
(
r(A1)p−β + · · ·+ r(An)p−β ≥ (rbn

√
n)p/(αcan)

)
= −∞. (2.5)

由 (2.4) 和 (2.5) 式, 获得 (2.2) 式.
第三步 设 U 是 K(F ) 的一个子集. 设 U ∈ Uo. 则存在 γ > 0 使得

{V ∈ K(F ) : d(U, V ) < γ} ⊂ U .

所以有

P(Sn ∈ U) ≥ P(d(Sn, U) < γ) ≥P(d(Sco
n , U) < γ/2, d(Sn, Sco

n ) < γ/2)

≥P(d(Sco
n , U) < γ/2)− P(d(Sn, Sco

n ) ≥ γ/2).

利用 (2.2) 式和中偏差原理得

lim inf
n→∞

1
b2
n

logP(Sn ∈ U) ≥ −Λ∗(U).

设 U ⊂ K(F ). 对任意 γ > 0, 设 Uγ = {A ∈ K(F ) : d(A,U) ≤ γ}. 所以

P(Sn ∈ U) ≤ P(Sco
n ∈ Uγ) + P(d(Sn, Sco

n ) > γ).

利用 (2.2) 式和中偏差原理得

lim inf
n→∞

1
b2
n

logP(Sn ∈ U) ≤ − inf{Λ∗(U) : U ∈ Uγco}.

由于 Uγco = Uγ
⋂

co(K(F )),
⋂

γ>0 Uγco = U ⋂
co(K(F )), 有

lim
γ→0

inf{Λ∗(U) : U ∈ Uγco} = inf{Λ∗(U) : U ∈ U ∩ co(K(F ))}.

右边显然大于左边. 设 (Un)n∈N∗ 是一列满足对任意 n, Un ∈ U1/nco 成立的序列, Λ∗(Un) 收
敛到左边. Λ∗ 的水平集是紧的, 从 (Un)n∈N∗ 可以提取子列收敛于 U 且 U ∈ U ∩ co(K(F )).
由 Λ∗ 的下半连续型, Λ∗(U) 小于左边. 令 γ → 0, 则可得到上界. 从上面的讨论, 定理可得.
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Abstract: In this paper the limit theories of random impact sets in Banach space are

studied. By using imbedding theorem, we prove a limiting theorem for Minkowski sums of i.i.d.

random sets in Banach space.
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