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摘要: 本文研究了带路段容量约束弹性需求用户均衡交通分配问题及其近似解法. 采用超需求

模型将弹性需求转化为固定需求, 提出了一种带路段容量约束弹性需求用户均衡交通分配近似算法.

该算法在迭代过程中, 通过不断自适应调节排队延误因子、误差因子来近似真实路段行驶时间, 使路段

流量逐步满足约束条件, 最终达到广义用户均衡. 这种方法克服了容量约束弹性需求用户均衡分配计

算量大及随机分配法要求枚举所有路径的困难. 随后证明了算法的收敛性, 并对一个小型路网进行了

数值试验.
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1 引言

在城市路网中, 交通需求一般会受到网络服务水平的影响, 当网络比较拥挤时, 用户可
能改变出行时间或者选择其他出行方式, 甚至放弃出行计划, 即弹性需求更加符合现实网络
[1−3]. 在弹性需求模型中常有部分路段的流量高于路段容量, 这不符合实际情形, 虽然可以采
用内罚函数法、外罚函数法或广义拉格朗日乘子法将路段容量约束问题转化为为一系列无容

量约束子问题 [4−6], 并通过对惩罚因子的不断调节, 反复采用 Frank-Wolfe 算法求解, 但由于
Frank-Wolfe 算法在弹性需求情况下收敛速度特别慢 [7], 因而妨碍了容量约束模型在大型路
网上的应用. 因此, 在弹性需求情况下设计一种带路段容量约束的有效算法可以加快分配速
度, 提高分配效率.
本文首先分析了无容量约束和容量约束弹性需求交通分配模型在路段行驶时间和需求

方面的差异, 指出在无容量约束情况下, 函数近似路段行驶时间低估了真实行驶时间, 进而高
估了真实需求. 基于这种思想, 提出了一种带路段容量约束的弹性需求 UE 交通分配近似算
法, 该方法采用超需求模型将弹性需求转化为固定需求, 然后设计带路段容量约束的 UE 近
似算法求解. 基本思想是基于 O-D 对间最短路的动态生成, 不需要路径枚举, 在每轮迭代中,
按全有全无方法进行流量分配, 与前一轮迭代所得到的流量进行加权得到新一轮的路径流量,
而各 O-D 对的加权系数则依据 Logit 模型来确定, 通过不断自适应调节排队延误因子、误差
因子来逼近真实路段行驶时间和 O-D 需求, 从而使路段流量逐步满足约束条件, 最终达到广
义用户均衡. 该算法不需要在每轮迭代中采用 Frank-Wolfe 算法求解无约束交通分配模型,
从而改进了分配效率. 随后证明了算法的收敛性. 最后通过一个算例, 说明了算法的可行性.
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2 容量约束交通均衡分配问题

给定一个交通网络 G = (N, A), N 为节点集, A 为路段集, R 为起点集, S 为终点集, R

与 S 可以有公共元素; 网络中共有 |A| 条路段; (r, s) 是以 r 为起点, s 为终点的 O-D 对; Prs

为 O-D 对 (r, s) 间所有路径集合. 容量约束弹性需求交通分配问题考虑了路段的容量, 使该
问题更加符合实际路网情形, 容量约束交通均衡模型具有形式:

min
x∈Ω

∑
a∈A

∫ xa

0

ta(ω)dω −
∑
r∈R

∑
s∈S

∫ qrs

0

B(ω)dω, (2.1)

其中

Ω =

{
x|

∑
p∈Prs

f rs
p = qrs, f

rs
p ≥ 0, xa =

∑
r∈R

∑
s∈S

∑
p∈Prs

f rs
p δrs

ap, xa ≤ Ca,∀a, p, r, s

}
. (2.2)

式中: xa 为路段 a 上的流量, 它们组成的向量为 x = (· · · , xa, · · · )T ; f rs
p 是 O-D 对 (r, s) 间

路径 p 上的流量, 组成的向量为 f = (· · · , f rs
p , · · · )T ; ta(xa) 为路段 a 行驶时间函数, 关于 xa

是严格单调增加且连续可微的, t(x) = (· · · , ta(xa), · · · )T 为路段行驶时间函数向量; Ca 为

路段 a 的容量, C = (· · · , Ca, · · · )T ; qrs 为 O-D 对 (r, s) 间的交通需求量; qrs = Drs(urs) 是
O-D 对 (r, s) 间的需求函数, 假定只与 (r, s) 间的最短行驶时间 urs 有关, 关于 urs 是严格单

调减少且连续可微的, q = (· · · , qrs, · · · )T ; urs = Brs(qrs) = D−1(qrs). 如果 O-D 对 (r, s) 间
路径 p 经过路段 a, 则 δrs

ap = 1, 否则为 0. 明显的, 上述模型 (2.1)–(2.2) 具有唯一路段流量、
需求解 (x∗, q∗). 由 K-K-T 条件知, 模型 (2.1)–(2.2) 的均衡条件为

(
∑
a∈A

t̃a(x∗a)δ
rs
ap − urs)f rs∗

p = 0,
∑
a∈A

t̃a(x∗a)δ
rs
ap − urs ≥ 0, f rs∗

p ≥ 0, (2.3)

q∗rs(urs −Brs(q∗rs)) = 0, urs ≥ Brs(q∗rs), q
∗
rs ≥ 0, (2.4)

da(x∗a − Ca) = 0, x∗a ≤ Ca, da ≥ 0, (2.5)

其中 t̃a(xa) = ta(xa) + da 称为广义路段行驶时间, Lagrange 乘子 urs, da 分别代表 O-D 对
(r, s) 间的最小行驶时间与路段 a 的排队延误时间, 因此上述一阶最优性条件经常称为弹性
需求广义用户均衡条件. 由于在拥挤网络中, da 并不是可以忽略的, 又 ta(xa) 是连续可微的,
因此当路段流量接近其容量时, 无容量约束时间函数近似曲线变化比较平稳, 而实际情况会
产生排队, 使路段实际行驶时间快速增加, 即当 xa > Ca 时, 实际延误 da 要高于无容量约束

下函数近似延误 d′a, 其误差因子4da = da − d′a > 0, 从而实际路径行驶时间也要高于函数近
似时间, 又需求是关于最短路径行驶时间是严格递减的, 因此无路段容量约束弹性需求 UE
高估了实际交通需求量. 需要注意的是虽然在实际弹性需求路网均衡条件下, 排队延误是唯
一的, 但 Lagrange 乘子 da 并不唯一

[1].

3 路段容量约束弹性需求用户均衡交通分配算法

Sheffi 等在无容量约束下提出一种超需求模型将弹性需求 UE 模型转化为固定需求模型
[7], 可以采用 Frank-Wolfe 算法求解. 带路段容量约束弹性需求 UE 模型也可以基于该思想
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进行转化: 在模型 (2.1) 中

∫ qrs

0

B(ω)dω =
∫ Drs(u0

rs)

0

B(ω)dω −
∫ Drs(u0

rs)

qrs

B(ω)dω, (3.1)

(3.1) 式右边第一项为常数, 在优化模型中可以省略, u0
rs 为自由流时 (r, s) 间最小行驶时间.

令 ers = Drs(u0
rs)− qrs, 则

−
∫ Drs(u0

rs)

qrs

Brs(ω)dω =
∫ 0

Drs(u0
rs)−qrs

Brs(Drs(u0
rs)− ω)dω = −

∫ ers

0

Wrs(ω)dω,

其中Wrs(ω) = Brs(Drs(u0
rs)− ω) 是单调增加且连续可微的. 若在 O-D 对 (r, s) 间添加一条

虚拟路段, ers 为虚拟路段流量, Wrs(ers) 为路段流量函数, 则路段容量约束弹性需求 UE 模
型可转化为如下固定需求模型:

min
(x,e)∈Ω

∑
a∈A

∫ xa

0

ta(ω)dω +
∑
r∈R

∑
s∈S

∫ ers

0

Wrs(ω)dω, (3.2)

其中

Ω =

{
(x, e)|

∑
p∈Prs

f rs
p + ers = Drs(u0

rs), ers ≥ 0, x ∈ Ω,∀r, s
}

. (3.3)

3.1 算法的基本思想

设路网中有 N 个 O-D 对, 首先置各路段初始流量为零, 进行全有全无交通分配并将
产生的最短路归入各 O-D 对的最短路径集 Ai ( i 表示第 i 个 O-D 对,i = 1, 2, · · · , N )
中, 然后自适应校正排队延误因子 da 和误差因子 4da, 再根据各路段上的当前流量重新
计算路段行驶时间 t̃a(xa) = ta(xa) + da, 并利用最短路算法产生与之对应的新的最短路 pi

(i = 1, 2, · · · , N). 如果 pi 不属于 Ai, 将其归入 Ai 中; 否则 Ai 中所含路径不发生变化, 但须
将路径 pi 的重复出现次数由mpi

更新为mpi
+ 1. 对第 i 个 O-D 对, 选取流量加权组合系数

α2
i , 将本次按全有全无分配的流量与前一步迭代各路径相应流量进行加权平均, 得到第二次
迭代的路径分配流量, 据此计算新的路段流量. 重复上述过程直至迭代终止.

3.2 αk
i 的选取方法

由于现实路网中各个 O-D 对的路径集和交通需求量存在一定差异性, 不同于 Frank-
Wolfe 算法中各 O-D 对共用一个加权系数, 本算法在迭代过程中各 O-D 对可选取不同的加
权组合系数. 选取方式如下: 计算第 k 次迭代时新产生的路径 pk

i 的初始行驶时间 tpk
i
及 Ak

i

中各条路径的初始行驶时间, 取

αk
i = max





exp(−θtpk
i
)∑

pi∈Ak
i

mpi
exp(−θtpi

)
, ζi





, (3.4)

其中 θ ≥ 0 为 Logit 模型中的分布参数, Ak
i 为迭代到第 k 次时, 已经求出的第 i 个 O-D

对的最短路集合 (包括路径 pk
i ), tpi

是路径 pi 的初始行驶时间, mpi
表示到目前为止, 在每
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次最短路算法中, 路径 pi 作为最短路而被重复选中的次数. 因此对第 i 个 O-D 对显然有∑
pi∈Ak

i
mpi

= k. 式 (3.4) 中 ζi 是一个与算法迭代误差 ε 有关的充分小正数, 其作用是既要
保证算法能够收敛, 又要使每一步迭代路径流量都有适当调整.

3.3 算法计算步骤

步骤 0 输入 O-D 表及网络几何信息, 设 O-D 对个数为 N , 令 i 表示第 i 个 O-D 对, 连
接各 O-D 对添加虚拟路段, 取容量为无穷大; 置各路段初始流量为 0, 迭代次数 k = 1, 第 i

个 O-D 对最短路径集 Ai = ∅; 取允许误差 ε > 0, 按全有全无分配各 O-D 对流量, 得路段流

量 xk 和行驶时间 tk, 计算 dk
a =

{
tk
a − ta(Ca), 如果 xa > Ca,

0, 否则,
随机产生 ∆dk

a ≥ 0, ∀a ∈ A;

将产生的最短路归入各 O-D 对的最短路径集 Ai(Ai 表示第 i 个 O-D 对, i = 1, 2, · · · , N) 中,
置mpk

i
= 1.

步骤 1 确定各路段行驶时间 tk+1
a = tk

a + dk
a, 并利用最短路算法计算各个 O-D 对最

短路 pk+1
i ; 如果 pk+1

i 6∈ Ai, 置 Ai := Ai ∪ pk+1
i , 路径 pk+1

i 的出现次数 mpk+1
i

= 1, 否则 Ai

中路径不发生变化, 置 mpk+1
i

= mpk
i

+ 1. 将每个 O-D 对的需求量进行全有全无分配, 将所

得到的各路径上的流量向量记为 f̃k
i , ẽk

i . 按规则 (3.4) 选取流量加权组合系数 αk+1
i , 对第

i 个 O-D 对, 按如下方式在其最短路径集 Ai 中分配流量: fk+1
i = αk+1

i f̃k
i + (1 − αk+1

i )fk
i ,

ek+1
i = αk+1

i ẽk
i + (1− αk+1

i )ek
i .

步骤 2 计算并输出路段分配流量 xk+1, ek+1 及路段行驶时间 tk+1, 如果

max
a∈A

|xk+1
a − xk

a|+ max
i=1,2,··· ,N

|ek+1
i − ek+1

i |+ max
a∈A

|xk+1
a − Ca| < ε,

停止; 否则转步骤 3.

步骤 3 令 dk+1
a =

{
dk

a +4dk
a, 如果 xk+1

a ≥ Ca,

0, 否则,
并令

4dk+1
a = max{0,4dk

a +
1

k + 1
(xk+1

a − Ca)},

∀a ∈ A, 置 k := k + 1, 转步骤 1.

3.4 算法的收敛性

定理 当 Ω 6= ∅ 且 Di(u0
i ) < ∞ (i = 1, 2, · · · , N) 时, 则对任意给定的迭代误差 ε > 0,

适当选取 ζi, 算法能有限终止.
证 由于路网中只有有限条路段, 要证明上述定理, 只需证明对路网中任意一条路段 a,

有

|xk+1
a − xk

a| <
ε

3
, |ek+1

i − ek
i | <

ε

3
,max{0, xk+1

a − Ca} <
ε

3
, k →∞,

即可.
先证 |xk+1

a − xk
a| < ε

3
, k →∞.

考察第 i 个 O-D 对, 取

M = max
p∈P

{exp(−θtp)}, m = min
p∈P

{exp(−θtp)},
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其中 P 为各 O-D 对所有生成路径的集合, 有

exp(−θtpk
i
)∑

pi∈Ak
i

mpi
exp(−θtpi

)
≤ M∑

pi∈Ai

m ·mk
i

≤ M

m
· 1
k
→ 0, k →∞.

因此 k 当充分大时, 总有 αk
i = ζi, 若取 ζi = ε

3N |Ai|qi
, 那么对 Ai 中任一条路径 pi, 由

fk+1
pi

= αk+1
i f̃pk

i
+ (1− αk+1

i )fk
pi

= fk
pi

+ αk+1
i (f̃k

pi
− fk

pi
),

知

|fk+1
pi

− fk
pi
| = αk+1

i |f̃pk
i
− fk

pi
| ≤ qiα

k+1
i = qiζi, k →∞,

其中 qi 为第 i 个 O-D 对的交通需求量. 由于交通网络中每个 O-D 对路径是有限的, 即
当 k → ∞ 时 Ai 中路径不再产生变化, 从而对路网中任意一条路段 a, 其路段流量为
xa =

∑
i

∑
p∈Ai

δapf
k+1
p , 即有

|xk+1
a − xk

a| ≤
∑

i

∑
p∈Ai

δap|fk+1
p − fk

p | ≤
∑

i

|Ai|qiζi ≤ ε

3
, k →∞.

再证 |ek+1
i − ek+1

i | ≤ ε
3
, k →∞.

因为 ek
i 是对应第 i 个 O-D 的路径流量, 由算法迭代过程 ek+1

i = αk+1
i ẽk

i + (1− αk+1
i )ek

i ,
可知

|ek+1
i − ek

i | = αk+1
i |ẽk

i − ek
i | ≤ αk+1

i qi = qiζi ≤ ε

3
, k →∞.

最后证max{0, xk+1
a − Ca} < ε

3
, k →∞.

假设当 k → ∞ 时有 max{0, xk+1
a − Ca} > ε

3
, 则存在一条路段 a, 当 k 充分大时有

xk
a − Ca > ε

3
> 0, 根据 dk

a, 4dk
a 的取法可知 dk

a →∞, 即有路段行驶时间 tk
a →∞, 因而可得

当 k 充分大时, 与路段 a 关联的路径 p 均有 f̃k
p = 0, 从而

fk+1
p = αk+1

i f̃k
p + (1− αk+1

i )fk
p = (1− αk+1

i )fk
p = (1− ζi)fk

p → 0, k →∞.

既有 xk+1
a =

∑
p∈P δapf

k+1
p → 0, k →∞, 这与 xk+1

a − Ca > ε
3
矛盾, 得证.

本文算法通过不断生成最短路来产生新路径, 且总是在最短路上进行流量分配, 而一些
较差路径不会被选择, 这符合均衡分配原则. 随着迭代次数的增加, 算法将不会产生新路径,
由前后两次路段流量的差异逐渐变小可知流量在不断调节过程中达到广义用户均衡. 由于该
算法在迭代过程中不断来近似实际路段行驶时间, 所以称为近似算法. 虽然算法步骤 3 中误
差因子更新方式与 Lagrange 乘子法更新方式相似, 但本文算法不需要在每次迭代中进行无
约束交通分配运算, 而且每次迭代都更新已产生的所有路径流量, 因此提高了迭代效率.

4 计算实例

下面通过一个实例来检验本文提出的分配算法, 考虑下图所示的道路交通网络:
网络中有 4个O-D对: 1-12、9-4、12-1、4-9, O-D需求函数为 drs = D̄rs exp(0.5(1− urs

u0
rs

)),
其中 u0

rs 为自由流时 O-D 对 (r, s) 间的最短行驶时间; 分别取 D̄1,12 = 460, D̄9,4 = 400,
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图 1: 道路交通网络

D̄12,1 = 440, D̄4,9 = 420; 共有 34 条路段, 路段旁数字表示自由流路段行驶时间, 设每条路段
容量 300, 采用 BPR 路阻函数: ta(xa) = ta(0)(1 + 0.5( xa

Ca
)4), Ca 为路段 a 的容量. 图中虚线

表示算法各 O-D 对间添加的虚拟路段, 初始行驶时间Wrs(0) = Brs(Drs(u0
rs)) = u0

rs.
令 xa 表示算法得到的路段流量, 分配结果如表 1 所示 (取 ε = 1, 保留小数点后两位).

表 1: 各路段流量表
a (1,2) (1,5) (2,1) (2,3) (2,6) (3,2) (3,4) (3,7) (4,3) (4,8) (5,1) (5,6) (5,9) (6,2) (6,5) (6,7) (6,10)

xa 218.88 176.15 215.54 256.51 202.95 256.69 196.21 160.06 199.89 206.28 164.18 277.46 205.21 199.44 276.67 299.78 165.57

a (7,3) (7,6) (7,8) (7,11) (8,4) (8,7) (8,12) (9,5) (9,10) (10,6) (10,9) (10,11) (11,7) (11,10) (11,12) (12,8) (12,11)

xa 156.55 299.61 285.49 201.44 195.07 284.23 173.22 194.03 234.21 161.45 237.92 174.25 199.03 173.84 248.84 160.74 246.02

从表 1 可以发现, 在弹性需求情况下, 即使路网比较拥挤, 路段分配流量也不会高于其容
量, 本文算法所得的结果中, 最高路段 (6,7) 流量仅为 299.78, 意味着在现实情况下该路段达
到饱和. 虚拟路段流量为 e1,12 = 59.86, e9,4 = 59.99, e12,1 = 55.39, e4,9 = 64.86 表示未出发
需求.

图 2: 算法收敛曲线 图 3: 路段 (1,2) 的变化趋势

图 2 给出了算法收敛曲线, 可以看出算法收敛速度非常快, 迭代 528 次达到收敛标准, 图
3 给出了路段 (1,2) 在算法迭代过程中流量的变化趋势, 在 100 次迭代以后路段流量趋于稳
定.

5 结束语

本文提出了一种带路段容量约束的弹性需求用户均衡交通分配近似算法, 这种方法不需
要在每轮迭代中采用 Frank-Wolfe 算法求解无约束交通分配模型, 从而改进了分配效率. 本
文算法所得分配结果均不超过路段容量, 因此更符合实际路网交通流分布情况. 由于分配流
量的路径均是各 O-D 当前迭代下的最优路径, 而未被选中的路径 (相对较差的路径) 不分配
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流量, 这恰好符合均衡交通分配原则. 本算法不需要路径枚举, 因而它是有效的容量约束弹性
需求交通分配算法. 后续工作我们将考虑在非对称网络中交通分配问题 [8] 中应用.
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APPROXIMATE ALGORITHM FOR ELASTIC DEMAND

TRAFFIC EQUILIBRIUM ASSIGNMENT PROBLEM WITH LINK

CAPACITY CONSTRAINTS

LIU Bing-quan1,2 , HUANG Chong-chao1

(1.School of Mathematics and Statistics, Wuhan University, Wuhan 430072, China)
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Abstract: This paper studies the elastic demand traffic equilibrium assignment problem with

link capacity constraints. We analyze the differences of link travel time and traffic demand between

the link capacity constraints model and the one with link capacity unconstraint. The elastic

demand model is transformed as fixed one according to excess demand formulation and we propose

an approximate algorithm for the model to circumvent the costly solution of the constrained

assignment problem. The algorithm ensures gradually the links flow lower than corresponding

capacity and trends to generalized elastic demand user equilibrium by approximating actual link

travel time and adaptively regulating the delay and error factors in each iteration. It is superior

to stochastic equilibrium methods by avoiding paths numeration. Both the convergence result and

the numerical example show the algorithms are effective and efficient.

Keywords: equilibrium traffic assignment; elastic demand; capacity constraints; approxi-

mate algorithm
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