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摘 要: 本文研究了唯一 g(x)-clean 环的性质与结构. 利用 g(x)-clean 环的方法, 得到了唯一

g(x)-clean 环与 g(x)-clean 环的关系, 唯一 g(x)-clean 环与一类特殊的生成环的等价条件, 以及斜

Hurwitz 级数环的 g(x)-clean 性, 推广了 g(x)-clean 环的研究结果.
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1 引言

如果环 R 中的每个元素都可以写成一个幂等元和一个可逆元的和, 那么称 R 为 clean 环
[1]. 如果R的每个元素的 clean表示是唯一的,那么称R为唯一 clean环 [2]. 很多学者对这类
环做了深刻的研究, 见文献 [3–6]. 设 C = C(R) 为环 R 的中心, g(x) 是 C(R)[x] 中的多项式,
如果 R 的每个元素 r 可以表示为 r = s + u 的形式, 其中 g(s) = 0, u ∈ U(R), Camillo-Simón
称满足此条件的环为 g(x)-clean 环 [7]. 类似于强 clean 环, Fan-Yang 研究了强 g(x)-clean 环
[8], 文献 [9–11] 还探讨了 clean 环与 g(x)-clean 环的关系. 本文定义了唯一 g(x)-clean 环, 研
究了唯一 g(x)-clean 环结构和性质, 得到了唯一 g(x)-clean 环与 g(x)-clean 环的关系, 唯一
g(x)-clean 环与一类特殊的生成环的等价条件, 以及斜 Hurwitz 级数环的 g(x)-clean 性, 推广
了 g(x)-clean 环的研究结果. 文中环是含单位元的结合环, U(R) 是 R 的可逆元的集合, J(R)
是 R 的 Jacobson 根, E(R) 是 R 的幂等元的集合.

2主要结果

定义 2.1 设 g(x)是 C(R)[x]上的给定多项式, r ∈ R. 如果 r = s+u,满足 g(s) = 0, u ∈
U(R), 且此表示是唯一的, 那么称 r 是唯一 g(x)-clean 的. 如果环 R 的每一个元素都是唯一

g(x)-clean 的, 那么称 R 是唯一 g(x)-clean 环.
唯一 (x2 − x)-clean 环是一类特殊的唯一 clean 环, 存在是唯一 clean 环, 但不是唯一

g(x)-clean 环的例子, 如下:
例 2.2 设 R 是 Boolean 环. 其中元素个数 |R| > 2, 取 c ∈ R 且 0 6= c 6= 1. 令

g(x) = (x + 1)(x + c). 则由推论 2[2] 知 R 是唯一 clean 的, 但由例 2.3[8] 知 R 不是 g(x)-clean
的, 因此也不是唯一 g(x)-clean 的.
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然而, 在某些特定类型的多项式里, 唯一 clean 和唯一 g(x)-clean 是等价的. 如下：
定理 2.3 设 R 是环, g(x) = (x− a)(x− b) ∈ C(R)[x], 其中 a, b ∈ C(R). 则下列说法成

立：

(1) R 是唯一 (x− a)(x− b)-clean 的, 当且仅当 R 是唯一 clean 的且 b− a ∈ U(R);
(2) 若 R 是唯一 clean 的且 b− a ∈ U(R), 则 R 是唯一 g(x)-clean 的.
证 (1)⇐ 设 r ∈ R. 由R是唯一 clean的且 (b−a) ∈ U(R)知,存在 e ∈ E(R), u ∈ U(R),

使得 r−a
b−a

= e+u,且此表示是唯一的. 因此 r = [e(b−a)+a]+u(b−a),易见 u(b−a) ∈ U(R),
e(b− a) + a 是 (x− a)(x− b) 的根. 故 r 是 (x− a)(x− b)-clean 的.
下面证唯一性, 若 r 还可以表示为 r = s + v, 其中 (s− a)(s− b) = 0, v ∈ U(R). 由此可

得
r − a

b− a
=

s− a

b− a
+

v

b− a
,

由已知 b− a ∈ U(R) 得 v
b−a

∈ U(R), 且

(
s− a

b− a
)2 =

(s− a)(s− b + b− a)
(b− a)2

=
(s− a)(b− a)

(b− a)2
=

s− a

b− a
.

再由 R 是唯一 clean 的可得 e = s−a
b−a

, u = v
b−a

, 从而 s = e(b− a) + a, v = u(b− a). 综上, R

是唯一 (x− a)(x− b)-clean 的.
⇒ 因为 a是唯一 (x−a)(x− b)-clean的, 所以存在 s1 ∈ R, u1 ∈ U(R)使得 a = s1 +u1,

其中 (s1−a)(s1−b) = 0且此表示是唯一的. 易得 s1 = b,从而 (b−a) ∈ U(R). 取任意 r ∈ R.
因为R是唯一 (x−a)(x−b)-clean的,所以存在 s ∈ R, u ∈ U(R)使得 r(b−a)+a = s+u,其
中 (s−a)(s−b) = 0. 因此 r = s−a

b−a
+ u

b−a
,易得 s−a

b−a
∈ E(R), u

b−a
∈ U(R). 故 r是 clean的. 若

r还有 clean表示 r = e+v,其中 e ∈ E(R), v ∈ U(R). 因此 r(b−a)+a = e(b−a)+a+v(b−a),
这里

v(b− a) ∈ U(R), [e(b− a) + a− a][e(b− a) + a− b] = 0.

由已知 R 是唯一 (x− a)(x− b)-clean 的, 我们有 e(b− a) + a = s 和 v(b− a) = u. 从而可得
e = s−a

b−a
和 v = u

b−a
. 故 R 是唯一 clean 的.

(2) 由 (1) 可以得证.
推论 2.4 设 R 是环. R 是唯一 clean 的当且仅当 R 是唯一 (x2 + x)-clean 的.
证 在定理 2.3 中令 a = 0 和 b = −1 即可得证.
注 2.5 唯一 (x2 + x)-clean 环和唯一 clean 环是等价的, 此结论对环是成立的, 但对单个

元素不成立. 设 Z 表示整数环, 例如 1 + 1 = 2 ∈ Z 在环 Z 中是唯一 clean 元, 然而易验证 2
在环 Z 中并不是唯一 (x2 + x)-clean 元.
命题 2.6 设 Z 表示整数环. 令 g(x) ∈ Z[x] 且 {Ri}i∈I 是一组环. 则 ΠiRi 是唯一

g(x)-clean 的当且仅当每一个 Ri, i ∈ I 是唯一 g(x)-clean 的.
证 如果 ΠiRi 是唯一 g(x)-clean 的, 那么由命题 2.7[8] 知对任意的 i, Ri 是 g(x)-clean

的. 设 xi ∈ Ri 且 xi = ai + ui = bi + vi, 这里

g(ai) = 0 = g(bi), ui, vi ∈ U(R).

则由积的定义知 (xi) = (ai)+(ui) = (bi)+(vi),且 g((ai)) = 0 = g((bi)), (ui), (vi) ∈ U(ΠiRi).
因此 (ai) = (bi), (ui) = (vi). 故 ai = bi, ui = vi.
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设对任意的 i ∈ I, Ri 是唯一 g(x)-clean 的, 则由命题 2.7[8] 知 ΠiRi 是 g(x)-clean 的. 设
(xi) ∈ ΠiRi, 其中 xi ∈ Ri. 假设 (xi) = (ai) + (ui) = (bi) + (vi), 这里

g((ai)) = 0 = g((bi)), (ui), (vi) ∈ U(ΠiRi).

则由积的定义知 xi = ai + ui = bi + vi, 其中 g(ai) = 0 = g(bi), ui, vi ∈ U(R). 因此
ai = bi, ui = vi. 故 (ai) = (bi), (ui) = (vi).
命题 2.7 设 R 是环, I ⊆ J(R) 是 R 的理想. 对于任意的 g(x) ∈ C(R)[x], ḡ(x) ∈

C(R/I)[x] 的根提升模 I, 如果 R 是唯一 g(x)-clean 的, 那么 R/I 是唯一 ḡ(x)-clean 的.
证 设 R̄ = R/I. 由推论 2.5[8] 知 R̄ 是 ḡ(x)-clean 的. 对任意的 r̄ ∈ R̄, 设

r̄ = s̄1 + ū1 = s̄2 + ū2,

其中 s̄1, s̄2 是 ḡ(x) 的根, ū1, ū2 ∈ U(R̄). 因为 ḡ(x) 的根提升模 I, 所以 s1, s2 ∈ R 且

g(s1) = g(s2) = 0. 因为 J(R) = {r ∈ R | 对任意可逆元 a ∈ R 有 r + a 仍是可逆元 }, 所以
存在 a, b ∈ I 使得 u = u1 + a, v = u2 + b ∈ U(R). 故 r = s1 + u = s2 + v. 由 R 的唯一性可

知 s1 = s2, u1 = u2. 由此可得 s̄1 = s̄2 和 ū1 = ū2.
文献 [2, 4] 证明了环 R 是唯一 clean 的, 且 e ∈ E(R) , 则 eRe 也是唯一 clean 的. 对唯

一 g(x)-clean 环, 有下面结论：
定理 2.8 设 R 是唯一 (x − a)(x − b)-clean 环, 其中 a, b ∈ C(R). 则对意的 e ∈ E(R),

eRe 是唯一 (x− ea)(x− eb)-clean 的. 特别的, 如果 g(x) ∈ (x− ea)(x− eb)C(R)[x] 且 R 是

唯一 (x− a)(x− b)-clean 的, 那么 eRe 是唯一 g(x)-clean 的.
证 由定理 2.3, R 是唯一 (x − a)(x − b)-clean 的当且仅当 R 是唯一 clean 的且 b − a ∈

U(R). 由推论 5[2] 知, 若 R 是唯一 clean 的, 则 eRe 唯一 clean 的. 再利用定理 2.3, eRe 是

唯一 (x− ea)(x− eb)-clean 的.
为了找到非交换的唯一 clean 环, 我们做了下面的工作. 设 R 是环, RVR 是 R-R- 双模,

它也是一个一般环. 对于所有的 v, w ∈ V 和 r ∈ R 有

(vw)r = v(wr), (vr)w = v(rw), (rv)w = r(vw).

则 R 的理想扩张为 I(R;V ) = R ⊕ V , 其中乘法运算为 (r, v)(s, w) = (rs, rw + vs + vw). 注
意, 如果 S 是环且 S = R⊕A, 其中 R 是子环且 A / S, 那么 S ' I(R;A).
命题 2.9 理想扩张 S = I(R;V ), 如果满足下面条件, 那么 S 是唯一 g(x)-clean 的, 其中

g(x) =
n∑

i=0

(ai, 0)xi ∈ C(S)[x].

(1) R 是唯一 g′(x)-clean 的, 此处 g′(x) =
n∑

i=0

aix
i ∈ C(R)[x];

(2) 若 g′(x) = 0, 则对任意 v ∈ V 有 xv = vx;
(3) 对任意 x ∈ V , 如果存在 r ∈ R 和 v ∈ V 使得 x(r + v) = 0, 那么 x = 0;
(4) 如果 v ∈ V , 那么对任意 w ∈ 有 v + w + vw = 0.
证 令 s = (r, v) ∈ S. 由已知 R 是唯一 g′(x)-clean 的, 则存在 t ∈ R 和 u ∈ U(R) 使得

r = t + u, 其中 g′(t) = 0. 因此 s = (r, v) = (t, 0) + (u, v). 因为

g(x) =
n∑

i=0

(ai, 0)(t, 0)i = (
n∑

i=0

ait
i, 0) = (0, 0),
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(u, v) ∈ U(S) (事实上 (u, v) = (u, 0)(1, u−1v)). 又因为 (0, v) ⊆ J(S), 所以

(1, u−1v) = (1, 0) + (0, u−1v) ∈ U(S).

则 s 是 g(x)-clean 的. 假设 s = (t′, x′) + (u′, v′), 其中 g((t′, x′)) = 0, (u′, v′) ∈ U(S). 则有
t + u = t′ + u′, 其中 g′(t′) = 0, u′ ∈ U(S′). 由 R 的唯一性得 t = t′ 以及 u = u′. 由条件 (2)
得

g((t′, x′)) =
n∑

i=0

(ai, 0)(t′, x′)i

= (
n∑

i=0

ait
i,

n∑
i=0

ai(C1
i t′i−1x′ + C2

i t′i−2x′2 + · · ·+ Ci
ix
′i)

= (0, x′(
n∑

i=0

ai(C1
i t′i−1 + C2

i t′i−2x′1 + · · ·+ Ci
ix
′i−1)) = (0, 0).

由条件 (3) 知 x′ = 0. 故 S 是唯一 g(x)-clean 的.
下面给出了唯一 g(x)-clean 环和由可逆元和 1 的根生成的环的关系.
定理 2.10 设 R 是一个环和 n ∈ N. 则下面结论是等价的:
(1) R 是唯一 (x2 − 2nx)-clean;
(2) R 是唯一 (x2 − 1)-clean;
(3) R 是唯一 clean 的且 2 ∈ U(R);
(4) R = U2(R) 且对任意 a ∈ R, a 可以唯一表示为 a = u + v, 其中 u, v ∈ U(R) 且

v2 = 1.
证 (1) ⇒ (3) 为了证明 2 ∈ U(R). 用反证法, 假设 2 6∈ U(R). 则 R̄ = R/(2nR) 6= 0.

设 2n = s + u 且 s2 − 2ns = 0, u ∈ U(R). 0̄ = 2n = s̄ + ū 意味着 s̄ = −ū ∈ U(R̄). 然而
s̄2 = s2 = 2ns = 0̄, 这是矛盾的. 所以 2 ∈ U(R). 由定理 2.3(1), 设 a = 0 和 b = 2n. 因此 R

是唯一 clean 的.
(3) ⇒ (1) 由定理 2.3(1) 易见.
(3) ⇒ (4) 设 a ∈ R. 在 (1) ⇔ (3)中令 n = 1. 则 1−a = s+u, 其中 s2 = 2s, u ∈ U(R),

且此表示是唯一的. 因此 a = (−u) + (1− s), 其中−u ∈ U(R), (1− s)2 = 1. 假设 a = w + v,
其中w, v ∈ U(R), v2 = 1. 则 1−a = (−w)+(1−v),其中 (−w) ∈ U(R), (1−v)2 = 2(1−v).
因此 R 是唯一 (x2 − 2x)-clean 的, 且 −w = u, 1− v = s. 所以 w = −u, v = 1− s.

(4) ⇒ (3) 设 a ∈ R, 则存在 u ∈ U(R) 和 v2 = 1 使得 1 − a = u + v. 因此 a =
(−u)+(1−v),其中−u ∈ U(R), (1−v)2 = 2(1−v). 假设 a = s+w,其中w ∈ U(R), s2 = 2s.
在 (1) ⇔ (3) 中令 n = 1, 即可得 (4) ⇒ (3).

(2) ⇒ (4) 若 R 是唯一 (x2− 1)-clean 的, 则对任意的 r ∈ R 存在 u, v ∈ U(R) 且 v2 = 1
使得 r = u + v, 而且此表示是唯一的.

(4) ⇒ (2) 设 a ∈ R. 则 a 可以唯一表示为 a = u + v, 其中 u, v ∈ U(R), v2 = 1. 可见 v

是 x2 − 1 的根. 故 R 是唯一 (x2 − 1)-clean 的.
类似于定理 2.10, 可以证明下面的结论.
推论 2.11 设m, k ∈ N. 对于任意的环 R 和一个固定的整数 n > 0, 下面结论是等价的:
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(1) R 是唯一 (x2 − nmx)-clean;
(2) R 是唯一 (x2 + nkx)-clean;
(3) R 是唯一 (x2 − nx)-clean;
(4) R 是唯一 (x2 + nx)-clean;
(5) R 是唯一 clean 的且 n ∈ U(R).
命题 2.12 设 R 是环且 n ∈ N. 则 R 是唯一 (ax2n − bx)-clean 的当且仅当 R 是唯一

(ax2n + bx)-clean 的.
证⇒ 由命题 4.1[8] 知R 是 (ax2n + bx)-clean 的. 假设 r = s1 +u1 = s2 +u2, 其中 s1, s2

是 (ax2n + bx) 的根, u1, u2 ∈ U(R). 因此

−r = −s1 − u1 = −s2 − u2,

这里 (−u1), (−u2) ∈ U(R), a(−s1)2n − b(−s1) = 0, a(−s2)2n − b(−s2) = 0. 因为 R 是唯一

(ax2n − bx)-clean 的, 所以 −s1 = −s2 和 −u1 = −u2, 即得 s1 = s2, u1 = u2. 故 R 是唯一

(ax2n + bx)-clean 的.
⇐ 类似于必要性的证明.
命题 2.13 设 R 是唯一 (xn − x)-clean 环 (n ≥ 2), a ∈ R, 则要么
(1) a 可以唯一的表示为 a = u + v, 其中 u ∈ U(R), vn−1 = 1; 或者
(2) aR 和 Ra 都包含非平凡幂等元.
证 因为 R 是唯一 (xn − x)-clean 环, 所以存在 u ∈ U(R), sn = s, 使得 a = s + u. 有

asn−1 = s + usn−1, 也就是说, a(1− sn−1) = u(1− sn−1). 因为 1− sn−1 是一个幂等元, 由引
理 4.3[8] 可知 u(1− sn−1) = fw, 这里 f ∈ E(R), w ∈ U(R). 于是 f = a(1− sn−1)w−1 ∈ aR.
假设 (1) 不成立, 则 1 − sn−1 6= 0. 因此 f 6= 0. 所以 aR 包含非平凡幂等元. 同理, Ra 也包

含非平凡幂等元.
在文献 [4] 中证明了如果 e 是 R 的幂等元, 且 eRe 和 (1− e)R(1− e) 是 clean 环, 则 R

是 clean 环. 由此 R 上的 n× n 矩阵环是 clean 的. 这个结果我们可以扩展到 g(x)-clean 环.
定理 2.14 设 R 是环, g(x) ∈ C(R)[x]. 对任意 e ∈ E(R), eRe 和 (1 − e)R(1 − e) 都是

g(x)-clean 环, 则 R 也是 g(x)-clean 环.
证 用 ē 去表示 1− e, 再用 Pierce 分解去分解环 R, 即

R = eRe + eRē + ēRe + ēRē.

设 x ∈ R. 则可记
x = a + b + c + d,

这里 a, b, c , d 分别属于 eRe, eRē, ēRe 和 ēRē.
由已知 a 是 g(x)-clean 的, 则存在 s1, u1 ∈ eRe 使得 a = s1 + u1, 其中

g(s1) = 0, u1 ∈ U(R),

又 d− cu−1
1 b ∈ ēRē, 由已知它可以表示为 d− cu−1

1 b = s2 + u2, 其中 g(s2) = 0, u2 ∈ U(ēRē).
故

x = a + b + c + d = (s1 + u1) + b + c + (s2 + u2 + cu−1
1 b)

= (s1 + s2) + (u1 + b + c + u2 + cu−1
1 b).
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易证 g(s1 + s2) = 0, u1 + b + c + u2 + cu−1
1 b 是 R 的可逆元.

有下面事实成立.
(1) 对任意 f ∈ eRe, g ∈ ēRe, h ∈ eRē, 有 fg = fl = lf = gl = hf = lh = 0;
(2) 若 xy = yx = 0, 则 (x + y)n = xn + yn;
(3) e 是环 eRe 的单位元, ē 是环 ēRē 的单位元.
根据上面的事实和计算, 可得

g(s1 + s2) = g(s1) + g(s2) = 0,

(u1 + b + c + u2 + cu−1
1 b)(u−1

1 + u−1
1 bu−1

2 cu−1
1 − u−1

1 bu−1
2 − u−1

2 cu−1
1 + u−1

2 ) = 1,

其中 u1 + b + c + u2 + cu−1
1 b ∈ U(R) 且 u1, u

−1
1 , u−1

1 bu−1
2 cu−1

1 ∈ eRe, b, u−1
1 bu−1

2 ∈ ēRe,
c, cu−1

1 b, u−1
2 cu−1

1 ∈ ēRe, u2, u−1
2 ∈ ēRē. 这证明了 x 是 g(x)-clean 的, 因此 R 是 g(x)-clean

的.
推论 2.15 设 R 是环, g(x) ∈ C(R)[x]. 若 1 = e1 + e2 + · · ·+ en, 其中 ei 是正交幂等元

且每个 eiRei 是 g(x)-clean 的, 则 R 是 g(x)-clean 的.
证 通过定理 2.14 易得.
下面的两个结果直接由推论 2.15 得到.
推论 2.16 设 R 是环, g(x) ∈ C(R)[x]. 若 R 是 g(x)-clean 的, 则它的矩阵环Mn(R) 也

是 g(x)-clean 环.
推论 2.17 设 R 是环, g(x) ∈ C(R)[x]. 对任意整数 n ≥ 2, 环 R 是 g(x)-clean 的当且仅

当对所有的下 (上) 三角矩阵环 Tn(R) 也是 g(x)-clean 的.
称 T = (HR, σ) 是环 R 上的斜 Hurwitz 级数, 其中 σ ∈ Aut(R). 它的定义为: T =

(HR, σ) 的元素是映射 f : N→ R, 其中 N 是自然数集, T = (HR, σ) 上的加法运算为常规加
法, 乘法运算定义为: ∀f, g ∈ T ,

(fg)(n) =
n∑

k=0

(
n

k

)
f(k)σk(g(n− k))

由此 T 可以看做是单位元为 h1 的环, 对任意 n ≥ 1 定义 h1(0) = 1 和 h1(n) = 0. 通过
0 6= r ∈ R 7→ hr ∈ T , 其中对任意 n ≥ 1, hr(0) = r, hr(n) = 0. 显然可见 R 是 T 的一个规范

的嵌入子环. 容易计算

hrhs(n) =

{
rs, n = 0,

0, n 6= 0.

根据定理 2.3[12], T = (HR, σ) 是 clean 环当且仅当 R 是 clean 环. 对 g(x)-clean 环, 我们有
以下类似的结果:
定理 2.18 设 R 是环, σ 是 R 的自同构. T = (HR, σ) 是 g1(x)-clean 环, 其中 g1(x) ∈

C(T )[x] 当且仅当对某个 g2(x) ∈ C(T )[x] 有 R 是 g2(x)-clean 环.

证 ⇐ 设 g2(x) =
n∑

i=0

aix
i ∈ C(R)[x]. 对任意 f ∈ T , 由 R 是 g2(x)-clean 的知, 存在

s, u ∈ R 使得 f(0) = s + u, 其中 g2(s) = 0, u ∈ U(R). 定义元素 k ∈ T :

k(n) =

{
f(n), n > 0,

u, n = 0.
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由命题 2.2[12] 得 k ∈ U(T ), f = k + hs, 设

g1(x) =
n∑

i=0

hai
xi ∈ C(T )[x],

可以计算出

(g1(hs))(n) =





n∑
i=0

ais
i = 0, n = 0,

0, n 6= 0.

故 T = (HR, σ) 是 g1(x)-clean 环.
⇒ 设W = {f ∈ T | f(0) = 0}. 对任意 f ∈ W, g ∈ T , 有

(gf)(0) = g(0)f(0) = 0 = (fg)(0).

因此W 是 T 的一个理想. 定义 α : R → T/W , 其中 α(r) = hr + W . 易证 α 是一个同构. 因
为 T = (HR,σ) 是 g1(x)-clean 环, 由推论 2.5[3] 得 T/W 也是 ḡ1(x)-clean 的. 再由命题 2.4[8]

得 R 是 g2(x)-clean 环.
推论 2.19 设 R 是环. σ 是 R 的自同构, 若 R 是 g(x)-clean 环, 其中

g(x) =
n∑

i=0

aix
i ∈ C(R)[x]

且 g(x) 的每个根都是中心的, 且 σ(s) = s, 则 T 是强 k(x)-clean 环, 其中

k(x) =
n∑

i=0

hai
xi ∈ C(T )[x].

证 因为 R 是 g(x)-clean 环. 由定理 2.18 知 T 是 k(x)-clean 环, 且每个元素 f ∈ T 可以

表示成 f = (f − hs) + ha, 这里 s 是 g(x) 的根. 易得 fha = haf . 由 s 是 R 的中心元得, 对
任意 n ∈ supp(fhs) 有

(fhs)(n) = f(n)σn(hs(0)) = f(n)σn(s) = f(n)s = sf(n) = hs(0)f(n) = (hsf)(n).

因此 fhs = hsf . 故 T 是强 k(x)-clean 环.
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ON UNIQUELY g(x)-CLEAN RINGS
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Abstract: In this paper, we investigate the structure and property of uniquely g(x)-clean

rings. Using the same method with the g(x)-clean ring, the relation between uniquely g(x)-clean

rings and uniquely clean rings is determined, and the relation between uniquely g(x)-clean rings

and rings generated by units and roots of 1 are given. Last, we discuss some extensions of

g(x)-clean rings.
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