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BBM-Burgers 方程解得衰减估计
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摘要: 本文研究了一维空间的 BBM-Burgers 方程. 利用时频分解和能量估计等工具, 在解整

体存在的前提下, 得到了本方程柯西问题解的某些衰减估计.
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1 引言

本文中, 我们研究 BBM-Burgers 方程

ut + f(u)x = δuxxt +
N∑

n=1

(−1)n+1υn∂2n
x u, (1.1)

在初值

u(x, 0) = u0(x), x ∈ R (1.2)

时的解的衰减估计, 这里 δ > 0, υn > 0 是常数, f(u) = u1+α0 , α0 ≥ 1, t, x 分别代表时间和空

间变量. 著名的 Bennjamin-Bona-Mahony (BBM) 方程

ut − uxxt + ux + uux = 0,−∞ < x < ∞, t > 0

和 kortewey-Devries (KDV) 方程

ut − uxxx + ux + uux = 0,−∞ < x < ∞, t > 0

是研究非线性色散媒介中长波传播的模型方程. BBM 方程在由 Bennjamin, Bona, Mahony
于 1972 年文献 [1] 提出后, 关于 BBM 方程的各种变形的各种问题, 如初值问题, 边界问题,
解的存在性, 周期解, 行波解, 解的衰减估计等都受到各国数学家的关注, 可参看文献 [1–3,
5–7]. 方程 (1.1) 称为 BBM-Burgers 方程. 如文献 [1, 4] 指出, 此方程中粘性项 υ1uxx 和耗散

项 υ2uxxxx 有不同的物理背景. 当 N = 1 时, Schonbek[8] 讨论了解的存在性和 u(x, t; δ, υ1)
当 δ → 0, υ1 → 0 时的收敛性. 在文献 [9] 中, 赵和玄得到了当 N = 2 时解的存在性和
Lp(0 ≤ p < 2) 衰减估计. 在文献 [10] 中, Kondo 和Webler 研究了式 (1.1) 和 (1.2) 在特定条
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件下解的整体存在性和收敛性. 本文中, 我们延续文献 [10] 的结论, 在解整体存在的情况下
研究解的衰减估计.
本文中, 我们用 C 表示一般常数, W s,p(IR), s ∈ Z+, p ∈ [1,∞) 表示通常的索伯列夫

空间, 它的模定义为 ||f ||W S,P :=
s∑

|α|≥0

||∂α
x f ||Lp . 特别地, W s,2 = Hs. F (f) 或 f̂ 代表函数

f 的傅里叶变换, 且 F (f) = f̂ =
∫

e−ixξf(x)dx. F−1(f̂) 代表函数 f̂ 的逆傅里叶变换, 且
F−1(f̂) = 1

2π

∫
eixξ ˆf(ξ)dξ.

本文安排如下, 在第二节中, 我们给出一些准备工作, 如式 (1.1), (1.2) 解的存在性结论,
解的表达式等. 在第三节中给出格林函数低频部分的估计以及由能量积分等工具得到解的某
些估计. 我们将在第四节给出本文结论.

2 准备工作

形式上, 在方程 (1.1) 两边对变量 x 作傅里叶变换, 得

ût + F (f(u)x) = δ(iξ)2ût +
N∑

n=1

(−1)n+1υn(iξ)2nû = −δξ2ût +
N∑

n=1

(−1)n+1(−1)nυnξ2nû.

所以 (1 + δξ2)ût +
N∑

n=1

υnξ2nû + F (f(u)x) = 0. 直接计算得 (1.1), (1.2) 式的解形式上可表示

为

u(x, t) = G ∗ u0 −
∫ t

0

H(t− s, ·) ∗ f(u(s))xds, (2.1)

其中

Ĝ = e
−

∑N
n=1 υnξ2n

1+ξ2δ
t
, (2.2)

Ĥ =
1

1 + δξ2
Ĝ, (2.3)

G 称为 (1.1), (1.2) 式的格林函数.

定义截断函数 χ(ξ) =

{
1, 如果 |ξ| ≤ R,

0, 如果 |ξ| > R− 1.
令 Ĝ1(ξ, t) = χ(ξ)Ĝ(ξ, t), Ĥ1(ξ, t) =

χ(ξ)Ĥ(ξ, t).
下面我们先对低频部分的 G 和 H 做出衰减估计.
定理 2.1 当 2 ≤ p ≤ +∞, 存在常数 C, 有

||∂α
x G1||Lp ≤ C(1 + t)−

α
2− 1

2 (1− 1
p ), (2.4)

||∂α
x H1||Lp ≤ C(1 + t)−

α
2− 1

2 (1− 1
p ). (2.5)

证 由 Hausdorff-Young 不等式和 (2.2) 式, 当 p ≥ 2, q 满足 1
p

+ 1
q

= 1 时, 有

||∂α
x G1||Lp

≤ C||ξαĜ1||Lq
≤ C(

∫

|ξ|≤R+1

|ξ|qαe
−q

∑N
n=1 υnξ2n

1+δξ2 t
dξ)

1
q

≤ C(
∫

|ξ|≤R+1

|ξ|qαe
−q

υ1ξ2

1+δ(R+1)2
t
dξ)

1
q

≤ C((1 + t)−
qα
2 − 1

2 )
1
q = C(1 + t)−

α
2− 1

2 (1− 1
p ).



No. 4 徐红梅等: BBM-Burgers 方程解得衰减估计 725

因为 ξα

1+δξ2 Ĝ1 ≤ ξαĜ1, 所以得到 (2.5) 式.
本文工作延续了文献 [10] 的结论, 是在文献 [10] 中得到了解的整体存在性基础上得到的

衰减估计, 为了方便讨论, 我们列出文献 [10] 的结论.
定理 2.2 当 f 充分光滑, 假设 u(t), u0 ∈ H1(IR)且 ||u(t)−G∗u0||H1(IR) ≤ ||u0||H1(IR),

∀t ∈ (0, T ], 则式 (1.1), (1.2) 存在整体解 u(x, t) ∈ C([0,∞);H1(IR)).
在解整体存在的基础上, 在下节中我们用能量积分和时频分解等工具得到解的某些衰减

估计.

3 衰减估计

用能量积分, 我们可得到下述定理.
定理 3.1 当 u0 ∈ H1, 有 u ∈ H1, 且

∫ t

0
||∂n

x u||2L2ds ≤ C, 其中 1 ≤ n ≤ N.

证 在 (1.1) 式两边同时乘以 u, 再对变量 x 在 IR 上积分, 有

∫
uutdx +

∫
u(u1+α0)xdx =

∫
δuxxtudx +

∫ N∑
n=1

(−1)n+1υn∂2n
x uudx.

因为 ∫
u(u1+α0)xdx =

∫
u(1 + α0)uα0uxdx = (1 + α0)

∫
uα0+1uxdx,

又 ∫
u(u1+α0)xdx = −

∫
uxu1+α0dx,

所以 ∫
(u1+α0)xudx = 0.

于是

1
2

d||u||2L2

dt
= −δ

2
d||ux||2L2

dt
+

N∑
n=1

(−1)n+1υn(−1)n||∂n
x u||2L2

. (3.1)

所以

||u(·, t)||2L2
+ δ||ux(·, t)||2L2

+ 2
∫ t

0

υn||∂n
x u(·, s)||2L2

ds = ||u0||2L2
+ δ||u0x||2L2

. (3.2)

于是我们得到了本定理

定义时频算子 χ(t,D),它的特征为 χ0( 1+t
µ

ξ2), µ为待定常数,其中 χ0 =

{
1, |η| ≤ 1,

0, |η| > 2
为光滑截断函数.
令 P = ||u||2L2 + ||ux||2L2 , η(t) =

√
µ

1+t
, 则

||ux||2L2 = ||ξû||2L2 ≥
∫

|ξ|≥η(t)

|ξû|2dξ ≥ η2(t)(||u||2L2 −
∫

|ξ|≤η(t)

|û|2dξ). (3.3)

同理

||uxx||2L2 ≥ η2(t)(||ux||2L2 −
∫

|ξ|≤η(t)

|F (ux)|2dξ). (3.4)
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(3.3) 和 (3.4) 式相加得

η2(t)(||u||2L2 + ||ux||2L2) ≤ ||ux||2L2 + ||uxx||2L2 + η2(t)(
∫

|ξ|≤η(t)

|û|2dξ +
∫

|ξ|≤η(t)

|F (ux)|2dξ).

记 R =
∫

|ξ|≤η(t)

|ûx|2dξ +
∫

|ξ|≤η(t)

|F (ux)|2dξ. 所以

1
2

d

dt
(||u||2L2

+ δ||ux||2L2
) + η2(t)(||u||2L2 + ||ux||2L2)

≤ 1
2

d

dt
(||u||2L2

+ δ||ux||2L2
) + ||ux||2L2

+ ||uxx||2L2 + η2(t)R

≤ C(
1
2

d

dt
(||u||2L2

+ δ||ux||2L2
) +

N∑
n=1

υn||∂n
x u||2L2

) + η2(t)R.

由 (3.1) 式, 得到
dP

dt
+ Cη2(t)P ≤ Cη2(t)R. (3.5)

下面我们估计 R.

令uL(x, t) = F−1(χ0( 1+t
µ

ξ2)û), GL(x, t) = F−1(χ0( 1+t
µ

ξ2)Ĝ),HL(x, t) = F−1(χ0( 1+t
µ

ξ2)Ĥ),
由 (2.1) 式, 有

uL(x, t) = GL ∗ u0 −
∫ t

0

HLx(t− s, ·) ∗ f(u(s))ds.

由Minkowski 不等式, 得

||uL||L2 ≤ ||GL ∗ u0||L2 + (
∫ t

0

||H1
Lx

(t− s, ·) ∗ f(u)||2L2ds)
1
2 . (3.6)

由定理 2.1, 当 u0 ∈ L1, 有

||GL ∗ u0||L2 ≤ ||GL||L2 ||u0||L1 ≤ C(1 + t)−
1
4 . (3.7)

由 Sobolev 嵌入不等式和定理 3.1, 有

||u||L∞ ≤ C||u||H1 ≤ C. (3.8)

所以当 α0 ≥ 1, 有
||f(u)||L1 = ||u1+α0 ||L1 ≤ ||u||2L2 ||u||α0−1

L∞ ≤ C.

由定理 2.1, 式 (3.6) 有

‖HLx‖2
L2

=
∫

√
1+t

µ |ξ|≤1

ξ2Ĥ2dξ ≤ C(1 + t)−1‖H‖2
L2
≤ C(1 + t)−1− 1

2 .

所以

∫ t

0

||HLx(t− s, ·) ∗ f(u(s))||2L2
ds ≤

∫ t

0

||f(u)||2L1
‖HLx(t− s, ·)‖2

L2
ds ≤ C(1 + t)−

1
2 . (3.9)
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由 (3.6), (3.7), (3.9) 式得

||uL||L2 ≤ C(1 + t)−
1
4 .

由 (2.1) 式,

uLx = GLx ∗ u0 −
∫ t

0

HLxx(t− s, ·) ∗ f(u(s))ds.

用同样的方法可以得到 ||uLx||L2 ≤ C(1 + t)−
1
4 . 所以由 (3.5) 式, 得到

dP

dt
+ 2η2(t)P ≤ Cη2(t)(1 + t)−

1
2 ,

即

dP

dt
+

2µ

1 + t
P ≤ C

µ

1 + t
(1 + t)−

1
2 .

所以

d(e
∫ t
0

2µ
1+s dsP )
dt

= e
∫ t
0

2µ
1+s dsPt + e

∫ t
0

2µ
1+s ds · 2µ

1 + t
P ≤ Cµ(1 + t)−

3
2 · e

∫ t
0

2µ
1+s ds

= Cµ(1 + t)−
3
2 (1 + t)2µ.

所以只要 µ > 1
2
就有 (1 + t)2µP (t)− P (0) ≤ Cµ(1 + t)2µ− 3

2+1. 所以

||u||2L2 + ||ux||2L2 ≤ C(1 + t)−
1
2 .

于是得到下面定理

定理 3.2 当 u0 ∈ L1 ∩H1, 有 ||u||L2 ≤ C(1 + t)−
1
4 , ||ux||L2 ≤ C(1 + t)−

1
4 .

4 结论

综合定理 3.1, 定理 3.2, (3.8) 式, 得到本文结论

定理 4.1 当 f = u1+α0 , α0 ≥ 1, 假设 u(t), u0 ∈ H1(IR), u0 ∈ L1, 且

||u(t)−G ∗ u0||H1(IR) ≤ ||u0||H1(IR),

则式 (1.1), (1.2) 存在整体解 u(x, t) ∈ C([0,∞);H1(IR)), 且

||u||H1 ≤ C(1 + t)−
1
4 , ||u||L∞ ≤ C(1 + t)−

1
4 ,∫ t

0

||∂n
x u||2L2

ds ≤ max(1, δ)||u0||2H1 .
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THE DECAY ESTIMATE OF SOLUTIONS OF BBM-BURGERS

EQUATION
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Abstract: In this paper we study BBM-Burgers equation in one space dimension. Using

tools of time-frequency decomposition and energy estimate, when the global solution of this

equation with initial data exists, we get some decay estimate of this solution.

Keywords: BBM-Burgers equation; decay estimate; time-frequency decomposition；energy
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