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两个酉不变范数不等式的推广
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摘 要: 本文研究了矩阵酉不变范数不等式的问题. 在 v ∈ [0, 1] 时, 利用函数

ϕ(v) =
∥∥AvXB1−v + A1−vXBv

∥∥ 的凸性, 推广了两个酉不变范数不等式.
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1 引言

令Mn 是复数域上 n× n 阶矩阵的集合. 设 ‖ · ‖ 为Mn 上的范数, 若对所有 n 阶矩阵 A

和酉矩阵 U, V ∈ Mn, 都有 ‖UAV ‖ = ‖A‖ 成立, 则称 ‖ · ‖ 为酉不变范数. 矩阵 A ∈ Mn 的奇

异值定义为 A∗A 的特征值的非负平方根, 用 s1(A) ≥ s2(A) ≥ · · · ≥ sn(A) 表示 A ∈ Mn 的

奇异值. 其中, 有两类重要的酉不变范数, 第一类是 Ky Fan k- 范数 ‖A‖(k), 即

‖A‖(k) =
k∑

j=1

sj(A), k = 1, · · · , n,

第二类是 Schatten p- 范数 ‖A‖p, 即

‖A‖p =

(
n∑

j=1

sp
j (A)

) 1
p

= (tr|A|p) 1
p , 1 ≤ p < ∞.

设 A,B, X ∈ Mn 且 A,B 是半正定矩阵, Bhatia 和 Davis 在文献 [1] 证明了：若 0 ≤ v ≤
1, 则

||A 1
2 XB

1
2 || ≤ ||A

vXB1−v + A1−vXBv

2
|| ≤ ||AX + XB

2
||, (1.1)

令 ϕ(v) = ||AvXB1−v + A1−vXBv||, 则不等式 (1.1) 可简写为:

ϕ(
1
2
) ≤ ϕ(v) ≤ ϕ(0).

设 A,B, X ∈ Mn 且 A,B 是半正定矩阵, 函数 ϕ(v) 在区间 [0, 1] 上是凸函数, 当 v = 1
2

时取最小值 (见文献 [2]).
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2012 年, Zou 和 He 在文献 [3] 中改进了不等式 (1.1) 得到

ϕ

(
1
2

)
+ 2

(∫ 1

0

ϕ(v)dv − ϕ

(
1
2

))
≤ ϕ(0), 0 ≤ v ≤ 1. (1.2)

若 A,B ∈ Mn 为半正定矩阵, Bhatia 和 Kittaneh 在文献 [4] 中证明了：

||AB|| ≤ 1
4
||(A + B)2||. (1.3)

Zou 和 He 在文献 [3] 中改进了不等式 (1.3) 得到

||AB||+
(∫ 1

0

ψ(v)dv − 2||AB||
)
≤ 1

4
||(A + B)2||, (1.4)

其中

ψ(v) = ||A 1
2+vB

3
2−v + A

3
2−vB

1
2+v||.

近年来, 有很多文献 [5-9] 对酉不变范数不等式进行了研究. 本文将继续研究矩阵的酉不
变范数不等式, 利用函数的凸性, 对不等式 (1.2) 和 (1.4) 进行推广.

2 主要结果

下面我们首先给出两个引理, 它们将在本文定理证明过程中起到重要作用.
引理 2.1 [10] 设 A,B, X ∈ Mn 且 A,B 是半正定矩阵, 则

ϕ(v) ≤ (1− r0)ϕ(0) + r0ϕ(µ),

其中 0 ≤ v ≤ 1, 0 < µ < 1, r0 =

{
v
µ
, 0 ≤ v ≤ µ,

1−v
1−µ

, µ < v ≤ 1.
.
引理 2.2 [4] 设 A,B ∈ Mn 且 A,B 是半正定矩阵, 则

||A 1
2 (A + B)B

1
2 || ≤ 1

2
||(A + B)2||.

定理 2.1 设 A,B, X ∈ Mn 且 A,B 是半正定矩阵, 则

ϕ (µ) + 2
(∫ 1

0

ϕ(v)dv − ϕ(µ)
)
≤ ϕ(0), 0 ≤ v ≤ 1, 0 < µ < 1, (2.1)

其中 ϕ(v) = ||AvXB1−v + A1−vXBv||.
证 当 0 ≤ v ≤ µ 时, 由引理 2.1 可得

ϕ(v) ≤ (1− v

µ
)ϕ(0) +

v

µ
ϕ(µ).

于是 ∫ µ

0

ϕ(v)dv ≤ ϕ(0)
∫ µ

0

(1− v

µ
)dv + ϕ(µ)

∫ µ

0

v

µ
dv.
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则有
∫ µ

0

ϕ(v)dv ≤ µ

2
(ϕ(0) + ϕ(µ)) . (2.2)

当 µ < v ≤ 1 时, 由引理 2.1 可得

ϕ(v) ≤ (1− 1− v

1− µ
)ϕ(0) +

1− v

1− µ
ϕ(µ).

于是 ∫ 1

µ

ϕ(v)dv ≤ ϕ(0)
∫ 1

µ

(1− 1− v

1− µ
)dv + ϕ(µ)

∫ 1

µ

1− v

1− µ
dv,

则有
∫ 1

µ

ϕ(v)dv ≤ 1− µ

2
(ϕ(0) + ϕ(µ)) . (2.3)

由不等式 (2.2) 和 (2.3), 有
∫ 1

0

ϕ(v)dv =
∫ µ

0

ϕ(v)dv +
∫ 1

µ

ϕ(v)dv ≤ 1
2
(ϕ(0) + ϕ(µ)). (2.4)

不等式 (2.4) 可写成

2
∫ 1

0

ϕ(v)dv ≤ ϕ(0) + ϕ(µ),

故

ϕ (µ) + 2
(∫ 1

0

ϕ(v)dv − ϕ(µ)
)
≤ ϕ(0).

注 2.1 在定理 2.1 中, 当 µ = 1
2
时, 可得不等式 (1.2).

定理 2.2 设 A,B ∈ Mn 且 A,B 是半正定矩阵, 则

1
2
||A 1

2+µB
3
2−µ + A

3
2−µB

1
2+µ||+

(∫ 1

0

ψ(v)dv − ||A 1
2+µB

3
2−µ + A

3
2−µB

1
2+µ||

)

≤ 1
4
||(A + B)2||, (2.5)

其中 0 ≤ v ≤ 1, 0 < µ < 1, ψ(v) = ||A 1
2+vB

3
2−v + A

3
2−vB

1
2+v||.

证 在不等式 (2.1), 令 X = A
1
2 B

1
2 , 可得

||A 1
2+µB

3
2−µ + A

3
2−µB

1
2+µ||+2

(∫ 1

0

ψ(v)dv − ||A 1
2+µB

3
2−µ + A

3
2−µB

1
2+µ||

)

≤ ||A 1
2 (A + B)B

1
2 ||. (2.6)

由引理 2.2, 不等式 (2.6) 可写成

||A 1
2+µB

3
2−µ+A

3
2−µB

1
2+µ||+2

(∫ 1

0

ψ(v)dv − ||A 1
2+µB

3
2−µ + A

3
2−µB

1
2+µ||

)
≤ 1

2
||(A+B)2||.

注 2.2 在定理 2.2 中, 当 µ = 1
2
时, 可得不等式 (1.4).
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GENERALIZATIONS OF TWO UNITARILY INVARIANT NORM

INEQUALITIES

HU Xing-kai, YI Yuan, LIU Wu-shuang

(Faculty of Science, Kunming University of Science and Technology, Kunming 650500, China)

Abstract: In this paper, unitarily invariant norm inequalities for matrices are studied.

Using the convexity of ϕ(v) =
∥∥AvXB1−v + A1−vXBv

∥∥ on the interval [0, 1], two unitarily

invariant norm inequalities for matrices are generalized.
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