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摘要: 本文主要研究了修正的一元与二元 Szasz-Mirakyan-Kantorovich 算子的逼近问题. 为

此，首先证明了在加权Orlicz 空间内的Korovkin 型定理，在此基础上利用 Jensen 不等式，H ölder 不

等式，Steklov 平均函数并结合相关分析技巧，获得了修正的一元与二元 Szasz-Mirakyan-Kantorovich

算子在加权 Orlicz 空间内的逼近正定理和收敛定理.
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1 引言

著名的 Szasz-Mirakyan-Kantorovich 算子为 Tn(f ;x) =: n
∞∑

k=0

e−nx (nx)k

k!

∫ k+1
n

k
n

f(t)dt, 其

中 x ∈ R0 = [0,+∞)，n ∈ N . 参考文献 [1] 和 [2] 对于该算子在勒贝格可积函数空间内的
逼近问题已有详细研究. 之后参考文献 [3] 中给出了一个修正的 Szasz-Mirakyan-Kantorovich
算子

Tn(f ; an, bn;x) =: bn

∞∑
k=0

e−anx (anx)k

k!

∫ k+1
bn

k
bn

f(t)dt, x ∈ R0, n ∈ N,

其中 {an}∞n=1 和 {bn}∞n=1 是递增的无界数列，并且 an ≥ 1，bn ≥ 1，同时 {an

bn
}∞n=1 是不减数

列且
an

bn

= 1 + o(
1
bn

), lim
n→∞

1
bn

= 0.

同时，ZBIGNIEW WALCZAK 在参考文献 [3] 中研究了这一算子在勒贝格可积函数
空间中的相关逼近问题. 本文将函数空间放大为 Orlicz 空间，并在这一空间内研究修正的
Szasz-Mirakyan-Kantorovich 算子的加权逼近，同时给出相应的逼近正定理以及收敛定理.
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结合参考文献 [4]，并仿照修正的一元 Szasz-Mirakyan-Kantorovich 算子，我们定义修正
的二元 Szasz-Mirakyan-Kantorovich 算子如下

Tn,m(f ; an, bn, cm, dm;x, y)

=:bndme−anxe−cmy

∞∑
k=0

∞∑
j=0

(anx)k

k!
(cmy)j

j!

∫ j+1
dm

j
dm

∫ k+1
bn

k
bn

f(u1, u2)du1du2,

其中 u1, u2 ∈ R0, n ∈ N, {an}∞n=1, {bn}∞n=1, {cm}∞m=1, {dm}∞m=1 是递增的无界数列，并

且满足
an

bn

= 1 + o(
1
bn

), lim
n→∞

1
bn

= 0;
cm

dm

= 1 + o(
1

dm

), lim
m→∞

1
dm

= 0.

之后我们证明了加权 Orlicz 空间内的 Korovkin 型定理，并在此基础上研究了这个二元算子
在加权 Orlicz 空间内的收敛问题.
我们以 L∗M [0,+∞)(简记为 L∗M ) 表示定义在 [0,+∞) 上由 N 函数M(u) 生成的 Orlicz

空间，N(v) 是M(u) 的余 N 函数，对于任意的 f ∈ L∗M，定义 Orlicz 范数为

‖f‖M = sup
ρ(v;N)≤1

∣∣∣∣
∫ +∞

0

f(x)v(x)dx

∣∣∣∣ ,

其中 ρ(v;N) =
∫ +∞
0

N(v(x))dx 是 v(x) 关于 N(v) 的模. 由参考文献 [5] 知，上述 Orlicz 范
数还可以用如下方式计算

‖f‖M = inf
α>0

1
α

(1 +
∫ +∞

0

M(αf(x))dx).

记 wn(x1, x2, · · · , xn) 是 n 元权函数，对 f ∈ L∗M,wn
(f 是 n 元函数，且每一个自变量的

取值范围均是 [0,+∞))，定义其加权 Orlicz 范数如下

‖f‖M,wn

= sup
ρ(v(x1,x2,··· ,xn);N)≤1

|
∫ ∞

0

∫ ∞

0

· · ·
∫ ∞

0

f(x1, x2, · · · ;xn)v(x1, x2, · · · ;xn)

× wn(x1, x2, · · · , xn)dx1dx2 · · ·dxn|,

其中 ρ(v(x1, x2, · · · , xn);N) =
∫ ∞

0

∫ ∞

0

· · ·
∫ ∞

0

N(v(x1, x2, · · · , xn))dx1dx2 · · ·dxn 表示

v(x1, x2, · · · , xn) 关于 N(v) 的模. 还可以用如下方式计算加权 Orlicz 范数

‖f‖M,wn

= inf
α>0

1
α

(1 +
∫ ∞

0

∫ ∞

0

· · ·
∫ ∞

0

M(αf(x1, x2, · · · , xn)wn(x1, x2, · · · , xn))dx1dx2 · · ·dxn).

定义 Orlicz 空间内的连续模为

ω(f ; t)M =: sup
0≤h≤t

‖∆hf(·)‖M (t ≥ 0),
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其中∆hf(x) =: f(x + h)− f(x).
注 本文中 C 在不同处表示不同的正常数.

2 相关引理

引理 2.1 {Tn(f ; an, bn;x)}是L∗M 到L∗M 的有界正线性算子序列，且 ‖Tn(f ; an, bn;x)‖M ≤
b1
a1
‖f‖M .

证 因为

Tn(f ; an, bn;x) =: bn

∞∑
k=0

e−anx (anx)k

k!

∫ k+1
bn

k
bn

f(t)dt,

其中

∞∑
k=0

e−anx (anx)k

k!
= 1,

∫ ∞

0

e−anx (anx)k

k!
dx =

1
an

.

故利用 Jensen 不等式，有

‖Tn(f ; an, bn;x)‖M

= inf
α>0

1
α

(1 +
∫ ∞

0

M(αTn(f ; an, bn;x))dx)

= inf
α>0

1
α

(1 +
∫ ∞

0

M(αbn

∞∑
k=0

e−anx (anx)k

k!

∫ k+1
bn

k
bn

f(t)dt)dx)

≤ inf
α>0

1
α

(1 +
∫ ∞

0

∞∑
k=0

e−anx (anx)k

k!
M(αbn

∫ k+1
bn

k
bn

f(t)dt)dx)

≤ inf
α>0

1
α

(1 +
∫ ∞

0

∞∑
k=0

e−anx (anx)k

k!
bn

∫ k+1
bn

k
bn

M(αf(t))dtdx)

= inf
α>0

1
α

(1 + bn

∞∑
k=0

∫ ∞

0

e−anx (anx)k

k!
dx

∫ k+1
bn

k
bn

M(αf(t))dt)

= inf
α>0

1
α

(1 +
bn

an

∞∑
k=0

∫ k+1
bn

k
bn

M(αf(t))dt)

= inf
α>0

1
α

(1 +
bn

an

∫ ∞

0

M(αf(t))dt)

≤ bn

an

‖f‖M .

因为 { bn

an
}∞n=1 是不增数列且趋于 1，从而有

‖Tn(f ; an, bn;x)‖M ≤ bn

an

‖f‖M ≤ b1

a1

‖f‖M .

引理 2.2[3] 令

yx(t) =:

{
1, t ≤ x

0, t > x
(x ∈ R0),
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再令 w(x) = 1
1+x
，则存在与 a1 和 b1 有关的正常数M1(a1, b1)，使得

Rn(t) =:
∫ ∞

0

|Tn(yx(t); an, bn;x)− yx(t)|w(x)dx ≤ M1(a1, b1)
1√
bn

.

引理 2.3 设 f ∈ L∗M，且 f ′ ∈ L∗M，则存在与 a1 和 b1 有关的正常数M2(a1, b1)，使得

‖(Tn(f ; an, bn;x)− f(x))w(x)‖M ≤ M2(a1, b1)‖f ′‖M
1√
bn

.

证 因为 f(x)− f(0) =
∫ x

0

f ′(t)dt =
∫ ∞

0

f ′(t)yx(t)dt, 并且

Tn(f ; an, bn;x)− f(x) =
∫ ∞

0

f ′(t){Tn(yx(t); an, bn;x)− yx(t)}dt.

根据引理 2.2 有

‖[Tn(f ; an, bn;x)− f(x)]w(x)‖M

= sup
ρ(v;N)≤1

∣∣∣∣
∫ ∞

0

(Tn(f ; an, bn;x)− f(x))w(x)v(x)dx

∣∣∣∣

≤C

∣∣∣∣
∫ ∞

0

∫ ∞

0

f ′(t){Tn(yx(t); an, bn;x)− yx(t)}dtw(x)dx

∣∣∣∣

≤C

∣∣∣∣
∫ ∞

0

f ′(t)
∫ ∞

0

{|Tn(yx(t); an, bn;x)− yx(t)|}w(x)dxdt

∣∣∣∣

=C

∣∣∣∣
∫ ∞

0

f ′(t)Rn(t)dt

∣∣∣∣
≤C‖f ′‖M‖Rn(t)‖N

=C‖f ′‖M sup
ρ(u;M)≤1

∣∣∣∣
∫ ∞

0

Rn(t)u(t)dt

∣∣∣∣

≤C‖f ′‖MM1(a1, b1)
1√
bn

sup
ρ(u;M)≤1

|
∫ ∞

0

u(t)dt|

根据参考文献 [5] 中 N 函数的相关性质，我们有 lim
u→∞

M(u)
u

= ∞, lim
u→0

M(u)
u

= 0. 从而有

sup
ρ(u;M)≤1

∣∣∣∣
∫ ∞

0

u(t)dt

∣∣∣∣ ≤ C. 所以

‖[Tn(f ; an, bn;x)− f(x)]w(x)‖M ≤ C‖f ′‖MM1(a1, b1)
1√
bn

≤ M2(a1, b1)‖f ′‖M
1√
bn

.

引理 2.4 {Tn,m(f ; an, bn, cm, dm;x, y)} 是 L∗M 到 L∗M 的有界正线性算子序列，且

‖Tn,m(f ; an, bn, cm, dm;x, y)‖M ≤ b1d1

a1c1

‖f‖M .
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证 因为

e−anx

∞∑
k=0

(anx)k

k!
= 1, e−cmy

∞∑
j=0

(cmy)j

j!
= 1;

∫ ∞

0

e−anx (anx)k

k!
dx =

1
an

,

∫ ∞

0

e−cmy (cmy)j

j!
dy =

1
cm

.

从而

‖Tn,m(f ; an, bn, cm, dm;x, y)‖M

= inf
β>0

1
β

(1 +
∫ ∞

0

∫ ∞

0

M(βbndme−anxe−cmy

×
∞∑

k=0

∞∑
j=0

(anx)k

k!
(cmy)j

j!

∫ j+1
dm

j
dm

∫ k+1
bn

k
bn

f(u1, u2)du1du2)dxdy)

≤ inf
β>0

1
β

(1 +
∫ ∞

0

∫ ∞

0

e−anxe−cmy

×
∞∑

k=0

∞∑
j=0

(anx)k

k!
(cmy)j

j!
M(βbndm

∫ j+1
dm

j
dm

∫ k+1
bn

k
bn

f(u1, u2)du1du2)dxdy)

= inf
β>0

1
β

(1 +
∞∑

k=0

∞∑
j=0

∫ ∞

0

e−anx (anx)k

k!
dx

∫ ∞

0

e−cmy (cmy)j

j!
dy

×M(βbndm

∫ j+1
dm

j
dm

∫ k+1
bn

k
bn

f(u1, u2)du1du2))

≤ inf
β>0

1
β

(1 +
∞∑

k=0

∞∑
j=0

bndm

ancm

∫ j+1
dm

j
dm

∫ k+1
bn

k
bn

M(βf(u1, u2))du1du2)

≤bndm

ancm

inf
β>0

1
β

(1 +
∫ ∞

0

∫ ∞

0

M(βf(u1, u2))du1du2)

=
bndm

ancm

‖f‖M .

由于 {bn}
{an} ,

{dm}
{cm} 是非减数列，从而有 ‖Tn,m(f ; an, bn, cm, dm;x, y)‖M ≤ b1d1

a1c1
‖f‖M .

3 主要定理

定理 3.1 设 {Ln}n∈N 是L∗M → L∗M 的一致有界正线性算子序列,对于wn(x1, x2, · · · , xn) =
e−(x1+x2+···+xn)，若

(1) lim
n→∞

‖Ln(1;x)− 1‖M,wn
= 0,

(2) lim
n→∞

‖Ln(ti;x)− xi‖M,wn
= 0, (i = 1, 2, · · · , n)

(3) lim
n→∞

‖Ln(|t|2;x)− |x|2‖M,wn
= 0,

则对任意 f ∈ L∗M，有

lim
n→∞

‖Ln(f)− f‖M,wn
= 0.
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其中 x = (x1, x2, · · · , xn)，t = (t1, t2, · · · , tn)，且 |t| 和 |x| 表示 n 维欧氏空间中的欧氏距离.
证 类似于参考文献 [6][7][8] 的证明思路，对任何一个正数 A，设 χA

1 (t) 是 n 维欧氏空间

中球体 0 ≤ |t| ≤ A 上的特征函数.
令 χA

2 (t) = 1−χA
1 (t)，则由于 χA

2 (t) → 0(A → +∞)，从而对任意 ε > 0，当 A 充分大时，

有 |χA
2 (t)| < ε. 而

‖fχA
2 ‖M = sup

ρ(v(t1,t2,··· ,tn);N)≤1)

|
∫ ∞

0

∫ ∞

0

· · ·
∫ ∞

0

f(t1, t2, · · · , tn)

× χA
2 (t1, t2, · · · , tn)v(t1, t2, · · · , tn)dt1dt2 · · ·dtn| < ε.

另一方面，由于 {Ln} 是 L∗M → L∗M 的一致有界正线性算子，故有

‖Ln(f)‖M ≤ K‖f‖M .

因为

‖Ln(f)− f‖M,wn

= sup
ρ(v(t1,t2,··· ,tn);N)≤1

|
∫ ∞

0

∫ ∞

0

· · ·
∫ ∞

0

(Lnf − f)v(t1, t2, · · · , tn)

× e−(t1+t2+···+tn)dt1dt2 · · ·dtn|

≤ sup
ρ(v(t1,t2,··· ,tn);N)≤1

∣∣∣∣
∫ ∞

0

∫ ∞

0

· · ·
∫ ∞

0

(Lnf − f)v(t1, t2, · · · , tn)dt1dt2 · · ·dtn

∣∣∣∣
=‖Lnf − f‖M

=‖Ln[(χA
1 + χA

2 )f ]− (χA
1 + χA

2 )f‖M

=‖Ln(χA
1 f) + Ln(χA

2 f)− χA
1 f − χA

2 f‖M

≤‖Ln(χA
1 f)− χA

1 f‖M + ‖Ln(χA
2 f)− χA

2 f‖M

=:I
′
n + I

′′
n .

先讨论 I
′′
n，由线性算子 {Ln} 的一致有界性，有 ‖Ln(χA

2 f)− χA
2 f‖M ≤ (K + 1)ε.

因为连续函数类在 L∗M [0, A] 中稠密，故对任意 ε1 > 0，存在 [0, A] 上的连续函数 ϕ(t)
(当 t > A 时，令 ϕ(t) = 0)，使得

‖(f − ϕ)χA
1 ‖M <

ε1

(K + 1)
.

从而

I
′
n =‖Ln(χA

1 f)− χA
1 f‖M

≤‖Ln[χA
1 (f − ϕ)]‖M + ‖Ln(ϕχA

1 )− ϕχA
1 ‖M + ‖(f − ϕ)χA

1 ‖M

≤‖Ln(ϕχA
1 )− ϕχA

1 ‖M + (K + 1)‖(f − ϕ)χA
1 ‖M

<‖Ln(ϕχA
1 )− ϕχA

1 ‖M + ε1. (3.1)



No.1 陈琳等: 修正的一元与二元 Szasz-Mirakyan-Kantorovich 算子在 Orlicz 空间内的加权逼近 65

又因为对于 A1 > A，有 χA1
2 χA

1 ϕ = 0，所以

‖Ln(ϕχA
1 )− ϕχA

1 ‖M ≤‖[Ln(ϕχA
1 )− ϕχA

1 ]χA1
1 ‖M + ‖χA1

2 Ln(ϕχA
1 )‖M + ‖ϕχA

1 χA1
2 ‖M

=‖[Ln(ϕχA
1 )− ϕχA

1 ]χA1
1 ‖M + ‖χA1

2 Ln(ϕχA
1 )‖M . (3.2)

我们选定 A1，使

|
∫ ∞

0

∫ ∞

0

· · ·
∫ ∞

0

χA1
2 (t1, t2, · · · , tn)v(t1, t2, · · · , tn)dt1dt2 · · ·dtn| < ε1

Mϕ

,

其中Mϕ = max
t∈Rn

0

|ϕ(t)|χA1
1 (t).

从而

‖χA1
2 Ln(ϕχA

1 )‖M

= sup
ρ(v(t1,t2,··· ,tn;N)≤1)

∣∣∣∣
∫ ∞

0

∫ ∞

0

· · ·
∫ ∞

0

(1− χA1
1 )Ln(ϕχA

1 )v(t1, t2, · · · , tn)dt1dt2 · · ·dtn

∣∣∣∣

≤ sup
ρ(v(t1,t2,··· ,tn;N)≤1)

∣∣∣∣
∫ ∞

A1

∫ ∞

A1

· · ·
∫ ∞

A1

Ln(ϕχA
1 )v(t1, t2, · · · , tn)dt1dt2 · · ·dtn

∣∣∣∣

≤ sup
ρ(v(t1,t2,··· ,tn;N)≤1)

∣∣∣∣
∫ ∞

0

∫ ∞

0

· · ·
∫ ∞

0

Ln(ϕχA
1 )v(t1, t2, · · · , tn)dt1dt2 · · ·dtn

∣∣∣∣

≤ sup
ρ(v(t1,t2,··· ,tn;N)≤1)

∣∣∣∣
∫ ∞

0

∫ ∞

0

· · ·
∫ ∞

0

MϕLn(1;x)v(t1, t2, · · · , tn)dt1dt2 · · ·dtn

∣∣∣∣

≤Mϕ

{
sup

ρ(v(t1,t2,··· ,tn;N)≤1)

∣∣∣∣
∫ ∞

0

∫ ∞

0

· · ·
∫ ∞

0

(Ln(1;x)− 1)v(t1, t2, · · · , tn)dt1dt2 · · ·dtn

∣∣∣∣
}

+ Mϕ

{
sup

ρ(v(t1,t2,··· ,tn;N)≤1)

∣∣∣∣
∫ ∞

0

∫ ∞

0

· · ·
∫ ∞

0

χA1
2 v(t1, t2, · · · , tn)dt1dt2 · · ·dtn

∣∣∣∣
}

≤Mϕ

{
sup

ρ(v(t1,t2,··· ,tn;N)≤1)

∣∣∣∣
∫ ∞

0

∫ ∞

0

· · ·
∫ ∞

0

(Ln(1;x)− 1)v(t1, t2, · · · , tn)dt1dt2 · · ·dtn

∣∣∣∣
}

+ ε1.

因此得

‖χA1
2 Ln(ϕχA

1 )‖M ≤ Mϕ‖Ln(1;x)− 1‖M + ε1. (3.3)

再将 (3.3) 代入 (3.2) 得

‖Ln(ϕχA
1 )− ϕχA

1 ‖M ≤ ‖[Ln(ϕχA
1 )− ϕχA

1 ]χA1
1 ‖M + Mϕ‖Ln(1;x)− 1‖M + ε1. (3.4)

最后将 (3.4) 代入 (3.1) 得

I
′
n ≤ 2ε1 + Mϕ‖Ln(1;x)− 1‖M + ‖[Ln(ϕχA

1 )− ϕχA
1 ]χA1

1 ‖M . (3.5)
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根据定理的条件，对于充分大的 n，有 ‖Ln(1;x) − 1‖M < ε1
Mϕ

. 又因为 ϕχA
1 在 [0, A] 上

为连续函数，所以对于上述 ε1 > 0，存在 δ > 0，当 x, t ∈ Rn
0，且 |t− x| < δ 时，有

|ϕ(t)χA
1 (t)− ϕ(x)χA

1 (x)| < ε1 + 2Mϕ
(t− x)2

δ2
.

从而

‖[Ln(ϕχA
1 )− ϕχA

1 ]χA1
1 ‖M

≤‖[Ln(|ϕ(t)χA
1 (t)− ϕ(x)χA

1 (x)|);x)]χA1
1 ‖M + ‖ϕ(x)χA1

1 (x)(Ln(1;x)− 1)‖M

≤‖[Ln|ε1 + 2Mϕ
(t− x)2

δ2
|;x]χA1

1 ‖M + ‖ϕ(x)χA1
1 (x)(Ln(1;x)− 1)‖M

≤ε1‖Ln(1;x)‖M +
2Mϕ

δ2
‖Ln(|t− x|2;x)‖M + Mϕ‖Ln(1;x)− 1‖M

≤ε1K‖1‖M +
2Mϕ

δ2
‖Ln(|t− x|2;x)‖M + ε1. (3.6)

下面只对 ‖Ln(|t−x|2;x)‖M 进行研究. 根据已知条件，当 n 充分大时，对于上述 ε1 > 0，
有

max

{
‖Ln(|t|2;x)− |x|2‖M ,

n∑
i=1

‖Ln(ti;x)− xi‖M , ‖Ln(1;x)− 1‖M

}
<

ε1δ
2

2Mϕ(1 + A)2
.

故

‖Ln(|t− x|2;x)‖M

=‖Ln(t2 + x2 − 2tx;x)‖M

≤‖Ln(t2;x)− x2‖M + x2‖Ln(1;x)− 1‖M + 2
∞∑

i=1

xi‖xi − Ln(ti;xi)‖M

≤‖Ln(t2;x)− x2‖M + 2A

∞∑
i=1

‖xi − Ln(ti;xi)‖M + A2‖Ln(1;x)− 1‖M

≤(1 + A)2max

{
‖Ln(|t|2;x)− |x|2‖M ,

n∑
i=1

‖Ln(ti;x)− xi‖M , ‖Ln(1;x)− 1‖M

}

<
ε1δ

2

2Mϕ

.

所以

‖Ln(|t− x|2;x)‖M ≤ ε1δ
2

2Mϕ

. (3.7)

将 (3.7) 代入 (3.6) 得

‖[Ln(ϕχA
1 )− ϕχA

1 ]χA1
1 ‖M < ε1(2 + K||1||M ). (3.8)
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最后将 (3.8) 代入 (3.5) 得

I
′
n ≤2ε1 + Mϕ‖Ln(1;x)− 1‖M + ‖[Ln(ϕχA

1 )− ϕχA
1 ]χA1

1 ‖M

≤5ε1 + K‖1‖Mε1.

从而

‖Ln(f)− f‖M,wn
≤ I

′
n + I

′′
n ≤ (K + 1)ε + (5 + K‖1‖M )ε1.

所以由 ε 和 ε1 的任意性，有

lim
n→∞

‖Ln(f)− f‖M,wn
= 0.

定理 3.2 设 w(x) = 1
1+x
，则对任意 f ∈ L∗M，存在与 a1, b1 有关的常数M3(a1, b1)，使得

‖(Tn(f ; an, bn;x)− f(x))w(x)‖M ≤ M3(a1, b1)ω(f ;
1√
bn

)M .

证 利用 Steklov 平均函数

fh(x) =
1
h

∫ h

0

f(x + u)du, x ∈ R0, h > 0.

对于 fh 我们有

‖(f − fh)w‖M = sup
ρ(v;N)≤1

∣∣∣∣
∫ ∞

0

(f − fh)w(x)v(x)dx

∣∣∣∣

= sup
ρ(v;N)≤1

∣∣∣∣
∫ ∞

0

(f − 1
h

∫ h

0

f(x + u)du)w(x)v(x)dx

∣∣∣∣

≤ sup
ρ(v;N)≤1

1
h

∣∣∣∣
∫ ∞

0

∫ h

0

|f(x + u)− f(x)|w(x)v(x)dxdu

∣∣∣∣

=
1
h

∫ h

0

sup
ρ(v;N)≤1

∣∣∣∣
∫ ∞

0

|f(x + u)− f(x)| v(x)w(x)dx

∣∣∣∣ du

≤ 1
h

∫ h

0

sup
ρ(v;N)≤1

∣∣∣∣
∫ ∞

0

|f(x + u)− f(x)| v(x)dx

∣∣∣∣ du

≤ 1
h

∫ h

0

ω(f ;h)Mdu

=ω(f ;h)M .

又因为 f ′h(x) = h−1∆hf(x)，所以

‖f ′h(x)‖M = sup
ρ(v;N)≤1

∣∣∣∣
∫ ∞

0

h−1∆hf(x)v(x)dx

∣∣∣∣

=h−1 sup
ρ(v;N)≤1

∣∣∣∣
∫ ∞

0

∆hf(x)v(x)dx

∣∣∣∣
≤h−1ω(f ;h)M .
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故根据引理 2.3，有

‖(Tn(fh)− fh)w(x)‖M ≤ M2(a1, b1)
1√
bn

‖f ′h‖M ≤ M2(a1, b1)
1√
bn

h−1ω(f ;h)M .

当取 h = 1√
bn
时，有 ‖(Tn(fh)− fh)w(x)‖M ≤ M2(a1, b1)ω(f ; 1√

bn
)M . 利用插项逼近法，

有

‖(Tn(f)− f)w(x)‖M =‖Tn(f − fh)w‖M + ‖(Tn(fh)− fh)w‖M + ‖(fh − f)w‖M

≤ b1

a1

‖(f − fh)w‖M + M2(a1, b1)ω(f ;
1√
bn

)M + ‖(fh − f)w‖M

≤(
b1

a1

+ 1)ω(f ;
1√
bn

)M + M2(a1, b1)ω(f ;
1√
bn

)M

≤M3(a1, b1)ω(f ;
1√
bn

)M .

定理 3.3 设 {Tn(f ; an, bn;x)} 是 L∗M 到 L∗M 一致有界正线性算子序列，w1(x) = e−x，

则对任意 f ∈ L∗M，有

lim
n→∞

‖Tn(f ; an, bn;x)− f(x)‖M,w1 = 0.

证 因为

Tn(1; an, bn;x) =bn

∞∑
k=0

e−anx (anx)k

k!

∫ k+1
bn

k
bn

1 dt =
∞∑

k=0

e−anx (anx)k

k!
= 1.

Tn(t; an, bn;x) =bn

∞∑
k=0

e−anx (anx)k

k!

∫ k+1
bn

k
bn

t dt = bn

∞∑
k=0

e−anx (anx)k

k!
2k + 1
2b2

n

=
anx

bn

∞∑
k=1

e−anx (anx)k−1

(k − 1)!
+

1
2bn

=
anx

bn

+
1

2bn

.

Tn(t2; an, bn;x) =bn

∞∑
k=0

e−anx (anx)k

k!

∫ k+1
bn

k
bn

t2 dt

=bn

∞∑
k=0

e−anx (anx)k

k!
3k2 + 3k + 1

3b3
n

=
anx

b2
n

∞∑
k=1

e−anx (anx)k−1

(k − 1)!
k +

anx

b2
n

+
1

3b2
n

=
anx

b2
n

∞∑
k=0

e−anx (anx)k

k!
(k + 1) +

anx

b2
n

+
1

3b2
n

=
(anx)2

b2
n

∞∑
k=1

e−anx (anx)k−1

(k − 1)!
+

2anx

b2
n

+
1

3b2
n

=
(anx)2

b2
n

+
2anx

b2
n

+
1

3b2
n

.
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所以

‖Tn(1; an, bn;x)− 1‖M,w1 =‖1− 1‖M,w1 = 0.

‖Tn(t; an, bn;x)− x‖M,w1 =‖anx

bn

+
1

2bn

− x‖M,w1

≤(
an

bn

− 1)‖x‖M,w1 + ‖ 1
2bn

‖M,w1

=(
an

bn

− 1) sup
ρ(v;N)≤1

∣∣∣∣
∫ ∞

0

xv(x)e−xdx

∣∣∣∣ +
1

2bn

sup
ρ(v;N)≤1

∣∣∣∣
∫ ∞

0

v(x)e−xdx

∣∣∣∣

≤C(
an

bn

− 1)
∫ ∞

0

xe−xdx +
C

2bn

∫ ∞

0

e−xdx

=C(
an

bn

− 1) +
C

2bn

.

‖Tn(t2; an, bn;x)− x2‖M,w1 =‖(anx)2

b2
n

+
2anx

b2
n

+
1

3b2
n

− x2‖M,w1

≤(
a2

n

b2
n

− 1)‖x2‖M,w1 +
2an

b2
n

‖x‖M,w1 +
1

3b2
n

‖1‖M,w1

≤(
a2

n

b2
n

− 1) sup
ρ(v;N)≤1

∣∣∣∣
∫ ∞

0

x2e−xv(x)dx

∣∣∣∣ + C
2an

b2
n

+
C

3b2
n

=C(
a2

n

b2
n

− 1) + C
2an

b2
n

+
C

3b2
n

.

从而有

lim
n→∞

‖Tn(1; an, bn;x)− 1‖M,w1 = 0;

lim
n→∞

‖Tn(t; an, bn;x)− x‖M,w1 = 0;

lim
n→∞

‖Tn(t2; an, bn;x)− x2‖M,w1 = 0.

故利用定理 3.1 得，对任意 f ∈ L∗M，有

lim
n→∞

‖Tn(f ; an, bn;x)− f(x)‖M,w1 = 0.

定理 3.4 设 {Tn,m(f ; an, bn, cm, dm;x, y)} 是 L∗M 到 L∗M 的一致有界正线性算子序列，

w2(x, y) = e−(x+y)，则对任意的 f ∈ L∗M，有

lim
n,m→∞

‖Tn,m(f ; an, bn, cm, dm;x, y)− f(x, y)‖M,w2 = 0.

证 因为

Tn,m(1; an, bn, cm, dm;x, y)

=bndme−anxe−cmy

∞∑
k=0

∞∑
j=0

(anx)k

k!
(cmy)j

j!

∫ j+1
dm

j
dm

∫ k+1
bn

k
bn

1du1du2 = 1.
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Tn,m(u1; an, bn, cm, dm;x, y)

=bndme−anxe−cmy

∞∑
k=0

∞∑
j=0

(anx)k

k!
(cmy)j

j!

∫ j+1
dm

j
dm

∫ k+1
bn

k
bn

u1du1du2

=bn(e−anx

∞∑
k=0

(anx)k

k!
2k + 1
2b2

n

∞∑
j=0

e−cmy (cmy)j

j!
) = bn

∞∑
k=0

e−anx (anx)k

k!
2k + 1
2b2

n

=
anx

bn

∞∑
k=1

e−anx (anx)k−1

(k − 1)!
+

1
2bn

=
an

bn

x +
1

2bn

.

同理可求得

Tn,m(u2; an, bn, cm, dm;x, y) =
cm

dm

y +
1

2dm

.

且

Tn,m(u2
1 + u2

2; an, bn, cm, dm;x, y)

=bndme−anxe−cmy

∞∑
k=0

∞∑
j=0

(anx)k

k!
(cmy)j

j!

∫ j+1
dm

j
dm

∫ k+1
bn

k
bn

(u2
1 + u2

2)du1du2

=bndme−anxe−cmy

∞∑
k=0

∞∑
j=0

(anx)k

k!
(cmy)j

j!
3k2 + 3k + 1

3b3
ndm

+ bndme−anxe−cmy

∞∑
k=0

∞∑
j=0

(anx)k

k!
(cmy)j

j!
3j2 + 3j + 1

3d3
mbn

=
(anx)2

b2
n

+
2anx

b2
n

+
1

3b2
n

+
(cmy)2

d2
m

+
2cmy

d2
m

+
1

3d2
m

.

对于

‖1‖M,w2 = sup
ρ(v(x,y);N)≤1

∣∣∣∣
∫ ∞

0

∫ ∞

0

e−(x+y)v(x, y)dxdy

∣∣∣∣

≤C

∣∣∣∣
∫ ∞

0

e−xdx

∣∣∣∣
∣∣∣∣
∫ ∞

0

e−ydy

∣∣∣∣ = C.

‖x‖M,w2 = sup
ρ(v(x,y);N)≤1

∣∣∣∣
∫ ∞

0

∫ ∞

0

xe−(x+y)v(x, y)dxdy

∣∣∣∣

≤C

∣∣∣∣
∫ ∞

0

xe−xdx

∣∣∣∣
∣∣∣∣
∫ ∞

0

e−ydy

∣∣∣∣ = C.

‖x2‖M,w2 = sup
ρ(v(x,y);N)≤1

∣∣∣∣
∫ ∞

0

∫ ∞

0

x2e−(x+y)v(x, y)dxdy

∣∣∣∣

≤C

∣∣∣∣
∫ ∞

0

x2e−xdx

∣∣∣∣
∣∣∣∣
∫ ∞

0

e−ydy

∣∣∣∣ = C.

同理我们可以求得

‖y‖M,w2 ≤ C, ‖y2‖M,w2 ≤ C.
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所以

lim
n,m→∞

‖Tn,m(1; an, bn, cm, dm;x, y)− 1‖M,w2 = 0;

lim
n,m→∞

‖Tn,m(u1; an, bn, cm, dm;x, y)− x‖M,w2

= lim
n→∞

‖an

bn

x +
1

2bn

− x‖M,w2 ≤ lim
n→∞

[(
an

bn

− 1)‖x‖M,w2 +
1

2bn

‖1‖M,w2 ]

≤ lim
n→∞

[C(
an

bn

− 1) +
C

2bn

] = 0.

同理可得

lim
n,m→∞

‖Tn,m(u2; an, bn, cm, dm;x, y)− y‖M,w2 = 0.

且

lim
n,m→∞

‖Tn,m(u2
1 + u2

2; an, bn, cm, dm;x, y)− (x2 + y2)‖M,w2

= lim
n,m→∞

‖(a2
n

b2
n

− 1)x2 +
2anx

b2
n

+
1

3b2
n

+ (
c2
m

d2
m

− 1)y2 +
2cmy

d2
m

+
1

3d2
m

‖M,w2

≤ lim
n,m→∞

{(a2
n

b2
n

− 1)‖x2‖M,w2 + (
c2
m

d2
m

− 1)‖y2‖M,w2 +
2an

b2
n

‖x‖M,w2

+
2cm

d2
m

‖y‖M,w2 + (
1

3b2
n

+
1

3d2
m

)‖1‖M,w2}

≤ lim
n,m→∞

C{(a2
n

b2
n

− 1) + (
c2
m

d2
m

− 1) +
2an

b2
n

+
2cm

d2
m

+ (
1

3b2
n

+
1

3d2
m

)}

=0.

从而根据定理 3.1 得，对任意的 f ∈ L∗M，有

lim
n,m→∞

‖Tn,m(f ; an, bn, cm, dm;x, y)− f(x, y)‖M,w2 = 0.
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Abstract: This article mainly studies the approximation problem of modified univariate and

multivariate Szasz-Mirakyan-Kantorovich operators. In order to solve this problem, the Korovkin

type theorem in weighted Orlicz spaces was first proved. Based on the Jensen inequality, Hölder

inequality, Steklov mean function, and related analysis techniques, we obtained the approximation

positive theorems and convergence theorems of the modified univariate and multivariate Szasz-

Mirakyan-Kantorovich operators in weighted Orlicz spaces.
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