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Fock-Sobolev空间上Volterra 型积分算子与复合算子的乘积

吴舒琦

(武汉大学数学与统计学院,湖北 武汉 430072)

摘要: 本文研究了 Fock-Sobolev空间上有关 Volterra型积分算子与复合算子乘积有界性和紧

性的问题. 利用再生核, Carleson测度和 Berezin变换等方法.获得了有界性和紧性的一个等价刻画,

推广了 Fock空间上的结果.
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1 引言

设 C 表示复平面, H(C) 表示在 C 上的解析函数全体, dA 表示 C 上的 Lebesgue面积测

度, F p(C) 是由 Lp
(
C, e−

p
2 |z|2dA(z)

)
中的整函数所构成的空间,即

F p(C) =

{
f ∈ H(C) : ||f ||p =

(
p

2π

∫

C
|f(z)|pe− p|z|2

2 dA(z)
) 1

p

< ∞
}

, 0 < p < ∞.

对任意给定的正整数m, Fock-Sobolev空间 F p,m = {f ∈ H(C) : f (m) ∈ F p}, Zhu在 [1]中证
明了 f ∈ F p,m当且仅当 zmf(z) ∈ F p.因此,在 F (p,m)中通常使用下述范数:

||f ||pp,m = c(p,m)
∫

C
|zmf(z)e−|z|

2/2|pdA(z), c(p,m) =
(p/2)(mp/2)+1

πΓ((mp/2) + 1)
.

若 g ∈ H(C), 则线性算子 Vgf(z) =
∫ z

0
f(ζ)g′(ζ) dζ 称为 Volterra型积分算子.若 ϕ ∈ H(C),

则线性算子 Cϕf(z) = f(ϕ(z))称为复合算子. Volterra 型积分算子和复合算子的乘积的定义
如下:

V ϕ
g f(z) = V g◦Cϕf(z) =

∫ z

0

f(ϕ(ζ))g′(ζ)dζ,

Cg
ϕf(z) = Cϕ◦V gf(z) =

∫ ϕ(z)

0

f(ζ)g′(ζ)dζ.

方便起见,后文使用 T 来表示 V ϕ
g 和 Cg

ϕ.

人们对于 Fock空间和 Fock-Sobolev 空间已经有了很多研究. Hong在 [2]中研究了 Fock-
Sobolev空间上复合算子有界性和紧性. Constantin在 [3]中研究了 Fock空间上的 Volterra
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型积分算子. Mengestie 在 [4]中研究了 Fock空间上 Volterra 型积分算子和复合算子的乘积,
使用 Berezin 变换刻画了算子的有界性和紧性, 但是他的结果略微复杂, Tien 在 [5] 中给出
了更易使用的结果. Cho 在 [6] 中研究了 Fock-Sobolev 空间上的 Toeplitz算子. Hu和 Lv在
[7]中研究了 F p(ϕ) 上 Topelitz 算子的性质, Fock-Sobolev 空间可以视为 F p(ϕ) 的一个特例.
Mengestie 在 [8, 9]中对 Fock-Sobolev空间和 Fock-Sobolev 空间上的 Volterra型积分算子进
行了许多研究. 因此,本文受上述启发,将研究 Fock-Sobolev 空间上 Volterra 型积分算子和
复合算子乘积的有界性和紧性.
本文通过MT (z)来刻画算子 T的有界性和紧性,定义如下:

MV ϕ
g
(z) =

|g′(z)|(1 + |z|)(m+1)e
1
2 |ϕ(z)|2− 1

2 |z|2

(1 + |z|+
∣∣|z|2 + |z| −m

∣∣)(1 + |ϕ(z)|)m

=
|g′(z)|(1 + |z|)eφ(ϕ(z))−φ(z)

(1 + |z|+
∣∣|z|2 + |z| −m

∣∣) ,

MCg
ϕ
(z) =

|g′(ϕ(z))ϕ′(z)|(1 + |z|)(m+1)e
1
2 |ϕ(z)|2− 1

2 |z|2

(1 + |z|+
∣∣|z|2 + |z| −m

∣∣)(1 + |ϕ(z)|)m

=
|g′(ϕ(z))ϕ′(z)|(1 + |z|)eφ(ϕ(z))−φ(z)

(1 + |z|+
∣∣|z|2 + |z| −m

∣∣) ,

其中 φ(z) = |z|2/2−mlog(1 + |z|). 后文中若无特殊说明, φ(z)都为此定义.
下文, 我们用 C 表示非负常数且不同处的 C 可以取值不同. 对于两个非负量 X 和 Y ,

用X . Y 表示存在常数C > 0使得X ≤ CY, 用X & Y 表示存在常数C > 0使得X ≥ CY .
如果 X . Y 和 X & Y,则记 X ' Y.

本文的主要结论为下述两个定理.
定理 1 设 1 < p ≤ q < ∞, g为整函数且不为常函数, ϕ(z) = az + b, 0 < |a| ≤ 1,则有:
(a) 算子 T : F p,m(C) → F q,m(C)有界当且仅当MT (z) ∈ L∞(C, dA),且

||MV ϕ
g
||L∞ ' ||V ϕ

g ||,

||MCg
ϕ
||L∞ . ||Cϕ

g || . (||Cg
b ||q + |a|−2||MV ϕ

g
||qL∞)

1
q .

(b) 算子 T : F p,m(C) → F q,m(C)为紧算子当且仅当 lim
|z|→∞

MT (z) = 0.

定理 2 设 1 < q < p < ∞, g为整函数且不为常函数, ϕ(z) = az + b, 0 < |a| ≤ 1, 则下
列陈述等价:

(i) 算子 T : F p,m(C) → F q,m(C)是有界的.
(ii) 算子 T : F p,m(C) → F q,m(C)是紧的.
(iii) MT (z) ∈ L

pq
p−q (C, dA).且有

||MV ϕ
g
||

L
pq

p−q
' ||V ϕ

g ||,

|a| 2(p−q)
p−q ||MCg

ϕ
||

L
pq

p−q
. ||Cg

ϕ|| . (||Cg
b ||q + |a|− 2q

p ||MCg
ϕ
||q

L
pq

p−q
)

1
q .

2 预备知识
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2.1 Fock-Sobolev空间

在本节中,我们给出一些引理和相关推论. Mensgestie在 [9]中给出了 Fock-Sobolev空间
范数的一个等价表述:

||f ||pp,m '
∫

C
|f(z)e−φ(z)|pdA(z), φ(z) = |z|2/2−mlog(1 + |z|).

由上式可得 ||f ||p . ||f ||p,m. Hu在 [7]中对这类的加权 Fock空间进行了一定探讨.与 Fock空
间类似,我们给出 Fock-Sobolev空间中的再生核函数Km(z, ω),后文中将其简记为Kz(ω).从
[7]我们可以得知, ∀z, ω ∈ C,存在正常数 θ, C 使得

|Kz(ω)e−φ(z)e−φ(ω)| ≤ Ce−θ|z−ω| ≤ C.

存在正常数 r,对于 ∀z ∈ C,当 |ω − z| < r时,有

|Kz(ω)e−φ(z)e−φ(ω)| ≥ CKz(z)e−2φ(z) ≥ C.

由上面两个不等式, 显然有
|Kz(z)| ' e2φ(z).

对于每个 z ∈ C,定义 kz(ω) = Kz(ω)√
Kz(z)

,有 |kz(z)| ' eφ(z), ||kz||p,m ' 1. 固定 ω ∈ C,当 z →∞
时,有 |kz(ω)| ' |Kz(ω)e−φ(z)| ≤ Ce−θ|z−ω|eφ(ω) → 0.

引理 2.1 设 p ∈ (0,∞), f ∈ F p(C).则对任意z ∈ C,存在常数 C 使得

|f(z)|e− |z|
2

2 ≤ C||f ||p.

当 f ∈ F p,m(C)时, 有 zmf ∈ F p, 自然可推出 |f(z)zm|e− |z|
2

2 ≤ C||f ||p,m.
引理 2.2 设 0 < p < q < ∞,则有 F p(C) ⊂ F q(C), 且

||f ||q ≤ (
q

p
)

1
q ||f ||p, ∀f ∈ F p.

显然可以推出, 若 0 < p < q < ∞,则有 F p,m(C) ⊂ F q,m(C),且 ||f ||q,m ≤ ( q
p
)

1
q ||f ||p,m.

由文献 [6, 引理3.8]得到下述紧算子的判别方法:
引理 2.3 设 1 < p, q < ∞, T : F p,m → F q,m 为紧算子当且仅当对于 F p,m 中任意有界

且满足在 C的紧子集上一致收敛于 0的序列 {fk},有 ||Tfk||p,m → 0, k →∞.

由文献 [9, 引理2.2]得到如下引理:
引理 2.4 设 0 < p < ∞, f ∈ F p,m.则

||f ||pp,m ' |f(0)|p +
∫

C

|f ′(z)|p(1 + |z|)pe−pφ(z)

(1 + |z|+
∣∣|z|2 + |z| −m

∣∣)p
dA(z).

为了更好的应用引理 2.4 , 我们构造如下函数:

mV ϕ
g
(z) =

|g′(z)|(1 + |z|)e−φ(z)

(1 + |z|+
∣∣|z|2 + |z| −m

∣∣) = e−φ(ϕ(z))MV ϕ
g
,
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mCg
ϕ
(z) =

|g′(ϕ(z))ϕ(z)|(1 + |z|)e−φ(z)

(1 + |z|+
∣∣|z|2 + |z| −m

∣∣) = e−φ(ϕ(z))MCg
ϕ
.

在后文中, 使用mT 来简记上述两个函数.
对文献 [8, 推论3.2]的证明做简单的修改, 可得下述引理:
引理 2.5 设 g, ϕ为整函数, 且 g不恒为0.若满足不等式

sup
z∈C

|g(z)|(1 + |z|)m+1e
1
2 |ϕ(z)|2− 1

2 |z|2

(1 + |z|+
∣∣|z|2 + |z| −m

∣∣)(1 + |ϕ(z)|)m
< ∞,

则有 ϕ(z) = az + b, 且 |a| ≤ 1.
根据引理 2.5,可以得知如果有 sup

z∈C
MT (z) ≤ M ,则 ϕ(z) = az + b, |a| ≤ 1.

2.2 Carleson测度

设 0 < p, q < ∞, µ是 C上的正 Borel测度, 若存在正数 C 使其满足:

(∫

C
|f |qe−qφ(z)dµ(z)

) 1
q

≤ C||f ||p,m, ∀f ∈ F p,m(C),

则称µ是 (p, q)型Fock Sobolev-Carleson测度.显然,可以根据µ构建恒等算子 i : F p,m(C) →
Lq(C, e−qφ(z)dµ), 定义 ||µ|| = ||i||.
由文献 [7,定理2.8]得到下述引理:
引理 2.6 设 0 < q < p < ∞, µ 是 C 上的正 Borel 测度, 则 µ 是 (p, q) 型的 Fock

Sobolev-Carleson测度当且仅当 µ̃ ∈ L
p

p−q (C, dA),其中

µ̃(z) =
∫

C
|kz(ζ)|qe−qφ(ζ)dµ(ζ), z ∈ C

且有 ||µ|| ' ||µ̃||
1
q

L
p

p−q
.

3 Volterra型积分算子和复合算子的乘积

本节将刻画 Fock Sobolev空间上算子的有界性和紧性.下面的命题给出一个在后文中多
次使用的重要等式.
命题 3.1 设 q ∈ (0,∞), g为整函数且不为常函数.对于任意的整函数 f 和 z ∈ C,有

||Tf ||qq,m ' |(Tf)(0)|q +
∫

C
|f(ϕ(ζ))|qe−qφ(ϕ(ζ))MT (ζ)qdA(ζ)

= |(Tf)(0)|q +
∫

C
|f(ϕ(ζ))|qmT (ζ)qdA(ζ)

& |(Tf)(0)|q + |f(ϕ(z))|qmT (z)q, (3.1)

和
∫

C
mT (ζ)qdA(ζ) . ||T1||qq,m. (3.2)
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证 令 T 为 V ϕ
g ,注意到 V ϕ

g f(0) = 0,由引理 2.4,可得

||V ϕ
g f ||qq,m ' |V ϕ

g f(0)|q +
∫

C

|f(ϕ(ζ))g′(ζ)|q(1 + |ζ|)qe−qφ(ζ)

(1 + |ζ|+
∣∣|ζ|2 + |z| −m

∣∣)q
dA(ζ)

=
∫

C
|f(ϕ(ζ))|qe−qφ(ϕ(ζ))MV ϕ

g
(ζ)qdA(ζ)

=
∫

C
|f(ϕ(ζ))|qmV ϕ

g
(ζ)qdA(ζ)

≥
∫

D(ω,1)

|f(ϕ(ζ))|qmV ϕ
g

(ζ)qdA(ζ)

=
∫

D(ω,1)

|f(ϕ(ζ))g′(ζ)|q(1 + |ζ|)q(m+1)e−
q
2 |ζ|2

(1 + |ζ|+
∣∣|ζ|2 + |ζ| −m

∣∣)q
dA(ζ),

其中 D(ω, 1) = {ζ ∈ C : |ζ − ω| < 1}.当 ζ ∈ D(ω, 1)时,有
{

1 + |ζ| ' 1 + |ω|
1 + |ζ|+

∣∣|ζ|2 + |ζ| −m
∣∣ ' 1 + |ω|+

∣∣|ω|2 + |ω| −m
∣∣.

由次调和性得

∫

D(ω,1)

|f(ϕ(ζ))g′(ζ)|q(1 + |ζ|)q(m+1)e−
q
2 |ζ|2

(1 + |ζ|+
∣∣|ζ|2 + |ζ| −m

∣∣)q
dA(ζ) & |f(ϕ(ω))|qmV ϕ

g
(ω)q,

从而有 ||V ϕ
g f ||qq,m & |V ϕ

g f(0)|q + |f(ϕ(z))|qmV ϕ
g

(z)q.

令 T 为 Cg
ϕ,由引理 2.4,可得

||Cg
ϕf ||qq,m ' |Cg

ϕf(0)|q +
∫

C

|f(ϕ(ζ))g′(ϕ(ζ))ϕ′(ζ)|q(1 + |ζ|)qe−qφ(ζ)

(1 + |ζ|+
∣∣|ζ|2 + |ζ| −m

∣∣)q
dA(ζ)

= |Cg
ϕf(0)|q +

∫

C
|f(ϕ(ζ))|qe−qφ(ϕ(ζ))MCg

ϕ
(ζ)qdA(ζ)

= |Cg
ϕf(0)|q +

∫

C
|f(ϕ(ζ))|qmCg

ϕ
(ζ)qdA(ζ)

≥ |Cg
ϕf(0)|q +

∫

D(ω,1)

|f(ϕ(ζ))|qmCg
ϕ
(ζ)qdA(ζ)

= |Cg
ϕf(0)|q +

∫

D(ω,1)

|f(ϕ(ζ))g′(ϕ(ζ))ϕ′(ζ)|q(1 + |ζ|)q(m+1)e−
q
2 |ζ|2

(1 + |ζ|+
∣∣|ζ|2 + |ζ| −m

∣∣)q
dA(ζ).

由次调和性得

∫

D(ω,1)

|f(ϕ(ζ))g′(ϕ(ζ))ϕ′(ζ)|q(1 + |ζ|)q(m+1)e−
q
2 |ζ|2

(1 + |ζ|+
∣∣|ζ|2 + |ζ| −m

∣∣)q
dA(ζ) & |f(ϕ(ω))|qmCg

ϕ
(ω)q,

显然有 |Cg
ϕf(0)|q & |Cg

ϕf(0)|q,即得 ||Cg
ϕf ||qq,m & |Cg

ϕf(0)|q + |f(ϕ(z))|qmCg
ϕ
(z)q.

最后, 取 f = 1,即得

∫

C
mT (ζ)qdA(ζ) . ||T1||qq,m.
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命题 3.2 设 p, q ∈ (0,∞), g, ϕ为整函数且 g不为常函数.如果 T : F p,m(C) → F q,m(C)
为有界算子, 则MT (z) ∈ L∞(C, dA), ϕ(z) = az + b, |a| ≤ 1, 且有

MT (z) . ||Tkϕ(z)||q,m . ||T ||,∀z ∈ C. (3.3)

证 利用 ||kω||p,m ' 1 和 (3.1) 可得||T || & ||Tkω||q,m & |kω(ϕ(z))|mT (z),∀z ∈ C. 取

ω = ϕ(z), 有

||T || & |kϕ(z)(ϕ(z))|mT (z) ' eφ(ϕ(z))mT (z) = MT (z).

由引理 2.5可得 ϕ(z) = az + b, |a| ≤ 1.

推论 3.3 设 p, q ∈ (0,∞), g为整函数且不为常函数, ϕ(z) = b,则有:
(a) V b

g : F p,m(C) → F q,m(C)为紧算子当且仅当 g ∈ F q,m(C).
(b) Cg

b : F p,m(C) → F q,m(C)是紧算子.
证 (a) 必要性,令 f = 1, V b

g f(z) = g(z)− g(0),则 g ∈ F q,m(C).
充分性,显然 V b

g 是一个有限秩算子,因此只需证明其有界即可.有

||Tf ||q,m = |f(b)| ||g − g(0)||q,m ≤ e
|b|2
2 ||g − g(0)||q,m||f ||p . ||g − g(0)||q,m||f ||p,m,

即得 V b
g 是紧算子.

(b) 设 f ∈ F p,m, Cg
b f(z) =

∫ b

0
f(ζ)g′(ζ)dζ, 有

||Cg
b f ||q,m =

∣∣∣∣
∫ b

0

f(ζ)g′(ζ)dζ

∣∣∣∣ ≤ |b| sup
ζ∈[0,b]

|f(ζ)g′(ζ)|.

由引理 2.1可知 ∀z ∈ C, |f(z)| . ||f ||p ,又因为 g′是整函数,所以 g′(ζ)在 [0, b]上有界,可得

|b| sup
ζ∈[0,b]

|f(ζ)g′(ζ)| . ||f ||p . ||f ||p,m.

显然 Cg
b 是秩为 1的有限秩算子,从而可知 Cg

b 是紧算子.
当 ϕ(z) = az + b, 0 < a ≤ 1时,情形更为复杂,我们分 1 < p ≤ q < ∞和 1 < q < p < ∞

来进行讨论,先研究 1 < p ≤ q < ∞的情况.
定理 1 的证明 (a) 首先证明必要性, 由命题 3.2可知MT (z) . ||T ||,即得 ||MT ||L∞ ≤

||T ||.
再证充分性,设MT (z) ∈ L∞(C, dA).由命题 3.1可得

||Tf ||qq,m ' |Tf(0)|q +
∫

C
|f(ϕ(ζ))|qe−qφ(ϕ(ζ))MT (ζ)qdA(ζ)

≤ |Tf(0)|q + ||MT ||qL∞
∫

C
|f(ϕ(ζ))|qe−qφ(ϕ(ζ))dA(ζ)

. |Tf(0)|q + |a|−2||MT ||qL∞
∫

C
|f(ζ)|qe−qφ(ζ)dA(ζ)

. |Tf(0)|q + |a|−2||MT ||qL∞ ||f ||qq,m

. |Tf(0)|q + |a|−2||MT ||qL∞ ||f ||qp,m.
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令 T 为 V ϕ
g ,注意到 V ϕ

g f(0) = 0,由上式可得

||V ϕ
g f ||qq,m . |a|−2||MV ϕ

g
||qL∞ ||f ||qp,m.

即得 V ϕ
g 为有界算子,再由命题 3.2即可得 ||MV ϕ

g
||L∞ ' ||V ϕ

g ||.
令 T 为 Cg

ϕ,注意到 Cg
ϕf(0) = Cg

b f ,由推论 3.3可知 Cg
b 是有界算子,得

||Cg
ϕf ||qq,m . |Cg

b f |q + |a|−2||MV ϕ
g
||qL∞ ||f ||qp,m

. ||Cg
b ||q ||f ||qp,m + |a|−2||MV ϕ

g
||qL∞ ||f ||qp,m

= (||Cg
b ||q + |a|−2||MV ϕ

g
||qL∞)||f ||qp,m.

即得 Cg
ϕ为有界算子,且有 ||MCg

ϕ
||L∞ . ||Cϕ

g || . (||Cg
b ||q + |a|− 2

q ||MCg
ϕ
||qL∞)

1
q .

(b) 首先证明必要性,设 zn →∞,则有 ϕ(zn) →∞, {kϕ(zn)}满足 F p,m中有界且在 C的
紧子集上一致收敛于 0. 由引理 2.3 可知||Tkϕ(zn)||q,m → 0, 再由命题 3.2 即得 z → ∞ 时,
MT (z) → 0.
再证充分性,由 (a)可知,此时 T 是有界算子.令 {fn}为F p,m中的任意序列,满足 {||fn||}

有界且 fn在 C的任意紧子集上一致收敛于 0.由命题 3.1可得

||Tfn||qq,m ' |Tfn(0)|q +
∫

|z|≤R

|fn(ϕ(z))|qmT (z)qdA(z)

+
∫

|z|>R

|fn(ϕ(z))|qe−qφ(ϕ(z))MT (z)qdA(z)

. |Tfn(0)|q + ( sup
|z|≤R

|fn(ϕ(z))|q)
∫

|z|≤R

mT (z)qdA(z)

+( sup
|z|>R

MT (z)q)
∫

|z|>R

|fn(ϕ(z))|qe−qφ(ϕ(z))dA(z)

. |Tfn(0)|q + ||T1||qq,m( sup
|z|≤R

|fn(ϕ(z))|q) + |a|−2||fn||qq,m( sup
|z|>R

MT (z)q)

. |Tfn(0)|q + ||T1||qq,m( sup
|z|≤R

|fn(ϕ(z))|q) + |a|−2||fn||qp,m( sup
|z|>R

MT (z)q).

我们有 V ϕ
g fn(0) = 0 和 Cg

ϕfn(0) = Cg
b fn =

∫ b

0
fn(ζ)g′(ζ)dζ. 因为 {fn} 在紧集 [0, b] 上

一致收敛于 0, 所以 n → ∞ 时, Cg
ϕfn(0) → 0. 再结合 {||fn||} 有界和 T 是有界算子即

得||Tfn||q,m → 0,由引理 2.3可知 T 是紧算子.
接下来证明 1 < q < p < ∞的情况,我们先给出两个 C上测度 µT,q 和 λT,q,定义如下:

µT,q(B) =
∫

ϕ−1(B)

mT (z)qdA(z), dλT,q(z) = eqφ(z)dµT,q(z).

定理 2的证明 (ii)→ (i)是显然的.
(i)→ (iii).设 T : F p,m(C) → F q,m(C)有界,由 (3.1)式可得

||T ||q ||f ||qp,m ≥ ||Tf ||qq,m ' |Tf(0)|q +
∫

C
|f(ϕ(z))|qmT (z)qdA(z)

≥
∫

C
|f(ϕ(z))|qmT (z)qdA(z) ≥

∫

C
|f(z)|qdµT,q(z) =

∫

C
|f(z)|qe−qφ(z)dλT,q(z).
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由上述不等式可知 λT,q 是一个 Fock Sobolev-Carleson测度,由引理 2.6可得

λ̃T,q(ω) =
∫

C
|kω(ζ)|qe−qφ(ζ)dλT,q(ζ) ∈ L

p
p−q (C, dA).

再使用命题 3.1,有
∫

C
|kω(ζ)|qe−qφ(ζ)dλT,q(ζ) =

∫

C
|kω(ζ)|qdµT,q(ζ) =

∫

C
|kω(ϕ(ζ))|qmT (ζ)qdA(ζ)

& |kω(ϕ(z))|qmT (z)q.

令 ω = ϕ(z),得到 λ̃q(ϕ(z)) & eqφ(ϕ(z))mT (z)q = MT (z)q,从而有
∫

C
MT (z)

pq
p−q dA(z) .

∫

C
|λ̃q(ϕ(z))| p

p−q dA(z) = |a|−2

∫

C
|λ̃q(ω)| p

p−q dA(ω).

由引理 2.5我们还可知 ||λ̃T,q||
1
q

L
p

p−q
' ||λT,q|| ≤ ||T ||,从而有 ||MT ||

L
pq

p−q
. |a|− 2(p−q)

pq ||T ||.
(iii)→ (ii).设MT (z) ∈ L

pq
p−q , f ∈ F p,m(C).注意到 1

p
+ p−q

pq
= 1

q
,使用命题 3.1和 Hölder

不等式得

||Tf ||qq,m ' |Tf(0)|q +
∫

C
|f(ϕ(ζ))|qe− q|φ(ϕ(ζ))|2

2 MT (ζ)qdA(ζ)

≤ |Tf(0)|q +
(∫

C
|f(ϕ(ζ))|pe− p|φ(ϕ(ζ))|2

2 dA(ζ)
) q

p

×
(∫

C
MT (ζ)

pq
p−q dA(ζ)

) p−q
p

. |Tf(0)|q + |a|− 2q
p ||f ||qp,m||MT ||q

L
pq

p−q
.

有 V ϕ
g f(0) = 0和 Cg

ϕf(0) = Cg
b f,从而可推出 T 有界,且

||V ϕ
g || . |a|− 2

p ||MV ϕ
g
||

L
pq

p−q
, ||Cg

ϕ|| . (||Cg
b ||q + |a|− 2q

p ||MCg
ϕ
||q

L
pq

p−q
)

1
q .

接下来我们再证 T 的紧性.令 {fn}为 F p,m 中的任意序列,满足 {||fn||p,m}有界且 fn 在

C的任意紧子集上一致收敛于 0. 由命题 3.1和 Hölder不等式可得

||Tfn||qq,m ' |Tfn(0)|q +
∫

C
|fn(ϕ(ζ))|qe− q|φ(ϕ(ζ))|2

2 MT (ζ)qdA(ζ)

= |Tfn(0)|q +
∫

|z|≤R

|fn(ϕ(z))|qmT (z)qdA(z)

+
∫

|z|>R

|fn(ϕ(z))|qe−qφ(ϕ(z))MT (z)qdA(z)

. |Tfn(0)|q + sup
|z|≤R

|fn(ϕ(z))|q
∫

|z|≤R

mT (z)qdA(z)

+
(∫

|z|>R

|fn(ϕ(z))|pe−pφ(ϕ(z))dA(z)
) q

p

×
(∫

|z|>R

MT (z)
pq

p−q dA(z)
) p−q

p

. |Tfn(0)|q + ||T1||qq,m sup
|z|≤R

|fn(ϕ(z))|q

+|a|− 2q
p sup

n
||fn||qp,m

(∫

|z|>R

MT (z)
pq

p−q dA(z)
) p−q

p

.
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由 T 有界可知 ||T1||q,m < ∞, 再注意到 MT (z) ∈ L
pq

p−q , V ϕ
g fn(0) = 0 和当 n → ∞ 时,

Cg
ϕfn(0) = Cg

b fn → 0.所以我们可推出当 n →∞时,有 ||Tfn||q,m → 0,再通过引理 2.3即可
得出 T 是紧算子.
利用本文的结论,我们可以对 V ϕ

g , Cg
ϕ 在 Fock sobolev空间中的拓扑性质做些简单的探

讨, Mengestie在 [10]中对 Fock空间中 V ϕ
g 的拓扑结构做了更深入的研究.

推论 3.4 设 1 < p ≤ q < ∞, g1, g2 为整函数且不为常函数, ϕ1(z) = a1z + b1, ϕ2(z) =
a2z+b2, 0 < |a1|, |a2| ≤ 1. V ϕ1

g1
, V ϕ2

g2
,是F p,m(C) → F q,m(C)上的有界算子,如果 V ϕ1

g1
−V ϕ2

g2
是

紧算子,则有 V ϕ1
g1
和 V ϕ2

g2
都为紧算子或者 a1 = a2.

证 出于方便起见,用 T1, T2 来代表 V ϕ1
g1
和 V ϕ2

g2
.若 T1 和 T2 中某一个为紧算子,则通

过 T1 − T2为紧算子可以推出 T1, T2都为紧算子.
若 T1, T2 都不为紧算子, 我们使用反证法来证明 a1 = a2. 先假设有 a1 6= a2. 对 (T1 −

T2)f(z) =
∫ z

0
f(ϕ1(ζ))g′1(ζ)dζ − ∫ z

0
f(ϕ2(ζ))g′2(ζ)dζ 使用引理 2.4得

||(T1 − T2)f ||qq,m ' |((T1 − T2)f
)
(0)|q

+
∫

C

|f(ϕ1(ζ))g′1(ζ)− f(ϕ2(ζ))g′2(ζ)|q(1 + |ζ|)qe−qφ(ζ)

(1 + |ζ|+
∣∣|ζ|2 + |ζ| −m

∣∣)q
dA(ζ)

& |(T1 − T2)f(0)|q

+
|f(ϕ1(z))g′1(z)− f(ϕ2(z))g′2(z)|q(1 + |z|)qe−qφ(z)

(1 + |z|+
∣∣|z|2 + |z| −m

∣∣)q
dA(z).

将 kω 代入上式,得

||(T1 − T2)kω||qq,m & |((T1 − T2)kω

)
(0)|q

+
|kω(ϕ1(z))g′1(z)− kω(ϕ2(z))g′2(z)|q(1 + |z|)qe−qφ(z)

(1 + |z|+
∣∣|z|2 + |z| −m

∣∣)q
dA(z)

& |((T1 − T2)kω

)
(0)|q

+
(1 + |z|)qe−qφ(z)

(1 + |z|+
∣∣|z|2 + |z| −m

∣∣)q
(|kω(ϕ1(z))g′1(z)| − |kω(ϕ2(z))g′2(z)|)q.

令 ω = ϕ1(z),则存在正数 C使得

MT1(z) ' (1 + |z|)e−φ(z)

(1 + |z|+
∣∣|z|2 + |z| −m

∣∣) |kϕ1(z)ϕ1(z)|

≤ (
C||(T1 − T2)kϕ1(z)||qq,m − |((T1 − T2)kϕ1(z)

)
(0)|q)

1
q

+MT2(z)e−φ(ϕ2(z))|kϕ1(z)(ϕ2(z))|
.

(
C||(T1 − T2)kϕ1(z)||qq,m − |((T1 − T2)kϕ1(z)

)
(0)|q)

1
q + MT2(z)e−θ|ϕ1(z)−ϕ2(z)|.

通过 T1 − T2 的紧性和 a1 6= a2, 可以得出当 z → ∞ 时, 有 ||(T1 − T2)kϕ1(z)||q,m → 0 和
e−θ|ϕ1(z)−ϕ2(z)| → 0 .又有 |((T1 − T2)kϕ1(z)

)
(0)| = 0和MT2 有界,我们可以推出 z → ∞时,

MT1(z) → 0.根据定理 1,此时 T1为紧算子,导出矛盾,即得此时有 a1 = a2.
从上述的论证中,注意到当 z → ∞时,

∣∣((Cg1
ϕ1
− Cg2

ϕ2
)
)
kϕ1(z)

)
(0)

∣∣ → 0.即可知此推论的
结果对于 Cg1

ϕ1
− Cg2

ϕ2
同样成立.
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PRODUCTS OF VOLTERRA TYPE OPERATORS AND

COMPOSITION OPERATORS BETWEEN FOCK SOBOLEV

SPACES
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Abstract: In this paper, we research some characters of products of Volterra type operators

and composition operators between Fock Sobolev spaces. We use reproducing kernel and Carleson

measure and Berezin transform. Several equivalent conditions on the bounded and compactness of

the operator are given, we extend the conclusion of Fock spaces.
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