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摘要: 本文主要研究了一种带有时滞的三物种模型, 其中一个物种以另外两个合作的物种为食

物. 首先, 利用比较原理和随机分析理论, 建立了平稳分布的准则; 其次, 利用初值的假设和比较原理,

给出了物种的生存性或者灭绝性的充分条件; 最后, 结合矩阵理论, 得到了解的分布平稳, 且弱收敛到

唯一的一个遍历不变分布.
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1 引言

在数学生物学中, 如何准确地描述物种间关系是一个有意义的话题. 在现实的生活中, 物
种的演化都可能被其他的物种或者物种自身的演化所影响, 在数学上一般用确定性 (偏) 微分
方程来描述. 注意到噪声总是存在, 加上其它不确定性因素的影响, 随机 (偏) 微分方程可以
更好的刻画物种的演化. 最早的双物种模型是著名的 Lotka-Volterra捕食模型, 本文考虑三
物种在随机环境下的演化行为





dx1(t) = x1(t)[a1 − c11x1(t) + c12x2(t− τ1)− c13x3(t− τ2)]dt,

dx2(t) = x2(t)[a2 + c21x1(t− τ3)− c22x2(t)− c23x3(t− τ4)]dt,

dx3(t) = x3(t)[a3 + c31x1(t− τ5) + c32x2(t− τ6)− c33x3(t)]dt,

初始值为 xi(θ), 并且

xi(θ) = φi(θ), θ ∈ [−τ, 0], τ = max{τ1, τ2, τ3, τ4, τ5, τ6}, i = 1, 2, 3,

这里的 φi(θ)是定义在区间 [−τ, 0]上的连续函数并且大于零, i = 1, 2, 3. 换句话说, x0 = φ =
(φ1, φ2, φ3)T ∈ C([−τ, 0], R3

+), 其中 R3
+ = {(x1, x2, x3) ∈ R3 : xi > 0, 1 ≤ i ≤ 3}. x3 以 x1 和

x2为食物, x1和 x2是合作关系. a1 > 0和 a2 > 0分别表示 x1和 x2的生长率. −a3 > 0则表
示 x3 的死亡率. c11, c22, c33 分别表示物种 x1, x2, x3 内部的竞争系数 (大于零). c12 和 c21 为

物种 x1和 x2的合作关系系数 (大于零). c13和 c23代表损失率 (大于零). c31和 c32代表俘获

率 (大于零). τ1, τ2, τ3, τ4, τ5, τ6代表时滞 (大于零).
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考虑到随机扰动

ai → ai + σiḂi(t), i = 1, 2, 3,

其中 {Bi(t)}t≥0, i = 1, 2, 3,是定义在具有滤子 Ft≥0 的完备概率空间 (Ω,F , {F}t≥0,P)上的
标准独立Wiener过程, σ2

i , i = 1, 2, 3,代表噪声的强度. 因此, 我们有:




dx1(t) = x1(t)[a1 − c11x1(t) + c12x2(t− τ1)− c13x3(t− τ2)]dt + σ1x1(t)dB1(t),
dx2(t) = x2(t)[a2 + c21x1(t− τ3)− c22x2(t)− c23x3(t− τ4)]dt + σ2x2(t)dB2(t),
dx3(t) = x3(t)[a3 + c31x1(t− τ5) + c32x2(t− τ6)− c33x3(t)]dt + σ3x3(t)dB3(t),

(1.1)

随机模型中, 一般是通过寻求正平衡状态来研究解的平稳分布, 由以往得到的结果知
道可通过运用 F-P方程的显示解法 [1,2]、马尔科夫半群理论法 [3−5]、以及 Lyapunov函数法
[6−9] 来进行研究. 其中, F-P方程的显示解法可以解决不具有时滞的模型; 马尔科夫半群理论
法需要一个标准测度, 而这样的标准测度有的很难找到; Lyapunov函数法则需要解的马尔
科夫性质, 时滞的模型是不具有这种性质的. 另外, Hu-Wang所得到结果中的条件需要满足
方程系数的线性增长 [10], 时滞的模型是不能满足的. 本文采用的方法则避免了以上提到的问
题, 适用于具有时滞的模型, 对种群的动力学分析更具有现实意义.
最近, Liu等 [11] 研究了接种疫苗和双疾病的随机时滞 SIS传染病模型并且得到了这个模

型的阈值. 在文献 [12]中, Liu和 Jiang考虑了一类具有不完善疫苗接种的随机分阶进展 HIV
模型的平稳分布. 随机传染病模型的长期行为是一个重要的问题. 一类具有分布时滞和非线
性扰动的随机逻辑斯蒂方程的长时间行为已经由 Liu等 [13] 所研究. 此外, 具有时滞的三物种
模型也已得到研究 [14]. 近来, Liu-Fan[15] 建立了一类具有时滞的三物种随机级联捕食 - 被捕
食系统的平稳分布. 关于平稳分布, 见参考文献 [16-18].
在证明的过程中, 需要以下的引理
引理 1.1[19] 令 g(t) ∈ C[Ω× [0,+∞), R+],
(1) 如果存在两个正常数 T 和 λ0使得对于所有的 t ≥ T ,

ln g(t) ≤ λt− λ0

∫ t

0

g(s)ds +
n∑

i=1

αiBi(t),

那么, 我们有 



g∗ = lim sup
t→+∞

t−1
∫ t

0
g(s)ds ≤ λ

λ0
a.s., λ ≥ 0,

lim
t→+∞

g(t) = 0 a.s., λ < 0.
(1.2)

(2) 如果存在三个正常数 T , λ和 λ0使得对于所有的 t ≥ T ,

ln g(t) ≥ λt− λ0

∫ t

0

g(s)ds +
n∑

i=1

αiBi(t),

那么, 有

g∗ = lim inf
t→+∞

t−1

∫ t

0

g(s)ds ≥ λ

λ0

, a.s.
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引理 1.2[20] 令 µ是关于 Pt的不变测度, 其中 t ≥ 0. 假定在弱意义下, 下面极限成立

lim
t→+∞

Pt(x, ·) = µ x ∈ E,

则 µ是强混合的.
引理 1.3[21] 假定 y = y(x) ∈ (a, b)和 y = Y (x) ∈ (a, b)分别是以下两个方程的解

{
dy
dx

= f(x, y),
y(x, 0) = y0,

和 {
dY
dx

= F (x, Y ),
y(x, 0) = y0,

其中, f(x, y) 和 F (x, y) 是连续的且满足局部 Lipschitz 条件, 并且 (x0, y0) ∈ R × R. 若
f(x, y) < F (x, y) , 则有 y(x) < Y (x), x0 < x < b; y(x) > Y (x), a < x < x0.

引理 1.4[22] 假定 n ≥ 2, 那么以下等式成立：

n∑
i,j=1

miaijGi(xi) =
n∑

i,j=1

miaijGj(xj),

其中 Gi(xi)是任意的函数, 1 ≤ i ≤ n.
引理 1.5[20] 若 µ ∈M1(E)是半群 Pt, t > 0的唯一不变测度, 那么 µ是遍历的.
引理 1.6[20] 假定 ϕ ∈ L2(E, µ), 则存在 η∗ ∈ L2(Ω1,F1,P1)使得在 L2(Ω1,F1,P1)有

lim
T→+∞

1
T

∫ T

0

ϕ(Z(s))ds = η∗, P1 − a.s.

此外, 若 µ是遍历的, 则

lim
T→+∞

1
T

∫ T

0

ϕ(Z(s))ds =
∫

E

ϕ(x)µ(dx) = 〈µ, ϕ〉, P1 − a.s.

为方便本文中的计算, 我们有以下定义:

bi = ai − σ2
i

2
, Γ = c11c22 − c12c21,

Γ1 = a1c22 + a2c12, Γ̃1 = (c22σ
2
1 + c12σ

2
2)/2,

Γ2 = a1c21 + a2c11, Γ̃2 = (c21σ
2
1 + c11σ

2
2)/2,

Γ3 = a2c33 − a3c23, Γ̃3 = (c33σ
2
2 − c23σ

2
3)/2,

Γ4 = a3c22 + a2c32, Γ̃4 = (c22σ
2
3 + c32σ

2
2)/2,

Γ5 = a1c33 − a3c13, Γ̃5 = (c33σ
2
1 − c13σ

2
3)/2,

Γ6 = a3c11 + a1c31, Γ̃6 = (c11σ
2
3 + c31σ

2
1)/2,

f(t) =
1
t

∫ t

0

f(s)ds, f∗ = lim sup
t→∞

f(t), f∗ = lim inf
t→∞

f(t);
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以及

Λ =

∣∣∣∣∣∣∣

c11 −c12 c13

−c21 c22 c23

−c31 −c32 c33

∣∣∣∣∣∣∣
.

Λi 表示 Λ中第 i列用 (a1, a2, a3)T 代替, Λ̃i 表示 Λ中第 i列用 (σ2
1
2

,
σ2
2
2

,
σ2
3
2

)T 代替, 其中
i = 1, 2, 3. 可以很容易得到

Γ1 > 0, Γ̃1 > 0, Γ2 > 0, Γ̃2 > 0, Γ3 > 0, Γ̃4 > 0, Γ5 > 0, Γ̃6 > 0.

假设

c11 > c12 + c13, c22 > c21 + c23, c33 > c31 + c32. (1.3)

2 解的存在性和唯一性

在这一节中，我们将建立解的存在唯一性.
引理 2.1 给定任意的初始值 (φ1, φ2, φ3) ∈ C([−τ, 0], R3

+), 模型 (1.1)几乎处处有唯一全
局解 x(t) = (x1(t), x2(t), x3(t))T ∈ R3

+.
证 令 zi(t) = lnxi(t). 由 Itô’s公式以及 (1.1), 可以得到





dz1(t) = [b1 − c11e
z1(t) + c12e

z2(t−τ1) − c13e
z3(t−τ2)] + σ1dB1(t),

dz2(t) = [b2 + c21e
z1(t−τ3) − c22e

z2(t) − c23e
z3(t−τ4)] + σ2dB2(t),

dz3(t) = [b3 + c31e
z1(t−τ5) + c32e

z2(t−τ6) − c33e
z3(t)] + σ3dB3(t),

(2.1)

则 zi(θ) = lnφi(θ), θ ∈ [−τ, 0], i = 1, 2, 3. 很显然, 这是满足局部 Lipschitz条件. 那么我们根
据存在性和唯一性定理可以知道 (2.1)在区间 [0, τe)有一个局部解 zt, 这里 τe是爆破时刻. 也
就是说, x(t) = (ez1(t), ez2(t), ez3(t))T 是 (1.1)的唯一局部正解.
接下来我们要证明这个解是全局的. 换句话说, 我们需要证明 τe = +∞. 我们可以考虑

如下模型:




dy1(t) = y1(t)[a1 − c11y1(t)]dt + σ1y1(t)dB1(t),
dy2(t) = y2(t)[a2 + c21y1(t− τ3)− c22y2(t)]dt + σ2y2(t)dB2(t),
dy3(t) = y3(t)[a3 + c31y1(t− τ5) + c32y2(t− τ6)− c33y3(t)]dt + σ3y3(t)dB3(t),

(2.2)

其中 yi(θ) = φi(θ) > 0, θ ∈ [−τ, 0], i = 1, 2, 3. 根据引理 1.3 我们可以得到 t ∈ [0, τe)时,

xi(t) ≤ yi(t), a.s., i = 1, 2, 3. (2.3)

下面, 考虑 (2.2)中的 yi(t), i = 1, 2, 3.
{

dy1(t) = y1(t)[a1 − c11y1(t)]dt + σ1y1(t)dB1(t),
y1(0) = φ1(0),



No.1 吕广迎等: 时滞合作捕食模型的随机动力学分析 75

令 u1(t) = ln y1(t), 通过运用 Itô’s公式可以得到

du1(t) = [b1 − c11e
u1(t)]dt + σ1dB1(t).

令 v1(t) = u1(t)− σ1B1(t), 再次运用 Itô’s公式可以得到

dv1(t) = [b1 − c11e
v1(t)+σ1B1(t)]dt.

再令 w1(t) = v1(t)− b1t, 我们可以得到 w
′
1(t) = v

′
1(t)− b1. 简单计算可得

de−w1(t) = c11e
σ1B1(t)+b1t,

对上面式子的左右两端同时从 0到 t进行积分可得:

e−w1(t) − e−w1(0) = c11

∫ t

0

eσ1B1(s)+b1sds.

又因为 e−w1(t) = e− ln y1(t)+σ1B1(t)+b1t, e−w1(0) = φ1(0)−1, 因此, 可以得到

y1(t) =
eσ1B1(t)+b1t

φ1(0)−1 + c11

∫ t

0
eσ1B1(s)+b1sds

.

那么, 运用同样的方法我们可以得到

y2(t) =
eσ2B2(t)+b2t+c21

∫ t
0 y1(s−τ3)ds

φ2(0)−1 + c22

∫ t

0
eσ2B2(s)+b2s+c21

∫ s
0 y1(u−τ3)duds

,

y3(t) =
eσ3B3(t)+b3t+c31

∫ t
0 y1(s−τ5)ds+c32

∫ t
0 y2(s−τ6)ds

φ3(0)−1 + c33

∫ t

0
eσ3B3(s)+b3s+c31

∫ s
0 y1(u−τ5)du+c32

∫ s
0 y2(u−τ6)duds

.

因此, 当 t ≥ 0时, yi(t), i = 1, 2, 3是存在的. 也就是说 τe = +∞.
注 利用文献 [23], 我们可以得到

lim sup
t→∞

1
t

lnxi(t) < 0 a.s., i = 1, 2, 3, (2.4)

并且存在一个正常数K 使得下式成立

lim sup
t→∞

E(xi(t)) ≤ K, i = 1, 2, 3. (2.5)

3 物种的生存性和灭绝性

引理 3.1 对于模型 (2.2)而言,
(1) 若 bi < 0, i = 1, 2, 3, 则

lim
t→+∞

yi(t) = 0, a.s., i = 1, 2, 3;
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(2) 若 b1 ≥ 0, b2 + b1c21
c11

< 0, b3 + b1c31
c11

< 0, 则

lim
t→+∞

y1(t) =
b1

c11

, lim
t→+∞

yi(t) = 0, a.s., i = 2, 3;

(3) 若 b1 ≥ 0, b2 + b1c21
c11

≥ 0, b3 + b1c31
c11

+
b2+

b1c21
c11

c22
c32 < 0, 则

lim
t→+∞

y1(t) =
b1

c11

, lim
t→+∞

y2(t) =
b2 + b1c21

c11

c22

, lim
t→+∞

y3(t) = 0, a.s.;

(4) 若 b1 ≥ 0, b2 + b1c21
c11

≥ 0, b3 + b1c31
c11

+
b2+

b1c21
c11

c22
c32 ≥ 0, 则

lim
t→+∞

y1(t) =
b1

c11

, lim
t→+∞

y1(t) =
b2 + b1c21

c11

c22

,

lim
t→+∞

y3(t) =
b3 + b1c31

c11
+

b2+
b1c21

c11
c22

c32

c33

, a.s.;

(5) 若 b1 < 0, b2 ≥ 0, b3 + b2c32
c22

≥ 0, 则

lim
t→+∞

y1(t) = 0, lim
t→+∞

y2(t) =
b2

c22

, lim
t→+∞

y3(t) =
b3 + b2c32

c22

c33

, a.s.;

(6) 若 b1 ≥ 0, b2 + b1c21
c11

< 0, b3 + b1c31
c11

≥ 0, 则

lim
t→+∞

y1(t) =
b1

c11

, lim
t→+∞

y2(t) = 0, lim
t→+∞

y3(t) =
b3 + b1c31

c11

c33

, a.s.;

(7) 若 b1 < 0, b2 ≥ 0, b3 + b2c32
c22

< 0, 则

lim
t→+∞

y1(t) = 0, lim
t→+∞

y2(t) =
b2

c22

, lim
t→+∞

y3(t) = 0, a.s.

证 对模型 (2.2)运用 Itô’s公式并从 0到 t进行积分, 再除以 t可以得到

t−1 ln
y1(t)
y1(0)

= b1 − c11y1(t) + t−1σ1B1(t), (3.1)

t−1 ln
y2(t)
y2(0)

= b2 + c21y1(t)− t−1c21[
∫ t

t−τ3

y1(s)ds−
∫ 0

−τ3

y1(s)ds]

−c22y2(t) + t−1σ2B2(t), (3.2)

t−1 ln
y3(t)
y3(0)

= b3 + c31y1(t)− t−1c31[
∫ t

t−τ5

y1(s)ds−
∫ 0

−τ5

y1(s)ds]

+c32y2(t)− t−1c32[
∫ t

t−τ6

y2(s)ds−
∫ 0

−τ6

y2(s)ds]

−c33y3(t) + t−1σ3B3(t). (3.3)
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(1) 由 (3.1)以及引理 1.1 可得 limt→+∞ y1(t) = 0 几乎处处成立. 因此我们有, 对于任
意的 ε > 0, 存在 T > 0, 当 t > T 时使得

y1(t) ≤ ε

c21

,

代入 (3.2), 则有

t−1 ln
y2(t)
y2(0)

≤ b2 + c21y1(t)− c22y2(t) + t−1σ2B2(t)

≤ b2 + ε− c22y2(t) + t−1σ2B2(t),

其中, t足够大并且 ε足够小使得 0 < ε < −b2, 由引理 1.1可得 limt→+∞ y2(t) = 0 几乎处处
成立. 同理得 limt→+∞ y3(t) = 0 几乎处处成立.

(2) 由 (3.1)以及引理 1.1 可得

y1
∗ = lim sup

t→+∞
t−1

∫ t

0

y1(s)ds ≤ b1

c11

, y1∗ = lim inf
t→+∞

t−1

∫ t

0

y1(s)ds ≥ b1

c11

, a.s.,

也就是说

lim
t→+∞

y1(t) =
b1

c11

, a.s.

因此，有

lim
t→+∞

t−1

∫ t

t−τ3

y1(s)ds = lim
t→+∞

t−1

[∫ t

0

y1(s)ds−
∫ t−τ3

0

y1(s)ds

]
= 0, a.s.

对于任意的 ε > 0, 存在 T > 0, 当 t > T 时使得

y1(t) ≤ b1

c11

+
ε

2c21

, t−1

[∫ t

t−τ3

y1(s)ds−
∫ 0

−τ3

y1(s)ds

]
≥ − ε

2c21

,

把上面的式子代入 (3.2)有

t−1 ln
y2(t)
y2(0)

≤ b2 +
b1c21

c11

+ ε− c22y2(t) + t−1σ2B2(t), (3.4)

其中 ε足够小使得 0 < ε < −b2− b1c21
c11

, 引理 1.1 暗含了 limt→+∞ y2(t) = 0 几乎处处成立. 则
对于任意的 ε > 0, 存在 T > 0, 当 t > T 时使得

y1(t) ≤ b1

c11

+
ε

4c31

, t−1

[∫ t

t−τ6

y2(s)ds−
∫ 0

−τ6

y2(s)ds

]
≥ − ε

4c32

,

t−1

[∫ t

t−τ5

y1(s)ds−
∫ 0

−τ5

y1(s)ds

]
≥ − ε

4c31

, y2(t) ≤ ε

4c32

,

把上面的式子代入 (3.3)有

t−1 ln
y3(t)
y3(0)

≤ b3 +
b1c31

c11

+ ε− c33y3(t) + t−1σ3B3(t),
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其中, ε足够小使得 0 < ε < −b3 − b1c31
c11

, 由于引理 1.1 得到

lim
t→+∞

y3(t) = 0, a.s.

(3) 由上面的结果可知

lim
t→+∞

y1(t) =
b1

c11

, a.s.

因为 b2 + b1c21
c11

≥ 0 , (3.4)以及引理 1.1, 则有

y2
∗ = lim sup

t→+∞
t−1

∫ t

0

y2(s)ds ≤ b2 + b1c21
c11

+ ε

c22

, a.s.,

又由于 ε的任意性得到

y2
∗ = lim sup

t→+∞
t−1

∫ t

0

y2(s)ds ≤ b2 + b1c21
c11

c22

, a.s.

若 b2 + b1c21
c11

= 0, 则

lim
t→+∞

y2(t) =
b2 + b1c21

c11

c22

= 0, a.s.

若 b2 + b1c21
c11

> 0, 由极限的定义，类似于 (2) 的证明，借助于引理 1.1 我们有

y2∗ = lim inf
t→+∞

t−1

∫ t

0

y2(s)ds ≥ b2 + b1c21
c11

c22

, a.s.

从而可得

lim
t→+∞

y2(t) =
b2 + b1c21

c11

c22

, a.s.,

则对于任意的 ε > 0, 存在 T > 0, 当 t > T 时使得

y1(t) ≤ b1

c11

+
ε

4c31

, t−1

[∫ t

t−τ5

y1(s)ds−
∫ 0

−τ5

y1(s)ds

]
≥ − ε

4c31

,

y2(t) ≤
b2 + b1c21

c11

c22

+
ε

4c32

, t−1

[∫ t

t−τ6

y2(s)ds−
∫ 0

−τ6

y2(s)ds

]
≥ − ε

4c32

,

代入到 (3.3)得到

t−1 ln
y3(t)
y3(0)

≤ b3 +
b1c31

c11

+ ε +
b2 + b1c21

c11

c22

c32 − c33y3(t) + t−1σ3B3(t), (3.5)

此处 ε足够小使得 0 < ε < −b3 − b1c31
c11

− b2+
b1c21

c11
c22

c32, 由引理 1 得到 limt→+∞ y3(t) = 0 几乎
必然成立.
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(4)–(7) 的证明类似于 (3), 我们把细节留给感兴趣的读者. 证毕.
类似地, 我们可得如下的结论.
注 由引理 1.1 我们可以得到, 1 ≤ i ≤ 3, lim

t→+∞
yi(t) = J, a.s, 这里 J 为大于零的常数.

所以, 对于任意的 τ̃ ≥ 0, 有

lim
t→+∞

t−1

∫ t

t−τ̃

yi(s)ds = lim
t→+∞

t−1[
∫ t

0

yi(s)ds−
∫ t−τ̃

0

yi(s)ds] = 0, a.s.,

由于 (2.3), 可得

lim
t→+∞

t−1

∫ t

t−τ̃

xi(s)ds = 0, a.s., i = 1, 2, 3, τ̃ ≥ 0. (3.6)

引理 3.2 假设 (1.3)成立, 则对于模型 (1.1)而言
(1) 若 bi < 0, i = 1, 2, 3, 则

lim
t→+∞

xi(t) = 0, a.s., i = 1, 2, 3;

(2) 若 b1 ≥ 0, b2 + b1c21
c11

< 0, b3 + b1c31
c11

< 0, 则

lim
t→+∞

x1(t) =
b1

c11

, lim
t→+∞

xi(t) = 0, a.s., i = 2, 3;

(3) 若 Λi − Λ̃i > 0, i = 1, 2, 3, 则

lim
t→+∞

xi(t) =
Λi − Λ̃i

Λ
, a.s., i = 1, 2, 3;

(4) 若 Γ1 − Γ̃1 > 0, Γ2 − Γ̃2 > 0, Λ3 − Λ̃3 < 0, 则

lim
t→+∞

xi(t) =
Γi − Γ̃i

Γ
, i = 1, 2, lim

t→+∞
x3(t) = 0, a.s.;

(5) 若 b1 < 0, b3c22 + b2c32 > 0, Γ3 − Γ̃3 > 0, 则

lim
t→+∞

x1(t) = 0, lim
t→+∞

x2(t) =
Γ3 − Γ̃3

c22c33 + c23c32

, lim
t→+∞

x3(t) =
Γ4 − Γ̃4

c22c33 + c23c32

, a.s.;

(6) 若 b2 < 0, b3c11 + b1c31 > 0, b1c33 − b3c13 > 0, 则

lim
t→+∞

x1(t) =
Γ5 − Γ̃5

c11c33 + c13c31

, lim
t→+∞

x2(t) = 0, lim
t→+∞

x3(t) =
Γ6 − Γ̃6

c11c33 + c13c31

, a.s.;

(7) 若 b1 < 0, b3c22 + b2c32 < 0, b2 ≥ 0, 则

lim
t→+∞

x1(t) = 0, lim
t→+∞

x2(t) =
b2

c22

, lim
t→+∞

x3(t) = 0, a.s.

引理 3.2 的证明类似于引理 3.1, 在此省略.
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4 解的遍历平稳分布

引理 4.1 假设 (1.3)成立, 则模型 (1.1)是依分布稳定的.

证 假定模型 (1.1) 有两个解, x(t) = x(t;x(θ)) 与 x̃(t) = x(t; x̃(θ)), 并且 x(θ) ∈
C([−τ, 0], R3

+), x̃(θ) ∈ C([−τ, 0], R3
+). 令

K = (kij)3×3 =




c11 c12 c13

c21 c22 c23

c31 c32 c33


 , LK =




c12 + c13 −c12 −c13

−c21 c21 + c23 −c23

−c31 −c32 c31 + c32


 ,

且 m1, m2, m3 分别是 LK 对角元素的代数余子式. 因为 K 是不可约的, 由文献 [2] 可知
mi > 0, i = 1, 2, 3. 其次, 我们有如下定义

V (t) =
3∑

i=1

mi| lnxi(t)− ln x̃i(t)|+ m1c12

∫ t

t−τ1

|x2(s)− x̃2(s)|ds

+m1c13

∫ t

t−τ2

|x3(s)− x̃3(s)|ds + m2c21

∫ t

t−τ3

|x1(s)− x̃1(s)|ds

+m2c23

∫ t

t−τ4

|x3(s)− x̃3(s)|ds + m3c31

∫ t

t−τ5

|x1(s)− x̃1(s)|ds

+m3c32

∫ t

t−τ6

|x2(s)− x̃2(s)|ds.

通过运用 Itô’s公式得到

d+V (t)

≤ −m1c11|x1(t)− x̃1(t)|dt + m1c12|x2(t− τ1)− x̃2(t− τ1)|dt

+m1c13|x3(t− τ2)− x̃3(t− τ2)|dt + m2c21|x1(t− τ3)− x̃1(t− τ3)|dt

−m2c22|x2(t)− x̃2(t)|dt + m2c23|x3(t− τ4)− x̃3(t− τ4)|dt

+m3c31|x1(t− τ5)− x̃1(t− τ5)|dt + m3c32|x2(t− τ6)

−x̃2(t− τ6)|dt−m3c33|x3(t)− x̃3(t)|dt

+m1c12|x2(t)− x̃2(t)|dt−m1c12|x2(t− τ1)− x̃2(t− τ1)|dt

+m1c13|x3(t)− x̃3(t)|dt−m1c13|x3(t− τ2)− x̃3(t− τ2)|dt

+m2c21|x1(t)− x̃1(t)|dt−m2c21|x1(t− τ3)− x̃1(t− τ3)|dt

+m2c23|x3(t)− x̃3(t)|dt−m2c23|x3(t− τ4)− x̃3(t− τ4)|dt

+m3c31|x1(t)− x̃1(t)|dt−m3c31|x1(t− τ5)− x̃1(t− τ5)|dt

+m3c32|x2(t)− x̃2(t)|dt−m3c32|x2(t− τ6)− x̃2(t− τ6)|dt

= −
3∑

i=1

micii|xi(t)− x̃i(t)|dt +
3∑

i=1

∑
j 6=i

mikij |xj(t)− x̃j(t)|dt.
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由引理 1.4可以得到
3∑

i=1

∑
j 6=i

micij |xj(t)− x̃j(t)| =
3∑

i=1

∑
j 6=i

micij |xi(t)− x̃i(t)|.

因此

d+V (t)

≤ −
3∑

i=1

micii|xi(t)− x̃i(t)|dt +
3∑

i=1

∑
j 6=i

mikij |xi(t)− x̃i(t)|dt

= −m1(c11 − c12 − c13)|x1(t)− x̃1(t)|dt−m2(c22 − c21 − c23)|x2(t)− x̃2(t)|dt

−m3(c33 − c31 − c32)|x3(t)− x̃3(t)|dt.

将上式的左右两端同时从 0到 t进行积分并取期望有

E(V (t)) ≤ V (0)−m1(c11 − c12 − c13)
∫ t

0

E|x1(s)− x̃1(s)|ds

−m2(c22 − c21 − c23)
∫ t

0

E|x12(s)− x̃2(s)|ds

−m3(c33 − c31 − c32)
∫ t

0

E|x3(s)− x̃3(s)|ds,

由此可知

m1(c11 − c12 − c13)
∫ t

0

E|x1(s)− x̃1(s)|ds + m2(c22 − c21 − c23)
∫ t

0

E|x12(s)− x̃2(s)|ds

+m3(c33 − c31 − c32)
∫ t

0

E|x3(s)− x̃3(s)|ds ≤ V (0) < +∞,

从而得到

E|xi(t)− x̃i(t)| ∈ L1[0,+∞). (4.1)

由模型 (1.1)可以得到

E(x1(t)) = x1(0) +
∫ t

0

[a1E(x1(s))− c11E((x1(s)))2

+c12E(x1(s)x2(s− τ1))− c13E(x1(s)x3(s− τ2))]ds,

也就是说 E(x1(t))是可微的. 由 (2.5)可知

dE(x1(t))
dt

= a1E(x1(t))− c11E((x1(t)))2

+c12E(x1(t)x2(t− τ1))− c13E(x1(t)x3(t− τ2))

≤ a1E(x1(t)) + c12E(x1(t)x2(t− τ1))

≤ a1K + c12E(x1(t)x2(t− τ1))

≤ D,
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其中 D是一个正常数. 那么, E(x1(t))是一致连续的. 同理得 E(x2(t))与 E(x3(t))也是一致
连续的. 由 (4.1)知

lim
t→+∞

E|xi(t)− x̃i(t)| = 0, i = 1, 2, 3. (4.2)

设 P(R3
+) 是定义在 R3

+ 上的所有概率测度并且 P (t, x(θ), Q) 是 x(t;x(θ)) 的概率, 其中
x(t;x(θ)) ∈ Q. 对于 ∀P1 ∈ P, ∀P2 ∈ P, 我们有如下定义

M = {h : R3 → R||h(x)− h(y)| ≤ ‖x− y‖, |h(·)| ≤ 1},

dM (P1, P2) = sup
h∈M

|
∫

R3
+

h(x)P1(dx)−
∫

R3
+

h(x)P2(dx)|.

于是, 有 ∀h ∈ M, t > 0, s > 0,

|Eh(x(t + s;x(θ)))− Eh(x(t;x(θ)))|
= |E[E(h(x(t + s;x(θ)))|Fs)]− Eh(x(t;x(θ)))|
= |

∫

R3
+

Eh(x̃(t; x̃(θ)))P (s, x(θ), dx̃(θ))− Eh(x(t;x(θ)))|

≤
∫

R3
+

|Eh(x̃(t; x̃(θ)))− Eh(x(t;x(θ)))|P (s, x(θ), dx̃(θ)).

又因 (4.2) 有对于任意的 ε > 0, 存在 T > 0, 当 t > T 时使得 suph∈M |Eh(x̃(t; x̃(θ))) −
Eh(x(t;x(θ)))| ≤ ε, 因此

|Eh(x(t + s;x(θ)))− Eh(x(t;x(θ)))| ≤ ε.

由 h的任意性可知

sup
h∈M

|Eh(x(t + s;x(θ)))− Eh(x(t;x(θ)))| ≤ 3ε.

换言之, 对于 ∀t ≥ T , s > 0有

dM (P (t + s, x(θ), ·), P (t, x(θ), ·)) ≤ ε,

也就是 {P (t, x(θ), ·)}在 P(R3
+)中是 Cauchy列. 从而 ξ(θ) = (ξ1(θ), ξ2(θ), ξ3(θ))T , ξi(θ) ≡

0.1, θ ∈ [−τ, 0), {P (t, ξ(θ), ·)}也是 Cauchy列. 因此 ∃ ! µ(·) ∈ P(R3
+) 使得

lim
t→+∞

dM (P (t, ξ(θ), ·), µ(·)) = 0. (4.3)

因 (4.2)可知

lim
t→+∞

dM (P (t, x(θ), ·), P (t, ξ(θ), ·)) = 0.
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因此, 可以得到

lim
t→+∞

dM (P (t, x(θ), ·), µ(·))
≤ lim

t→+∞
dM (P (t, x(θ), ·), P (t, ξ(θ), ·)) + lim

t→+∞
dM (P (t, ξ(θ), ·), µ(·))

= 0.

即得证.
定理 4.1 对于模型 (1.1)而言, 假设 (1.3)成立有
(1) 若 bi < 0, i = 1, 2, 3, 则 x1(t), x2(t), x3(t)是灭绝的.
(2) 若 b1 ≥ 0, b2 + b1c21

c11
< 0, b3 + b1c31

c11
< 0, 则 x2(t)和 x3(t)是灭绝的, x1(t)的分布弱

收敛到唯一的遍历不变分布 ν1, 且有

lim
t→+∞

x1(t) =
∫

R+

z1ν1(dz1) =
b1

c11

, a.s.;

(3) 若 Λi − Λ̃i > 0, i = 1, 2, 3, 则 (x1(t), x2(t), x3(t))T 的分布弱收敛到唯一的遍历不变

分布 ν2, 且有

lim
t→+∞

xi(t) =
∫

R3
+

ziν2(dz1, dz2, dz3) =
Λi − Λ̃i

Λ
, a.s., i = 1, 2, 3;

(4) 若 Γ1 − Γ̃1 > 0, Γ2 − Γ̃2 > 0, Λ3 − Λ̃3 < 0, 则 x3(t)灭绝, (x1(t), x2(t))T 的分布弱

收敛到唯一的遍历不变分布 ν3, 且有

lim
t→+∞

xi(t) =
∫

R2
+

ziν3(dz1, dz2) =
Γi − Γ̃i

Γ
, a.s., i = 1, 2;

(5) 若 b1 < 0, b3c22 + b2c32 > 0, Γ3 − Γ̃3 > 0, 则 x1(t)灭绝, (x2(t), x3(t))T 的分布弱收

敛到唯一的遍历不变分布 ν4, 且有

lim
t→+∞

x2(t) =
∫

R2
+

z2ν4(dz2, dz3) =
Γ3 − Γ̃3

c22c33 + c23c32

, a.s.,

lim
t→+∞

x3(t) =
∫

R2
+

z3ν4(dz2, dz3) =
Γ4 − Γ̃4

c22c33 + c23c32

, a.s.;

(6) 若 b2 < 0, b3c11 + b1c31 > 0, b1c33 − b3c13 > 0, 则 x2(t)灭绝, (x1(t), x3(t))T 的分

布弱收敛到唯一的遍历不变分布 ν5, 且有

lim
t→+∞

x1(t) =
∫

R2
+

z1ν5(dz1, dz3) =
Γ5 − Γ̃5

c11c33 + c13c31

, a.s.,

lim
t→+∞

x3(t) =
∫

R2
+

z3ν5(dz1, dz3) =
Γ6 − Γ̃6

c11c33 + c13c31

, a.s.;
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(7) 若 b1 < 0, b3c22 + b2c32 < 0, b2 ≥ 0, 则 x1(t)和 x3(t)是灭绝的, x2(t)的分布弱收
敛到唯一的遍历不变分布 ν6, 且有

lim
t→+∞

x2(t) =
∫

R+

z2ν6(dz2) =
b2

c22

, a.s.;

证 (1) 可以由引理 3.2中 (1)得出.
(2) 可以由引理 3.2中 (2)得出. 此外, 由模型 (1.1)是平稳分布知存在一个概率测度 ν1

使得 x1(t)的分布弱收敛到 ν1. 又由 |
∫

R+

ϕ(x)p(t, x(θ), dx1) −
∫

R+

ϕ(x)ν1(dx1)| → 0, 可知

〈ϕ,P ◦ x(θ)〉 → 〈ϕ, ν1〉, 则 ν1 是不变的. 根据引理 1.2知 ν1 是强混合的. 又由引理 1.5知 ν1

是遍历的. 最后根据引理 1.6得到

lim
t→+∞

x1(t) =
∫

R+

z1ν1(dz1), a.s.;

同 (2)的证明过程我们可以得到 (3),(4),(5),(6),(7)的证明.
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STOCHASTIC DYNAMICS ANALYSIS OF COOPERATIVE

PREDATOR-PREY MODEL WITH TIME DELAY

WANG Xiao-huan1 , LV Guang-ying1 , YANG Ya-nan2

(1.College of Mathematics and Statistics, Nanjing University of Information Science and Technology,
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Abstract: In this paper, a three species model with time delay is studied, in which

one species feeds on the other two cooperative species. Firstly, using comparison principle and

stochastic analysis theory, the criteria of stationary distribution is established. Secondly, sufficient

conditions for the survival or extinction of species are given by using the assumptions on initial

data and comparison principle. Finally, combining matrix theory, the stationary distribution of

solutions is obtained and weakly converges to a unique ergodic invariant distribution.
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