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摘要: 本文研究了 β-Hermite系综关于 β-Laguerre系综在 Kullback-Leibler距离和全变差距

离下逼近的问题. 利用 Pinsker 不等式和 β-Hermite 系综的中心极限定理以及 β-Laguerre 系综的三

阶矩, 我们获得了两种距离下逼近的充要条件. 此结果推广了文献 [4] 中的结果 .
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1 引言

给定 β > 0且 n为正整数, 若 n维随机向量 µ = (µ1, ..., µn)具有联合密度函数:

fβ(x1, ..., xn) = Kβ
n

∏
1≤i≤j≤n

|xi − xj |β · e
− 1

2

n∑
i=1

xi
2

, (1.1)

则称其为一个以 n和 β 为参数的 β-Hermite系综. 其中

Kβ
n = (2π)−

n
2

n∏
i=1

Γ
(
1 + β

2

)

Γ
(
1 + β

2
i
)

是规范化系数.
设 n, p为正整数且 p > n , 若非负随机向量 λ := (λ1, ..., λn)具有联合概率密度:

fn,β(x1, ..., xn) = cβ,p
n

∏
1≤i≤j≤n

|xi − xj |β
n∏

i=1

x
β
2 (p−n+1)−1

i · e−
1
2

n∑
i=1

xi

, (1.2)

则称其为一个以 p , n和 β 为参数的 β-Laguerre系综. 其中

cβ,p
n = 2−

βnp
2

n∏
i=1

Γ
(
1 + β

2

)

Γ
(
1 + β

2
i
)
Γ

(
(p− n + i) β

2

)
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是规范化系数.

β 系综为量子力学中非常重要的一个研究主体. 与著名的 GOE、GUE 以及Wishart 矩
阵、正交多项式和 Selberg 积分都有紧密的联系. 其相关研究也非常热烈, 有很多成熟的结果.

Dumitriu 和 Edelman 在其著名工作 [1] 中将 β-Hermite 系综和 β-Laguerre 系综分别对
应为两个对称的三对角随机矩阵特征值的联合密度函数 (也见文献 [2]), 文献 [3] 在文献 [1]
的基础上, 给出了 β-Hermite 和 β-Laguerre 系综矩的极限定理.

接下来, 我们简单介绍本文中需要用到的两个距离. 设 π1 和 π2 为定义在 (Rn, B)上的
两个概率测度, 其中 Rn 为 n维欧氏空间, B 为 Borel-σ 代数. 定义 π1 和 π2 的全变差距离

‖π1 − π2‖TV 为:

‖π1 − π2‖TV = 2 sup
A∈B

|π1 (A)− π2 (A)| =
�
Rn

|f(x)− g(x)| dx,

其中 f 和 g分别为 π1和 π2相对于 Lebesgue测度的密度函数.

定义 π1与 π2的 Kullback-Leibler距离为:

DKL(π1|π2) =
�
Rn

dπ1

dπ2

log
dπ1

dπ2

dπ2.

两个距离之间满足 Pinsker不等式:

‖π1 − π2‖2
TV ≤ 2DKL(π1|π2). (1.3)

设随机向量 µ 和 λ 分别具有如 (1.1) 和 (1.2) 的概率密度函数. 对 1 ≤ i ≤ n , 令
νi = λi−βp√

2βp
. 分别用 L(ν) 和 L(µ) 表示 ν 和 µ 的联合分布. Jiang在文献 [4]中证明了, 在

lim
n→+∞

n3

p
= 0的条件下, ‖L(ν) − L(µ)‖TV 趋于 0. 第三作者和合作者在文献 [5] 即在此条件

下, 一个 β-Laguerre系综本质上可以看作一个 β-Hermite系综. 之后本文第三作者和 Jiang
综合 Pinsker 不等式和随机正交矩阵的特点, 给出了正交矩阵被独立标准正态逼近的充要条
件. 之后本文第三作者和 Shen 在文献 [6] 中给出了 β-Laguerre 系综逼近 β-Jacobi 系综的充
要条件. 从文献 [4] 的结果出发, 我们关心的问题是:

(1) 在同样的条件下, 是否可以把全变差距离换成其他比较强的距离, 比如 Kullback-
Leibler距离?

(2) 在全变差距离下, 条件 lim
n→+∞

n3

p
= 0是否已达最优? 利用 Jiang和Ma在文献 [5]中

的方法, 得到本文的主要结果如下:

Theorem 1.1 设随机向量 µ = (µ1, ..., µn)的联合概率密度 fβ 如 (1.1)中所示, 非
负随机向量 λ = (λ1, ..., λn) 的联合概率密度函数 fn,β 如 (1.2) 中所示. 对 1 ≤ i ≤ n , 令
νi = λi−βp√

2βp
. 记 d (L(ν),L(µ))为 L(ν)与 L(µ)的全变差距离或 Kullback-Leibler距离, 我们

有:

(1) 若 lim
n→+∞

n3

p
= 0, 则 lim

n→+∞
d (L(ν),L(µ)) = 0,

(2) 若 lim
n→+∞

n3

p
= γ ∈ (0,+∞), 则 lim

n→+∞
d (L(ν),L(µ)) > 0.
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2 (a)定理证明前准备

在主要证明过程开始前, 我们先给出随机向量 ν = (ν1, ...νn)的联合密度函数 f̃n,β. 由

λ = (λ1, ..., λn)的联合密度函数 fn,β 易知, 当 νi ≥ −
√

βp
2

, 对任意 1 ≤ i ≤ n ,

f̃n,β(x) = c̃β,p
n

∏
1≤i≤j≤n

|xi − xj |β
n∏

i=1

(
1 +

√
2
βp

xi

) β
2 (p−n+1)−1

· exp

(
−

√
βp

2

n∑
i=1

xi

)
, (2.1)

否则为 0, 其中 c̃β,p
n = cβ,p

n (βp)
βnp
2 −n(n−1)β

4 −n
2 2

βn(n−1)
4 + n

2 e−
βnp
2 为规范化系数. 由此可得,

DKL (L(ν)|L(µ)) =
�
Rn

log
f̃n,β(x)
fβ(x)

f̃n,β(x) dx1...dxn = E
(

log
f̃n,β(ν)
fβ(ν)

)
, (2.2)

其中随机向量 ν 具有如 (2.1) 的联合概率密度 f̃n,β.

同时,

‖L(ν)− L(µ)‖TV =
�
Rn

∣∣f̃n,β(x)− fβ(x)
∣∣ dx1...dxn = E

∣∣∣∣
f̃n,β(µ)
fβ(µ)

− 1
∣∣∣∣ . (2.3)

其中随机向量 µ具有如 (1.1) 的密度函数 fβ. 以下分两部分证明定理结论.

2 (b) 定理 1.(1)的证明

先引入如下引理：

引理 2.1 假设 lim
n→+∞

n2

p
= 0, 当 n充分大时, 有 log c̃β,p

n

Kβ
n

= −βn3

12p
+ o

(
n3

p

)
.

证 由定义可得:

log
c̃β,p
n

Kβ
n

=− β

2
np +

(
β

4
n(n− 1) +

n

2
− βnp

2

)
log 2 +

n

2
log(2π)

+
(

βnp

2
− βn(n− 1)

4
− n

2

)
log(βp)−

n−1∑
i=0

log Γ
(

β

2
(p− i)

)
.

(2.4)

根据 Stirling公式, 当 x充分大时, 有:

log Γ(x) = x log x− x− 1
2

log x + log
√

2π +
1

12x
+ O

(
1
x3

)
.

从而对任意 0 ≤ i ≤ n− 1, 当 p充分大时,

log Γ
(

β

2
(p− i)

)
= (

β

2
(p− i)− 1

2
) log

β (p− i)
2

− β

2
(p− i) + log

√
2π + O

(
1
p

)
.
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回忆条件 lim
n→+∞

n2

p
= 0, 不难得到任意 0 ≤ i ≤ n− 1, 当 p充分大时,

log
β(p− i)

2
= log

βp

2
− i

p
− i2

2p2
+ O

(
i3

p3

)
.

从而通过简单求和, 合并 O(n2

p
), 有

n−1∑
i=0

log Γ
(

β

2
(p− i)

)
=

n−1∑
i=0

(
β

2
(p− i)− 1

2

)(
log

βp

2
− i

p
− i2

2p2

)
−

n−1∑
i=0

β

2
(p− i)

+
n

2
log(2π) + O

(
n4

p2

)

=
(

βpn

2
− βn(n− 1)

4
− n

2

)
log

βp

2
− βpn

2
+

n3

12p

+
n

2
log(2π) + O(

n2

p
).

回到 (2.4)式, 最后得到在 p充分大时, log c̃β,p
n

Kβ
n

= −βn3

12p
+ O

(
n2

p

)
.

定理 1. (1)的证明
证 由 Pinsker不等式 (1.3),只需证明 L(ν)与 L(µ)的Kullback-Leibler距离在 n → +∞

时趋于 0即可. 记 r := β
2
(p− n + 1)− 1, 由 (2.1), 我们有

DKL(L(ν)|L(µ)) = E
(

log
f̃n,β(ν)
fβ(ν)

)

= log
c̃β,p
n

Kβ
n

+ r

n∑
i=1

E log
(

1 +
√

2
βp

νi

)
−

√
βp

2

n∑
i=1

Eνi +
1
2

n∑
i=1

Eν2
i

≤ log
c̃β,p
n

Kβ
n

+ r

n∑
i=1

E

(√
2
βp

νi − ν2
i

βp
+

(√
2
βp

)3
ν3

i

3

)
−

√
βp

2

n∑
i=1

Eνi +
1
2

n∑
i=1

Eν2
i

= log
c̃β,p
n

Kβ
n

− β(n− 1) + 2√
2βp

n∑
i=1

Eνi +
β(n− 1) + 2

2βp

n∑
i=1

Eν2
i +

r

3

(√
2
βp

)3 n∑
i=1

Eν3
i .

(2.5)

上式中不等号利用了基础不等式:

log(1 + x) ≤ x− x2

2
+

x3

3
, x > −1.

由文献 [5]中引理 2.3知:
n∑

i=1

Eνi = 0,

n∑
i=1

Eν2
i = βn2

2
+ o (n2) ,

n∑
i=1

Eν3
i =

√
β
8

n3
√

p
+ o

(
n3
√

p

)
.

(2.6)
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结合引理 2.1 , (2.5)式以及 (2.6)式可得到当 n → +∞时,

DKL (L(ν)|L(µ)) ≤ − n3

12p
+

βn3

6p
+

β(n− 1)n2 + n2

4p
+ o

(
n3

p

)
.

因此在条件 lim
p→∞

n3

p
= 0 下, 有 lim

p→∞
DKL (L(ν)|L(µ)) = 0.

3 定理 1. (2)的证明

定理 1.(2) 的证明只需要考虑全变差距离情形下成立. 鉴于此目的, 我们需要给出
log f̃n,β(µ)

fβ(µ)
的中心极限定理, 此处 µ 为 Hermite 系综. 为此, 先列出几个需要的引理.

引理 3.1 设随机向量 µ = (µ1, µ2, ..., µn) 为一个参数为 n, β 的 Hermite 系综, 则
∀ k ∈ N+ ,

E
n∑

i=1

(
µi√
2nβ

)k

=





n
16m(m+1)

(
2m
m

)
+ o(n), k = 2m;

0, k = 2m− 1.

下一个引理, 来自文献 [3] Claim 3.2.1 和 3.2.2 中部分结论.

引理 3.2 设随机向量 µ = (µ1, µ2, ..., µn)为一个参数为 n, β的Hermite系综. ∀ k ∈ N+,

有

Var

(
n∑

i=1

(
µi√
2nβ

)k
)

=





m
β16m

(
2m
m

)2
+ o(1), k = 2m;

8(2m−1)
β16m

(
2(m−1)

m−1

)2
+ o(1), k = 2m− 1;

Cov

(
n∑

i=1

µi√
2nβ

,

n∑
i=1

(
µi√
2nβ

)3
)

=
9

16β
+ o(1).

引理 3.3 设随机向量 µ = (µ1, µ2, ..., µn)具有如 (1.1)的联合概率密度 fβ, 设
lim

n→∞
n3

p
= γ ∈ (0,+∞), 则 n → +∞时,

ηn := −β(n− 1) + 2√
2βp

n∑
i=1

µi +
r

3

(√
2
βp

)3 n∑
i=1

µ3
i

w→ N(0,
βγ

6
).

此处
w→表示弱收敛.

证 由文献 [3] 中的定理 1.4, 可知 ηn 作为
∑n

i=1 µi 和
∑n

i=1 µ3
i 的线性组合, 只要系数合

适就会弱收敛到正态分布, 下面计算其期望和方差. 由引理 3.1, 易得 Eηn = 0. 关于 Var(ηn),

Var(ηn) = C2
1Var(

n∑
i=1

µi) + C2
3Var(

n∑
i=1

µ3
i ) + 2C1C3Cov(

n∑
i=1

µi,

n∑
i=1

µ3
i ).
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由引理 3.2, 有

C2
1Var(

n∑
i=1

µi) = 2nβC2
1

(
1
2β

+ o(1)
)

=
βn3

2p
+ o

(
n3

p

)
;

C2
3Var(

n∑
i=1

µ3
i ) = 8β3n3C2

3

(
3
8β

+ o(1)
)

=
2βn3

3p
+ o

(
n3

p

)
;

2C1C3Cov(
n∑

i=1

µi,

n∑
i=1

µ3
i ) = −8β2n3

3p

(
9

16β
+ o(1)

)
= −3βn3

2p
+ o(

n3

p
).

故在 lim
n→∞

n3

p
= γ 下, lim

n→∞
Var(ηn) = βγ

6
. 证毕.

引理 3.4 设 σn = p−
3
2

n∑
i=1

µ5
i h

(√
2

βp
µi

)
, 其中 µ具有如 (1.1)的联合概率密度 fβ, h(x)

在 (−1,+∞)上连续. 在条件 lim
n→+∞

n3

p
= γ ∈ (0,+∞)下, 当 n → +∞时, σn 依概率收敛到

0.

证 对任意 ε > 0,

P (|σn| > ε) = P
(
|σn| > ε, max

i

∣∣∣∣
√

2
βp

µi

∣∣∣∣ ≤
1
2

)
+ P

(
|σn| > ε, max

i

∣∣∣∣
√

2
βp

µi

∣∣∣∣ >
1
2

)

≤ P
(
|σn| > ε, max

i

∣∣∣∣
√

2
βp

µi

∣∣∣∣ ≤
1
2

)
+ P

(
max

i

∣∣∣∣
√

2
βp

µi

∣∣∣∣ >
1
2

)
.

令 τ := sup
|x|≤ 1

2

|h(x)|, 由 h(x)在 (−1,+∞)上的连续性可知 τ < +∞.

在 max
i

∣∣∣
√

2
βp

µi

∣∣∣ ≤ 1
2
限制下, 有 |σn| ≤ τ · p− 3

2

n∑
i=1

µ5
i . 由引理 3.1和引理 3.2, 易知:

E

(
p−

3
2

n∑
i=1

µ5
i

)
= 0, Var

(
p−

3
2

n∑
i=1

µ5
i

)
= O

(
n5

p3

)
.

故在 n → +∞时, p−
3
2

n∑
i=1

µ5
i
P→ 0. 因此, 在 n → +∞时, 不等式右端第一项趋于 0. 由文献

[4] 中引理 4.1, 知道 max
1≤i≤n

∣∣∣
√

2
βp

µi

∣∣∣ P→ 0. 故在 n → +∞时, 不等式右端第二项也趋于 0. 因

此有:
lim

n→+∞
P (|σn| > ε) = 0.

证毕.

定理 1.(2)的证明 由 (2.1)式易得:

log
f̃n,β(µ)
fβ(µ)

= r

n∑
i=1

log
(

1 +
√

2
βp

µi

)
−

√
βp

2

n∑
i=1

µi +
1
2

n∑
i=1

µ2
i + log

c̃n,β
n

Kβ
n

, (3.1)
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其中 r = β
2
(p− n + 1)− 1.

根据 Taylor公式, 存在 (−1,+∞)上的连续函数 h(x), 使得:

log(1 + x) = x− 1
2
x2 +

1
3
x3 − 1

4
x4 + x5h(x). (3.2)

由 (3.2)式以及引理 , 可将 (3.1)式化为, 在 n充分大时,

log
f̃n,β(µ)
fβ(µ)

= −βγ

12
+ C1

n∑
i=1

µi + C2

n∑
i=1

µ2
i + C3

n∑
i=1

µ3
i

+ C4

n∑
i=1

µ4
i + C5

n∑
i=1

h

(√
2
βp

µi

)
µ5

i + o(1),

(3.3)

其中 C1, C3 如上述引理中所给定义, 且

C2 =
β(n− 1) + 1

2βp
, C4 = − r

β2p2
, C5 =

(√
2
βp

)5

r.

接下来我们证明

log
f̃n,β(µ)
fβ(µ)

w−→ ξ ∼ N(−7βγ

192
,
βγ

6
), n →∞. (3.4)

由表达式 (3.3)、引理 3.3 和引理 3.4, 我们只需要证明

C2

n∑
i=1

µ2
i + C4

n∑
i=1

µ4
i

依概率收敛到 3βγ
64

. 由引理 3.1 知,

C2E
n∑

i=1

µ2
i + C4E

n∑
i=1

µ4
i = C2(2βn2)E

1
n

n∑
i=1

(
µi√
2nβ

)2

+ C4(4β2n3)E
1
n

n∑
i=1

(
µi√
2nβ

)4

收敛到
βγ

16
− βγ

64
=

3βγ

64
.

又由引理 3.2,

Var

(
C2

n∑
i=1

µ2
i

)
= O

(
n4

p2

)
和 Var

(
C4

n∑
i=1

µ4
i

)
= O

(
n4

p2

)

都收敛到 0. 故

C2

n∑
i=1

µ2
i + C4

n∑
i=1

µ4
i
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依概率收敛到 3βγ
64

. 从而 (3.4) 得证. 最后由 Fatou引理, 得到:

lim
n→+∞

‖L(ν)− L(µ)‖TV = lim
n→+∞

E
∣∣∣∣
f̃n,β(µ)
fβ(µ)

− 1
∣∣∣∣ > 0.

至此, 我们证明了在 lim
n→+∞

n3

p
= γ ∈ (0,+∞)条件下, lim

n→+∞
d (L(ν),L(µ)) > 0.
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