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摘要: 本文研究了含噪声的多延迟超网络的结构识别问题, 利用随机微分时滞方程的 LaSalle

不变原理和 Lyapunov 稳定性理论, 获得了通过牵制控制进行超网络结构辨识的理论. 通过数值仿真

验证了理论结果的有效性. 以三层网络为例, 仅控制一个节点就可以成功识别出该网络的未知拓扑结

构, 同时, 驱动网络和响应网络达到了同步.
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1 引言

在过去的二十年中, 大型互连系统通常被建模为单层复杂网络. 复杂网络的研究涉及到
不同的学科领域, 受到了各学科研究人员的广泛关注 [1−9]. 在现实世界中, 复杂网络通常并不
是单独存在, 而是通过相互作用形成超网络. 比如, 在疾病传播网络中, 传染病的大爆发会引
发信息传播网络上消息爆发, 而消息的传播会增大疾病的爆发阈值；社交网络中, 人们之间的
关系网络（家人、朋友、同事等）和通信网络（电话、微信、QQ 等）是错综复杂相互作用的.
以上这些网络就称为超网络, 网络嵌套或包含着若干个子网络, 子网络之间通过某种方式连
接在一起. 对超网络的研究是复杂网络领域最重要和最前沿的研究方向之一 [10−15]. 目前关
于超网络的动力学方面的研究还很少, 近几年所研究的大多数超网络, 都是不含延迟或者是
含有单个延迟, 这是很理想的状态. 在现实世界中, 一个网络中可能含有多种延迟. 比如说通
信网络, 两个人之间通过微信或者 QQ 联络, 那么不同的通信方式所产生的延迟就是不同的；
在交通网络中, 航空或者是高速等不同的运输方式所产生的延迟也是不同的. 在超网络中, 每
一层的节点之间可以有多种耦合方式, 不同的耦合方式产生不同的延迟, 具有相同延迟的节
点结合一起形成层内的子网络, 这种每一层含有多种延迟的超网络称为多延迟超网络, 如图
1, 不同的颜色代表不同的层, 每一层有各自不同的延迟、噪声强度和耦合强度.
在自然、社会和工程实际中, 准确的拓扑结构往往是未知的或者是不确定的. 因此, 根据

网络的节点动力学来反演网络的拓扑结构, 这个问题越来越引起各个相关领域研究者们的重
视. 网络结构的识别具有重大的理论和应用价值, 它也是分析控制和预测真实的复杂网络动
力学行为的先决条件. 对于网络的拓扑结构识别问题, 最近几年获得一些重要进展, 有很多种
识别方法, 比如基于自适应同步的网络拓扑识别方法 [16−19], 压缩感知方法利用实际复杂网
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图 1 三层多延迟超网络模型, 不同的颜色代表不同层, 每一层有各自不同的延迟、噪声强度和耦合强度

络邻接矩阵的稀疏性以及目标优化思想反演网络结构 [20,21], 基于格兰杰因果检验的网络拓
扑结构的识别方法则是根据实测时间序列数据推断节点间的有向关系 [22], 这些方法都取得
了很好的效果, 并且在进一步地发展. 另外, 在文章 [23−25] 中, 分别给出了基于同步的识别方
法中, 保证成功进行拓扑结构识别的几个条件. 对单层网络的拓扑识别问题的研究已经取得
了丰硕的成果, 但是目前对超网络拓扑识别的研究还很少, 对超网络的拓扑识别问题是目前
网络科学重要的分支之一.
在实际复杂网络中, 我们通常只对一部分网络的拓扑结构感兴趣, 比如说在社会网络, 我

们只想知道朋友或家人的信息；在生物神经网络, 细胞神经元个数繁多, 全部识别不切实际,
可以根据实际情况识别部分网络. 因此, 通过牵制控制的方法, 不需要接收原始网络中所有
节点的信息, 通过牵制控制一部分节点, 来识别原网络其中一部分未知的拓扑结构是有实际
意义的. 近几年, 对牵制控制的研究有很多好的成果 [26−30], 但是牵制控制超网络的研究还很
少. 在现实世界中, 噪声是无处不在的, 系统受到内部或外部的干扰, 都会产生噪声. 同时, 噪
声也是一把“双刃剑”, 比如科学家制成一种激光听力诊断装置, 它由光源、噪声发生器和电
脑测试器三部分组成, 可以通过噪声的原理来治病. 但是长期的噪声污染又会引发疾病, 因
此, 怎样利用好噪声是一个亟待解决的问题, 对噪声系统的研究也引起了人们的广泛关注.
基于以上讨论, 本文利用同步理论, 通过牵制控制方法, 不需要接收原网络中所有节点的

信息, 通过牵制控制一部分节点, 来识别含噪声的多延迟超网络中的未知拓扑结构. 数值仿真
验证了定理的有效性, 说明用牵制控制方法研究超网络的未知拓扑结构是有效的, 具有实际
意义. 本文共有五个部分, 第二部分介绍了文章的一些引理和预备知识, 第三部分是本文的主
要理论结果, 第四部分用数值仿真验证定理的有效性, 第五部分是结论.

2 预备知识

Rn, Rn×m 和 R+ 分别代表 n 维欧几里得空间, n × m 维实矩阵的集合和非负实

数的集合. λmax(S) 和 λmin(S) 分别表示 N 维矩阵 S = (sij)N×N 的最大特征值和最小

特征值；S > 0 和 S < 0 分别代表正定矩阵和负定矩阵. diag{γ1, γ2, · · · , γn} ∈ Rn×n
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表示对角元为 γ1, γ2, · · · , γn 的对角矩阵. C2,1(Rn × R+,R+) 表示定义在 Rn × R+ 上

所有非负函数的集合 V(x, t), 其中 V(x, t) 关于 x 二阶连续可微, 关于 t 一阶连续可

微；Cb
F0

([−τ, 0],Rn) 表示定义在区间 [−τ, 0] 上的有界可测函数；(Ω,F , {Ft}t≥0,P) 表示完
备概率空间, w(t) = (w1(t), ...,wn(t))T 是定义在概率空间上的 n 维布朗运动.
考虑如下 n 维随机微分方程

dx(t) = f(t,x(t),x(t− τ))dt + ϕ(t,x(t),x(t− τ))dw(t). (2.1)

其中, t ≥ 0, 初始向量 x0 ∈ Cb
F0

([−τ, 0],Rn), f : R+×Rn×Rn → Rn, ϕ : R+×Rn×Rn → Rn

是连续函数.
对于任意的初始向量 x0, 方程 (2.1) 的解定义为 x(t; t0, x0). 当 f(t, 0, 0) = ϕ(t, 0, 0) = 0,

方程 (2.1) 有一个平凡解 x(t0) ≡ 0. 这里, (Ω,F , {Ft}t≥0,P) 表示完备概率空间, w(t) =
(w1(t), ...,wn(t))T 是定义在概率空间上的 n 维布朗运动.
对于任意的V(x, t) ∈ C2,1(Sh × R+,R+), 其中 0 < h ≤ ∞,Sh = {x ∈ Rn : |x| ≤ h}. 我

们定义算子如下

LV = Vt(x, t) + Vx(x, t)f(x, t) +
1
2
trace[ϕT (x, t)Vxx(x, t)ϕ(x, t)],

其中, Vt(x, t) = ∂V (x,t)
∂t

, Vx(x, t) = (∂V (x,t)
∂x1

, . . . , ∂V (x,t)
∂xn

), Vxx(x, t) = (∂2V (x,t)
∂xi∂xj

)n×n.
引理 1 [31]
(i) 如果存在函数 V ∈ C2,1(Rn × R+,R+), γ ∈ L1(R+,R+), ω ∈ C(Rn,R+), 使得

lim
‖x‖→∞

inf0≤t<∞ V (x, t) = ∞, 并且 LV (x, t) ≤ γ(t)− ω(x), (x, t) ∈ Rn × R+;

(ii) 对于任意的初始向量 x0 ∈ Rn, 存在一个常数 p > 2 使得 sup
0≤t<∞

E‖x(t;x0)‖p < ∞.

那么对于所有的 x0 ∈ Rn, limt→∞ V (x(t;x0), t) 存在且几乎处处有界, 并且

lim
t→∞

ω(x(t;x0)) = 0 a.s..

引理 2 (Schur Complement[32]) 线性矩阵不等式
(
A(x),B(x)
BT (x), C(x)

)
< 0,

其中 AT (x) = A(x), CT (x) = C(x), 等价于以下任意一个条件
(a) A(x) < 0 且 C(x)− BT (x)A(x)−1B(x) < 0;
(b) C(x) < 0 且 A(x)− BT (x)C(x)−1B(x) < 0.
引理 3 [33] 假设 P 是对角矩阵, 第 k 个 (k = 1, 2, · · · , l) 对角元素是 p, 其余元素为 0,

其中 p > 0 是足够大的数. 因此, G−P < 0 等价于Gl < 0.

3 主要结论

本文主要考虑如下含噪声的多延迟超网络 (3.1):

dxi(t) = (F(xi(t)) +
m−1∑
k=0

N∑
j=1

cka
(k)
ij Γ(k)xj(t− τk))dt +

m−1∑
k=0

ϕ
(k)
i (t,xi(t))dwi(t), (3.1)
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其中 i = 1, 2, · · · , N . 耦合矩阵 A(k) = (a(k)
ij )N×N (k = 1, 2, . . . , m) 是不可约矩阵, 并且满

足 a
(k)
ij = a

(k)
ji > 0, i 6= j, a

(k)
ii = −∑N

j=1,j 6=i a
(k)
ij , i = 1, 2, · · · , N . 因此 A(k) 有一个零特征

值并且它所对应的特征向量为 (1, 1, · · · , 1)T , 剩下的 N − 1 个特征值为负数. 内联耦合矩
阵为 Γ(k), 每一层不同耦合强度和延迟分别为 ck 和 τk, k = 0, 1, . . . , m − 1, 当 k = 0 时,
τ0 = 0. 此外, wi(t) 是定义在完备概率空间 (Ω,F , {Ft}t≥0,P) 上的 n 维布朗运动, 满足
E(dwi) = 0, E(dwi)2 = dt, E(dwidwj) = 0, i 6= j, ϕ

(k)
i (t,xi(t)) 为每一层不同的噪声强度函

数.
本节的目的就是通过设计自适应牵制控制器, 来识别多层网络 (3.1) 的系统参数和部分

未知拓扑结构. 令多层网络 (3.1) 为驱动网络, 并相应地设计响应网络如下：

dyi(t) = (F(yi(t)) +
m−1∑
k=0

N∑
j=1

ckâ
(k)
ij Γ(k)yj(t− τk) + ui(t))dt +

m−1∑
k=0

ϕ
(k)
i (t,yi(t))dwi(t), (3.2)

这里, yi(t) = (y1
i (t),y

2
i (t), · · · ,yn

i (t))T 是第 i 个节点的响应状态向量, ui 是设计的自适

应牵制控制器. 此外, Â(k) = (â(k)
ij )N×N (k = 1, 2, . . . , m) 是未知耦合矩阵 A(k) 的估计.

ϕ
(k)
i (t,yi(t)) 是每一层不同的噪声强度函数. 其它参数设置同前. 令 ei(t) = yi(t) − xi(t),

ã
(k)
ij = â

(k)
ij − a

(k)
ij , σ

(k)
i (t, ei(t))dwi(t) = ϕ

(k)
i (t,yi(t))dwi(t) − ϕ

(k)
i (t,xi(t))dwi(t). 为了使控

制更有效, 我们只对超网络的部分节点施加控制. 不失一般性, 假设耦合矩阵 a
(k)
ij , 1 ≤ i ≤

l1, 1 ≤ j ≤ l2, l1 ≥ l2 是未知的, 因此可以得到误差系统

dei(t) = (F(yi(t))− F(xi(t)) +
m−1∑
k=0

N∑
j=1

ckâ
(k)
ij Γ(k)yj(t− τk)

−
m−1∑
k=0

N∑
j=1

cka
(k)
ij Γ(k)xj(t− τk) + ui(t))dt +

m−1∑
k=0

σ
(k)
i (t, ei(t))dwi(t), 1 ≤ i ≤ l1

dei(t) = (F(yi(t))− F(xi(t)) +
m−1∑
k=0

N∑
j=1

ckâ
(k)
ij Γ(k)yj(t− τk)

−
m−1∑
k=0

N∑
j=1

cka
(k)
ij Γ(k)xj(t− τk))dt +

m−1∑
k=0

σ
(k)
i (t, ei(t))dwi(t) l1 + 1 ≤ i ≤ N.

(3.3)
在得到主要结论之前, 我们先给出几个假设：
假设 1 假设非线性函数F(·)满足李普希兹条件,存在常数α使得 ‖F(y(t))−F(x(t))‖ ≤

α‖y(t)− x(t)‖, 其中, x(t),y(t) ∈ Rn.
假设 2 假设存在非负常数 µ

(k)
i 使得

trace((σ(k)
i (t, ei(t)))T σ

(k)
i (t, ei(t))) ≤ 2µ

(k)
i eT

i (t)ei(t),

其中, σ
(k)
i (t, ei(t)), i = 1, 2, · · · , N 是有界的.

假设 3 假设 τk(t), k = 1, 2, . . . , m 是可微函数, 且满足 τ̇k(t) ≤ δk < 1.

假设 4 假设 {Γ(k)xj(t− τk)}N
j=1}m−1

k=0 在同步流形 {xi(t) = yi(t)}N
i=1 上是线性无关的.

有了以上引理和假设, 我们就可以得到以下结论：
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定理 1 如果假设 1-4 成立. 若存在合适的正数 l1 使得

λmax(dc0γ0Ā(0) +
m−1∑
k=1

κk(Ā(k))2cl1) < −(α + µ +
1
2
r),

其中 µ =
m−1∑
k=0

max1≤i≤N{µ(k)
i }, κk = 1

2
c2
kγ

2
k[r(1− δ)]−1, Ā(k) 是把矩阵A(k) 的对角元素 A

(k)
ii

替换成
γ
′
k

γk
A

(k)
ii 后所得到的矩阵, γk = ‖Γk‖, γ

′
k = λmin(

Γk+ΓT
k

2
), 通过施加如下牵制控制器：

ui(t) = −di(t)ei(t), ḋi(t) = hieT
i (t)ei(t), ˙̂a(k)

ij = −δ
(k)
ij eT

i (t)Γ(k)yj(t− τk), (3.4)

这里 i = 1, 2, · · · , l1, j = 1, 2, . . . , l2, hi 是正常数, 含噪声的多延迟超网络 (3.1) 的未知拓扑
结构可以被成功识别, 同时, 驱动网络和相应网络达到同步.
证 考虑如下李雅普诺夫函数：

V (t) =
1
2

N∑
i=1

eT
i (t)ei(t) +

1
2

m−1∑
k=0

N∑
i=1

N∑
j=1

ck

δ
(k)
ij

(ã(k)
ij )2

+
1
2

l1∑
i=1

1
hi

(di(t)− d)2 +
1
2
r

m−1∑
k=0

∫ t

t−τk(t)

N∑
i=1

eT
i (θ)ei(θ)dθ,

这里 d > 0, r > 0 是常数. 我们得到

LV =
N∑

i=1

eT
i (t)[F(yi(t))− F(xi(t)) +

m−1∑
k=0

N∑
j=1

ckâ
(k)
ij Γ(k)yj(t− τk)

−
m−1∑
k=0

N∑
j=1

cka
(k)
ij Γ(k)xj(t− τk) + ui(t)] +

m−1∑
k=0

N∑
i=1

N∑
j=1

ck

δ
(k)
ij

ã
(k)
ij

˙̃a(k)
ij

+
l1∑

i=1

1
hi

(di(t)− d)ḋi(t) +
1
2

N∑
i=1

trace((σ(k)
i )T σ

(k)
i )

+
1
2
r

m−1∑
k=0

N∑
i=1

eT
i (t)ei(t)− 1

2
r

m−1∑
k=0

N∑
i=1

(1− τ̇k(t))eT
i (t− τk)ei(t− τk)

=
N∑

i=1

eT
i (t)[F(yi(t))− F(xi(t))] + c0

N∑
i=1

N∑
j=1

eT
i (t)a(0)

ij Γ0ej(t)

+
m−1∑
k=1

N∑
i=1

N∑
j=1

ckeT
i (t)a(k)

ij Γkej(t− τk)−
l1∑

i=1

deT
i (t)ei(t)

+
1
2

N∑
i=1

trace((σ(k)
i )T σ

(k)
i ) +

1
2
r

m−1∑
k=0

N∑
i=1

eT
i (t)ei(t)

− 1
2
r

m−1∑
k=0

N∑
i=1

(1− τ̇k(t))eT
i (t− τk)ei(t− τk)
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≤
N∑

i=1

αeT
i (t)ei(t) + c0

N∑
i=1

N∑
j=1

eT
i (t)a(0)

ij Γ0ej(t)

+
m−1∑
k=1

N∑
i=1

N∑
j=1

ckeT
i (t)a(k)

ij Γkej(t− τk)−
l1∑

i=1

deT
i (t)ei(t)

+
m−1∑
k=0

N∑
i=1

µ
(k)
i eT

i (t)ei(t) +
1
2
r

m−1∑
k=0

N∑
i=1

eT
i (t)ei(t)

− 1
2
r

m−1∑
k=0

N∑
i=1

(1− δ)eT
i (t− τk)ei(t− τk)

≤
N∑

i=1

αeT
i (t)ei(t)−

l1∑
i=1

deT
i (t)ei(t) + c0

N∑
i=1

N∑
j=1,j 6=i

γ0a
(0)
ij ‖ei(t)‖‖ej(t)‖

+ c0

N∑
i=1

γ
′
0a

(0)
ii eT

i (t)ei(t) +
m−1∑
k=1

N∑
i=1

N∑
j=1,j 6=i

ckγka
(k)
ij ‖ei(t)‖‖ej(t− τk)‖

+
m−1∑
k=1

N∑
i=1

ckγ
′
ka

(k)
ii eT

i (t)ei(t− τk) +
m−1∑
k=0

N∑
i=1

µ
(k)
i eT

i (t)ei(t)

+
1
2
r

m−1∑
k=0

N∑
i=1

eT
i (t)ei(t)− 1

2
r

m−1∑
k=0

N∑
i=1

(1− δ)eT
i (t− τk)ei(t− τk).

令 e(t) = (‖e1(t)‖, ‖e2(t)‖, . . . , ‖eN (t)‖)T , D = diag{d, d, · · · , d︸ ︷︷ ︸
l1

, 0, · · · , 0︸ ︷︷ ︸
N−l1

}, x̃ = (eT (t), eT (t−

τ1), . . . , eT (t− τm−1))T . 不等式可化为

LV ≤eT (t)[(α + µ +
1
2
r)IN + c0γ0Ā(0) −D]e(t) +

m−1∑
k=1

ckγkeT (t)Ā(k)e(t− τk)

− 1
2
r(1− δ)

m−1∑
k=1

eT (t− τk)e(t− τk)

=(eT (t), eT (t− τ1), . . . , eT (t− τm−1))Ξ(eT (t), eT (t− τ1), . . . , eT (t− τm−1))T

=x̃T Ξx̃,

其中

Ξ =

(
A(x),B(x)
BT (x), C(x)

)
,

A(x) = (α + µ +
1
2
r)IN + c0γ0Ā(0) −D,

B(x) = (
1
2
c1γ1Ā(1),

1
2
c2γ2Ā(2), . . . ,

1
2
cm−1γm−1Ā(m−1)),

C(x) = diag{−1
2
r(1− δ), . . . ,−1

2
r(1− δ)}.



90 数 学 杂 志 Vol. 42

因为 λmax(d(c0γ0Ā(0) +
∑m−1

k=1 κk(Ā(k))2cl1) < −(α + µ + 1
2
r), 由引理 3, 当 d 足够大时, 我们

有

A(x)− BT (x)C(x)−1B(x) = (α + µ +
1
2
r)IN + c0γ0Ā(0) +

m−1∑
k=1

κk(Ā(k))2 −D < 0.

又因为 − 1
2
r(1− δ) < 0 可以得到 C(x) < 0. 由引理 2, 我们可以得到 Ξ < 0.

令 λ = λmax(Ξ), 得到 LV ≤ λx̃T x̃ , −ω(x̃). 因为 lim
‖x‖→∞

inf0≤t<∞V = ∞ 并且 σi 是有

界的, 由引理 1 可知 lim
t→∞

ω(x̃) = 0 a.s..

因此, 对于 (3.1) 的任意初值, 其轨迹从 RnN+N+N2
逐渐收敛到 Ω = {(ei; ã

(k)
ij ) ∈

RnN+N+N2
: e = 0}. 另外, 通过误差系统 (3.3), 我们可以得到

0 =(F(yi(t))− F(xi(t)) +
m−1∑
k=0

N∑
j=1

ckâ
(k)
ij Γ(k)yj(t− τk)

−
m−1∑
k=0

N∑
j=1

cka
(k)
ij Γ(k)xj(t− τk) + ui(t))dt +

m−1∑
k=1

σ
(k)
i (t, ei(t))dwi(t)

=
m−1∑
k=0

N∑
j=1

ckΓ(k)xj(t− τk)(â
(k)
ij − a

(k)
ij ).

由假设 4 可得 â
(k)
ij = a

(k)
ij , 即对于任意的 i = 1, 2, . . . , l1, j = 1, 2, . . . , l2, k = 0, 2, . . . , m − 1,

Ω = {e = 0, ã
(k)
ij = 0}. 也就是说, 在自适应牵制控制器 (3.4) 下, 响应系统 (3.2) 和驱动系统

(3.1) 达到了完全同步, 并且未知耦合矩阵A(k) 可被成功识别.
注 由定理 1 可知, 牵制控制的节点个数 l 与 ck, µ, δ, γk 有关, 即与原网络的耦合强度、

噪声强度、延迟和内连耦合矩阵有关.

4 数值仿真

由定理 1 可知, 存在合适的正常数 l1 和 r, 只需要牵制控制 l1 个节点, 就可以识别多延
迟超网络的部分拓扑结构, 并且使得驱动系统 (3.1) 和响应系统 (3.2) 达到完全同步. 考虑含
有 10 个 Rossler 系统的三层网络,

F (yi)− F (xi)

=




0 −1 −1
1 0.2 0
0 0 −7







yi1

yi2

yi3


 +




0
0

0.2 + yi1yi3


−




0 −1 −1
1 0.2 0
0 0 −7







xi1

xi2

xi3


 +




0
0

0.2 + xi1xi3




=




0 −1 −1
1 0.2 0
0 0 −7







ei1

ei2

ei3


 +




0
0

yi1yi3 − xi1xi3




,Mei + gi(t).
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图 2: Rössler 系统 (a = 0.2, b = 0.2, c = 7).
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图 3: 牵制控制一个节点的同步误差图.

由图 2 可知 Rossler 系统是有界的 [34], 并且存在 M1 = 10,M2 = 10,M3 = 35, 使得
||xij || ≤ Mj , ||yij || ≤ Mj , i = 1, 2, · · · , 10, j = 1, 2, 3.
因为

‖gi(t)‖ =
√

(yi1ei3 + xi3ei1)2 ≤
√

M2
1 + M2

3 ‖ei‖,
所以

‖F (yi)− F (xi)‖ ≤ ‖M‖‖ei‖+
√

M2
1 + M2

3 ‖ei‖ = 43.4730‖ei‖,
满足假设 1, α = 43.4730.
考虑三层网络, 第一层为全连接网络, 第二层为 BA 无标度网络, 网络的初始节点

b0 = 2, 平均度 b = 1, 第三层为星型网络, 以第一个节点为中心节点. 令 σ
(k)
i (t, ei(t)) =

σ
(k)
0 diag{ei1(t), ei2(t), ei3(t)}, 则 trace((σ(k)

i )T σ
(k)
i ) ≤ 2(σ(k)

0 )2eT
i (t)ei(t) 并且 σi 满足假设 2,

明显地, µ(k) = (σ(k)
0 )2. 在仿真中, 所有变量的初始值在 (0, 1) 中随机选取.

每一层的耦合强度分别设为 c0 = 5, c1 = 0.8, c2 = 1, 延迟分别设为 τ0 = 0, τ1 = 0.5, τ2 =
1, 噪声强度分别设为 σ

(1)
0 = 0.1, σ

(2)
0 = 0.5, σ

(3)
0 = 1, 所以 µ = 1.26. 内联耦合矩阵为

Γ(0) = Γ(1) = Γ(2) = diag{1, 1, 1}. 设 r = 2, δ = 0. 由于 a
(k)
11 , k = 1, 2, 3 是未知的, 删掉矩阵

的第一行和第一列后所得到的矩阵的最大特征值满足λmax(dc0γ0Ā(0)+
∑m−1

k=1 κk(Ā(k))2c1) =
−46.9529 < −(α + µ + 1

2
r) = −45.7330.

图 3 给出了牵制控制一个节点的同步误差图, 可以看到驱动系统和响应系统达到了完全
同步. 图 4 给出了未知拓扑结构 a

(k)
11 , k = 1, 2, 3 的识别图, 从图中可以看出, 曲线趋向于正确

的值, 可以看出提出的自适应牵制控制的识别策略是有效的.
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图 4: 拓扑结构 a

(k)
11 , k = 1, 2, 3 的估计图.
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5 结论

本文构造了含噪声的多延迟超网络, 基于同步的拓扑识别方法和随机微分方程的理论基
础, 通过设计合适的牵制控制器, 牵制控制一部分节点, 将原始网络当作驱动网络, 构造响应
网络来识别原网络的未知拓扑结构. 数值仿真验证了定理的有效性, 接下来我们会进一步研
究各种网络参数对拓扑识别的影响.
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[34] Rössler O E. An equation for continuous chaos[J]. Phys. Lett. A, 1976, 57: 397–398.



94 数 学 杂 志 Vol. 42

IDENTIFYING TOPOLOGY OF DELAYED HYPERNETWORK

WITH STOCHASTIC PERTURBATIONS VIA PINNING CONTROL

ZHAO Xue-yi1 , ZHU Shuai-bing2 , DENG Le-bin1 , XIE Hong1

(1. School of Mathematics and Computer Science, Hanjiang Normal University, Shiyan 442000, China)

(2. MOE-LCSM, School of Mathematics and Statistics, Hunan Normal University, Changsha 410081,

China)

Abstract: This manuscript proposes a pinning-control scheme to identify the topology of

delayed hypernetworks with stochastic perturbations. In virtue of the LaSalle-type Invariance

Principle for stochastic differential delay equations and the Lyapunov stability theory, the theory

on topology identification of hypernetwork via pinning control is established. In addition, a

numerical example is provided to demonstrate the theoretical results. Taking a three-layer

network for example, the unknown topology of the network can be identified successfully by

controlling only one node, and in the meanwhile, the drive network and the response network

reach synchronization.

Keywords: pinning control; delayed hypernetwork; stochastic perturbation; topology

identification
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