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摘要: 本文研究了区间值函数的整合分数阶积分形式Hermite-Hadamard 型不等式的问题. 利

用区间分析及区间 h- 凸函数理论, 给出了区间值函数的整合分数阶积分概念, 讨论了该积分的若干基

本性质, 并且得到了一类新的分数阶积分的 Hermite-Hadamard 型不等式, 推广了文献 [1–3] 的结果.

关键词: 整合分数阶积分;区间值函数; Hermite-Hadamard 型不等式

MR(2010) 主题分类号: 26D15; 26E25; 28B20 中图分类号: O178

文献标识码: A 文章编号: 0255-7797(2020)03-0227-10

1 引言

21 世纪以来, 由于分数阶积分理论广泛应用于量子力学、高能物理、水动力学、经济学
等众多领域, 彰显了其独特优势和不可替代性, 因此其理论和应用深受国内外众多学者的关
注. 2013 年, Sarikaya M Z 等人将 Riemann-Liouville 分数阶积分与 Hermite-Hadamard不
等式结合, 建立一类分数阶积分形式的 Hermite-Hadamard型不等式 [4]. 随后, 国内外许多数
学家对分数阶积分形式的 Hermite-Hadamard型不等式从不同凸性和不同定义的分数阶的角
度进行了推广和改进以及应用了大量的工作 [1,4−6].
另一方面, 不确定性问题出现在许多确定性的数学或者计算模型中, 因此区间分析作

为一种新的解决不确定性问题的重要工具被广泛应用于各个领域, 如计算物理学、误差分
析、机器人技术等. 特别地, 一些经典的积分不等式被推广到区间值函数的形式中, 例如
Hermite-Hadamard 不等式 [3]、Ostrowski 不等式 [7] 等. 2019 年, Hüseyin 引入了区间值函
数 Riemann-Liouville 分数阶积分的定义, 并且证明了一些区间值函数 Riemann-Liouville 分
数阶积分形式的 Hermite-Hadamard 不等式, 即

f

(
a + b

2

)
⊇ Γ(α + 1)

(b− a)α

[J α
a+f(b) + J α

b−f(a)
] ⊇ f(a) + f(b)

2
.

受此启发, 本文引入了区间值函数整合分数阶积分的概念, 讨论了其若干重要性质. 将文
献 [1] 中的 Hermite-Hadamard 型不等式推广到区间值函数整合分数阶积分的形式中, 同时
也推广了文献 [2, 3]的相关结果.
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2 预备知识

设 [a] = [a, a] 是 R 上的一个有界闭区间,这里 a, a ∈ R 且 a ≤ a. 当 a = a 时,区间
[a] 称为退化的;当 a > 0 时, 区间 [a] 称为正的; 我们用 R+ 表示 R 上所有正数构成的
集合;用 RI 表示 R 上所有非空闭区间构成的集合; 用 R+

I 表示 R 上所有正闭区间构成
的集合.任取 RI 中的元素 [a, a], [b, b],对任意 λ ∈ R, RI 空间中的区间运算规定如下:

[a, a] + [b, b] = [a + b, a + b];

[a, a]− [b, b] = [a− b, b− a];

[a, a] · [b, b] = [min{ab, ab, ab, ab},max{ab, ab, ab, ab}];

[a, a]/[b, b] = [min{a/b, a/b, a/b, a/b},max{a/b, a/b, a/b, a/b}];

λ[a, a] =

{
[λa, λa] , λ ≥ 0,

[λa, λa] , λ < 0.

同时, [a, a], [b, b]之间的包含关系 “⊆”定义为:

[a, a] ⊆ [b, b] ⇔ b ≤ a, a ≤ b.

在文献 [8] 中, Dinghas 给出了区间值函数 Riemann可积的定义. 我们用 IR([a,b])表示所

有 Riemann可积的区间值函数构成的集合,用 R([a,b]) 表示所有 Riemann可积的实函数构成
的集合.
引理 1 [8] 若 f : [a, b] → RI 且 f =

[
f, f

]
,则 f ∈ IR([a,b]) 当且仅当 f(t), f(t) ∈ R([a,b]).

进一步, 有

(IR)
∫ b

a

f(t)dt =
[
(R)

∫ b

a

f(t)dt, (R)
∫ b

a

f(t)dt

]
.

定义 1 [3] 设 f : [a, b] → R+
I 且 f(t) =

[
f(t), f(t)

]
, h : [0, 1] → R+. 若对任意的

x, y ∈ [a, b], t ∈ [0, 1], 有

f (tx + (1− t)y) ⊇ h(t)f(x) + h(1− t)f(y), (2.1)

则称 f(t) 是 [a, b] 上的 h- 凸函数. 我们用 SX(h, [a, b],R+
I ) 表示 [a, b] 上所有区间 h- 凸

函数的全体. 若 (2.1)式的包含符号反向, 则称 f(t) 是 [a, b] 上的 h- 凹函数. 类似地, 我们用
SV (h, [a, b],R+

I ) 表示 [a, b] 上所有区间 h- 凹函数的全体.
定义 2 [9] 设 f : [a, b] → RI 且 f(t) =

[
f(t), f(t)

]
. 若 f ∈ IR([a,b]), 那么区间值

Riemann-Liouville 分数阶积分定义为：

J α
a+f(t) =

1
Γ(α)

∫ t

a

(t− τ)α−1f(τ)dτ,

J α
b−f(t) =

1
Γ(α)

∫ b

t

(τ − t)α−1f(τ)dτ.
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其中 Γ 是 Gamma函数.
在文献 [1]中, Ahmad推广了 Riemann-Liouville积分,引入了整合分数阶积分.为进一步

推广, 我们定义了区间整合分数阶积分.
定义 3 设 f : [a, b] → R+

I 且 f(t) =
[
f(t), f(t)

]
. 若 f ∈ IR([a,b]),那么整合分数阶积分

在 a 和 b 的定义为：

(Ia
αf)(t) =

1
n!

∫ t

a

(t− x)n(x− a)α−n−1f(x)dx,

(bIαf)(t) =
1
n!

∫ b

t

(x− t)n(b− x)α−n−1f(x)dx.

注 1 当 α = n + 1时, 定义 3 即为定义 2.
推论 1 设 f : [a, b] → R+

I 且 f = [f, f ]. 若 f ∈ IR([a,b]), 那么

(Ia
αf)(t) =

[
(Ia

αf)(t), (Ia
αf)(t)

]

(bIαf)(t) =
[
(bIαf)(t), (bIαf)(t)

]
.

证 由引理 1和定义 3即可证得.
引理 2 设 ξ : [a, b] → R+

I 且 ξ = [ξ, ξ]. 若 ξ ∈ IR([a,b]) 且关于
a+b
2
对称, 则

(Ia
αξ)(b) = (bIαξ)(a) =

1
2

[
(Ia

αξ)(b) + (bIαξ)(a)
]
.

证 由于 ξ 关于 a+b
2
对称, 即对任意的 x ∈ [a, b], ξ(a + b− x) = ξ(x).

因此, 令 t = a + b− x, 有

Ia
αξ(b) =

1
n!

∫ b

a

(b− x)n(x− a)α−n−1ξ(x)dx

=
1
n!

∫ b

a

(b− x)n(x− a)α−n−1
[
ξ(x), ξ(x)

]
dx

=
[

1
n!

∫ b

a

(b− x)n(x− a)α−n−1ξ(x)dx,
1
n!

∫ b

a

(b− x)n(x− a)α−n−1ξ(x)dx

]

=
[

1
n!

∫ b

a

(t− a)n(b− t)α−n−1ξ(a + b− t)dt,
1
n!

∫ b

a

(t− a)n(b− t)α−n−1ξ(a + b− t)dt

]

=
[

1
n!

∫ b

a

(t− a)n(b− t)α−n−1ξ(t)dt,
1
n!

∫ b

a

(t− a)n(b− t)α−n−1ξ(t)dt

]

=
[
bIαξ(a),b Iαξ(a)

]

=bIαξ(a).

证毕.

3 主要结果
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定理 1 设 f ∈ SX(h, [a, b],R+
I ) 且 f = [f, f ], h : [0, 1] → R+. 若 f ∈ IR([a,b]), 那么

Γ(α− n)
Γ(α + 1)h( 1

2
)
f

(
a + b

2

)

⊇ 1
(b− a)α

[Ia
αf(b) + bIαf(a)

]

⊇f(a) + f(b)
n!

∫ 1

0

νn(1− ν)α−n−1
[
h(ν) + h(1− ν)

]
dν.

(3.1)

其中 α ∈ (n, n + 1].
证 由于 f ∈ SX(h, [a, b],R+

I ), 那么对任意的 t ∈ [0, 1], 有

f

(
a + b

2

)
= f

(
ta + (1− t)b + tb + (1− t)b

2

)

⊇ h

(
1
2

)
[f (ta + (1− t)b) + f (tb + (1− t)a)] .

(3.2)

在 (3.2) 式两边同乘以 1
n!

νn(1− ν)α−n−1 并在 [0, 1] 上关于 t 取积分,

Γ(α− n)
Γ(α + 1)h( 1

2
)
f

(
a + b

2

)

=
1

h( 1
2
)
f

(
a + b

2

)
1
n!

∫ 1

0

νn(1− ν)α−n−1dν

⊇
[

1
n!

∫ 1

0

νn(1− ν)α−n−1f(νa + (1− ν)b)dν +
1
n!

∫ 1

0

νn(1− ν)α−n−1f((1− ν)a + νb)dν

]

=
[

1
n!

∫ 1

0

νn(1− ν)α−n−1(f(νa + (1− ν)b) + f((1− ν)a + νb))dν,

1
n!

∫ 1

0

νn(1− ν)α−n−1(f(νa + (1− ν)b) + f((1− ν)a + νb))dν

]

=
[

1
n!

∫ a

b

(τ(µ))n (1− τ(µ))α−n−1
f(µ)

dµ

a− b
+

1
n!

∫ b

a

(1− τ(µ))n (τ(µ))α−n−1
f(µ)

dµ

b− a
,

1
n!

∫ a

b

(τ(µ))n (1− τ(µ))α−n−1
f(µ)

dµ

a− b
+

1
n!

∫ b

a

(1− τ(µ))n (τ(µ))α−n−1
f(µ)

dµ

b− a

]

=
1

(b− a)α

[Ia
αf(b) + bIαf(a), Ia

αf(b) + bIαf(a)
]
.

=
1

(b− a)α

[Ia
αf(b), bIαf(a)

]
.

其中 τ(µ) = b−µ
b−a

.

因此
Γ(α− n)

Γ(α + 1)h( 1
2
)
f

(
a + b

2

)
⊇ n!

(b− a)α

[Ia
αf(b) + bIαf(a)

]
.

即证得 (3.1) 式中的第一个不等式.
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类似地, 我们有

f (ta + (1− t)b) + f (tb + (1− t)a) ⊇ [h(t) + h(1− t)] f(a) + f(b). (3.3)

在 (3.3) 式两边同时乘以 1
n!

νn(1− ν)α−n−1 并在 [0, 1] 上关于 t 取积分,

1
(b− a)α

[Ia
αf(b) + bIαf(a)

] ⊇ f(a) + f(b)
n!

∫ 1

0

νn(1− ν)α−n−1
[
h(ν) + h(1− ν)

]
dν.

证毕.
推论 2 设 f ∈ SV (h, [a, b],R+

I ) 且 f = [f, f ], h : [0, 1] → R+. 若 f ∈ IR([a,b]), 那么

Γ(α− n)
Γ(α + 1)h( 1

2
)
f

(
a + b

2

)

⊆ 1
(b− a)α

[Ia
αf(b) + bIαf(a)

]

⊆f(a) + f(b)
n!

∫ 1

0

νn(1− ν)α−n−1
[
h(ν) + h(1− ν)

]
dν.

注 2 若定理 1中 h(t) = t, 则

f

(
a + b

2

)
⊇ Γ(α + 1)

2(b− a)αΓ(α− n)
[Ia

αf(b) + bIαf(a)
] ⊇ f(a) + f(b)

2
.

注 3 若定理 1中 α = n + 1, h(t) = t, 则得到文献 [2]中的定理 2.
注 4 若定理 1中 n = 1, α = 2, 则得到文献 [3]中的定理 4.1.
注 5 若定理 1中 f = f 且 h(t) = t, 则得到文献 [1]中的定理 2.1.
定理 2 设 f ∈ SX(h, [a, b],R+

I ) 且 f = [f, f ], ξ : [a, b] → R+
I 关于

a+b
2
对称, h : [0, 1] →

R+. 若 fξ ∈ IR([a,b]), 那么

n!
2h

(
1
2

)
(b− a)α

f

(
a + b

2

)[Ia
αξ(b) + bIαξ(a)

]

⊇ n!
(b− a)α

[Ia
α(fξ)(b) + bIα(fξ)(a)

]

⊇ [f(a) + f(b)]
∫ 1

0

[h(t) + h(1− t)] tn(1− t)α−n−1ξ(tb + (1− t)a)dt,

(3.4)

其中 α ∈ (n, n + 1].
证 由于 f ∈ SX(h, [a, b],R+

I ),那么在 (3.2)式两边同乘以 1

h( 1
2)

tn(1− t)α−n−1ξ(tb+(1−
t)a) 且在 [0, 1] 上关于 t 取积分,

1
h

(
1
2

)f

(
a + b

2

)∫ 1

0

tn(1− t)α−n−1ξ(tb + (1− t)a)dt

⊇
∫ 1

0

tn(1− t)α−n−1 [f (ta + (1− t)b) + f (tb + (1− t)a)] ξ(tb + (1− t)a)dt

=
∫ 1

0

tn(1− t)α−n−1f (ta + (1− t)b) ξ(tb + (1− t)a)dt

+
∫ 1

0

tn(1− t)α−n−1f (tb + (1− t)a) ξ(tb + (1− t)a)dt.
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令 x = tb + (1− t)a, 我们有

1
h

(
1
2

)
(b− a)α

f

(
a + b

2

)∫ b

a

(x− a)n(b− x)α−n−1ξ(x)dx

⊇ 1
(b− a)α

{∫ b

a

(x− a)n(b− x)α−n−1f (a + b− x) ξ(x)dx +
∫ b

a

(x− a)n(b− x)α−n−1f(x)ξ(x)dx

}

=
1

(b− a)α

{∫ b

a

(x− a)n(b− x)α−n−1f(x)ξ (a + b− x) dx +
∫ b

a

(x− a)n(b− x)α−n−1f(x)ξ(x)dx

}

=
1

(b− a)α

{∫ b

a

(x− a)n(b− x)α−n−1f(x)ξ(x)dx +
∫ b

a

(x− a)n(b− x)α−n−1f(x)ξ(x)dx

}
.

由引理 2, 有

n!
2h

(
1
2

)
(b− a)α

f

(
a + b

2

)[Ia
αξ(b) + bIαξ(a)

] ⊇ n!
(b− a)α

[Ia
α(fξ)(b) + bIα(fξ)(a)

]
,

即证得 (3.4) 式中的第一个不等式. 类似地,

f (ta + (1− t)b) + f (tb + (1− t)a) ⊇ [h(t) + h(1− t)] [f(a) + f(b)] . (3.5)

在 (3.5) 式两边同乘以 tn(1− t)α−n−1ξ(tb + (1− t)a) 并在 [0, 1] 上关于 t 取积分, 得
∫ 1

0

tn(1− t)α−n−1f(ta + (1− t)b)ξ(tb + (1− t)a)dt

+
∫ 1

0

tn(1− t)α−n−1f(tb + (1− t)a)ξ(tb + (1− t)a)dt

⊇ [f(a) + f(b)]
∫ 1

0

[h(t) + h(1− t)] tn(1− t)α−n−1ξ(tb + (1− t)a)dt.

因此,

n!
(b− a)α

[Ia
α(fξ)(b) + bIα(fξ)(a)

]

⊇ [f(a) + f(b)]
∫ 1

0

[h(t) + h(1− t)] tn(1− t)α−n−1ξ(tb + (1− t)a)dt.

证毕.
推论 3 设 f ∈ SV (h, [a, b],R+

I )且 f = [f, f ], ϕ : [a, b] → R+
I 关于

a+b
2
对称, h : [0, 1] →

R+. 若 fϕ ∈ IR([a,b]), 那么

n!
2h

(
1
2

)
(b− a)α

f

(
a + b

2

)[Ia
αg(b) + bIαg(a)

]

⊆ n!
(b− a)α

[Ia
α(fg)(b) + bIα(fg)(a)

]

⊆ [f(a) + f(b)]
∫ 1

0

[h(t) + h(1− t)] tn(1− t)α−n−1g(tb + (1− t)a)dt.
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注 6 若定理 2中 h(t) = t, 则

f

(
a + b

2

)[Ia
αg(b) + bIαg(a)

] ⊇ [Ia
α(fg)(b) + bIα(fg)(a)

]

⊇ [f(a) + f(b)]
2

[Iα
a ϕ(b) + Iα

b ϕ(a)] .

注 7 若定理 2中 f = f 且 h(t) = t, 则得到文献 [5]中的定理 2.1.
注 8 若定理 1中 α = n + 1, h(t) = t, 则得到文献 [10]中的定理 3.3.
定理 3 设 f ∈ SX(h1, [a, b],R+

I ) 且 f = [f, f ], g ∈ SX(h2, [a, b],R+
I ) 且 g = [g, g], h :

[0, 1] → R+.若 fg ∈ IR([a,b]), 则

n!
(b− a)α

[J a
α f(b)g(b) + bJ αf(a)g(a)

]

⊇M(a, b)
∫ 1

0

νn(1− ν)α−n−1
[
h1(ν)h2(ν) + h1(1− ν)h2(1− ν)

]
dν

+N (a, b)
∫ 1

0

νn(1− ν)α−n−1
[
h1(ν)h2(1− ν) + h1(1− ν)h2(ν)

]
dν,

(3.6)

且

n!Γ(α− n)
Γ(α + 1)h1( 1

2
)h2( 1

2
)
f
(a + b

2

)
g
(a + b

2

)

⊇ n!
(b− a)α

[J a
α f(b)g(b) + bJ αf(a)g(a)

]

+M(a, b)
∫ 1

0

νn(1− ν)α−n−1 [h1(ν)h2(1− ν) + h1(1− ν)h2(ν)] dν

+N (a, b)
∫ 1

0

νn(1− ν)α−n−1 [h1(ν)h2(ν) + h1(1− ν)h2(1− ν)] dν.

(3.7)

其中,
M(a, b) = f(a)g(a) + f(b)g(b), N (a, b) = f(a)g(b) + f(b)g(a).

证 由于 f ∈ SX(h1, [a, b],R+
I ), g ∈ SX(h2, [a, b],R+

I ), 则

f (ta + (1− t)b) g (ta + (1− t)b) ⊇h1(t)h2(t)f(a)g(a) + h1(1− t)h2(1− t)f(b)g(b)

+ h1(t)h2(1− t)f(a)g(b) + h1(1− t)h2(t)f(b)g(a).

f ((1− t)a + tb) g ((1− t)a + tb) ⊇h1(1− t)h2(1− t)f(a)g(a) + h1(t)h2(t)f(b)g(b)

+ h1(1− t)h2(t)f(a)g(b) + h1(t)h2(1− t)f(b)g(a).

因此,

f (ta + (1− t)b) g (ta + (1− t)b) + f ((1− t)a + tb) g ((1− t)a + tb)

⊇ [h1(t)h2(t) + h1(1− t)h2(1− t)]M(a, b)

+ [h1(t)h2(1− t) + h1(1− t)h2(t)]N (a, b).

(3.8)
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在 (3.8) 式两边同时乘以 1
n!

νn(1− ν)α−n−1 并且在 [0, 1] 上关于 t 取积分,

1
n!

∫ 1

0

νn(1− ν)α−n−1f
(
νa + (1− ν)b

)
g
(
νa + (1− ν)b

)
dν

+
1
n!

∫ 1

0

νn(1− ν)α−n−1f
(
(1− ν)a + νb

)
g
(
(1− ν)a + νb

)
dν

⊇M(a, b)
n!

∫ 1

0

νn(1− ν)α−n−1
[
h1(ν)h2(ν) + h1(1− ν)h2(1− ν)

]
dν

+
N (a, b)

n!

∫ 1

0

νn(1− ν)α−n−1
[
h1(1− ν)h2(ν) + h1(ν)h2(1− ν)

]
dν.

(3.9)

由定义 3, 我们有

1
n!

∫ 1

0

νn(1− ν)α−n−1f
(
νa + (1− ν)b

)
g
(
νa + (1− ν)b

)
dν =

1
(b− a)α

J a
α f(b)g(b), (3.10)

1
n!

∫ 1

0

νn(1− ν)α−n−1f
(
(1− ν)a + νb

)
g
(
(1− ν)a + νb

)
dν =

1
(b− a)α

bJαf(a)g(a). (3.11)

将不等式 (3.10)–(3.11) 式代入到 (3.9) 式, 即证得 (3.6) 式.

类似地,

f
(a + b

2

)
g
(a + b

2

)

=f
(νa + (1− ν)b

2
+

(1− ν)a + νb

2

)
g
(νa + (1− ν)b

2
+

(1− ν)a + νb

2

)

⊇h1(
1
2
)h2(

1
2
)
[
f
(
νa + (1− ν)b

)
g
(
νa + (1− ν)b

)
+ f

(
(1− ν)a + νb

)
g
(
(1− ν)a + νb

)]

+ h1(
1
2
)h2(

1
2
) {[h1(ν)h2(1− ν) + h1(1− ν)h2(ν)]M(a, b)

+ [h1(ν)h2(ν) + h1(1− ν)h2(1− ν)]N (a, b)} .

(3.12)

在 (3.12) 式两边同时乘以 1
n!

νn(1− ν)α−n−1 并且在 [0, 1] 上关于 t 取积分,

Γ(α− n)
Γ(α + 1)

f
(a + b

2

)
g
(a + b

2

)

⊇h1(
1
2
)h2(

1
2
)

1
n!

∫ 1

0

νn(1− ν)α−n−1
[
f
(
νa + (1− ν)b

)
g
(
νa + (1− ν)b

)

+f
(
(1− ν)a + νb

)
g
(
(1− ν)a + νb

)]
dν

+ h1(
1
2
)h2(

1
2
)

1
n!

∫ 1

0

νn(1− ν)α−n−1 {[h1(ν)h2(1− ν) + h1(1− ν)h2(ν)]M(a, b)

+ [h1(ν)h2(ν) + h1(1− ν)h2(1− ν)]N (a, b)} dν
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=
h1( 1

2
)h2( 1

2
)

(b− a)α

[J a
α f(b)g(b) + bJ αf(a)g(a)

]

+
M(a, b)h1( 1

2
)h2( 1

2
)

n!

∫ 1

0

νn(1− ν)α−n−1 [h1(ν)h2(1− ν) + h1(1− ν)h2(ν)] dν

+
N (a, b)h1( 1

2
)h2( 1

2
)

n!

∫ 1

0

νn(1− ν)α−n−1 [h1(ν)h2(ν) + h1(1− ν)h2(1− ν)] dν.

上式两边同时乘以 n!
h1(

1
2 )h2(

1
2 )

, 即证得 (3.7) 式.
证毕.
推论 4 设 f ∈ SV (h1, [a, b],R+

I ) 且 f = [f, f ], g ∈ SV (h2, [a, b],R+
I ) 且 g = [g, g], h :

[0, 1] → R+.若 fg ∈ IR([a,b]). 那么

n!
(b− a)α

[J a
α f(b)g(b) + bJ αf(a)g(a)

]

⊆M(a, b)
∫ 1

0

νn(1− ν)α−n−1
[
h1(ν)h2(ν) + h1(1− ν)h2(1− ν)

]
dν

+N (a, b)
∫ 1

0

νn(1− ν)α−n−1
[
h1(ν)h2(1− ν) + h1(1− ν)h2(ν)

]
dν,

且

n!Γ(α− n)
Γ(α + 1)h1( 1

2
)h2( 1

2
)
f
(a + b

2

)
g
(a + b

2

)

⊆ n!
(b− a)α

[J a
α f(b)g(b) + bJ αf(a)g(a)

]

+M(a, b)
∫ 1

0

νn(1− ν)α−n−1 [h1(ν)h2(1− ν) + h1(1− ν)h2(ν)] dν

+N (a, b)
∫ 1

0

νn(1− ν)α−n−1 [h1(ν)h2(ν) + h1(1− ν)h2(1− ν)] dν.

注 9 若定理 1中 α = n + 1, 则得到文献 [2]中的定理 3 和定理 4.
注 10 若定理 1中 n = 1, α = 2, 则得到文献 [3]中的定理 4.5 和定理 4.6.
注 11 若定理 3中 h(t) = t, 则

1
(b− a)α

[J a
α f(b)g(b) + bJ αf(a)g(a)

]

⊇Γ(α− n)
Γ(α + 3)

[M(a, b) [(n + 2)(n + 1) + (α− n + 1)(α− n)]

+2N (a, b)(n + 1)(α− n)]

且

Γ(α− n)
Γ(α + 1)h1( 1

2
)h2( 1

2
)
f
(a + b

2

)
g
(a + b

2

)

⊇ 1
(b− a)α

[J a
α f(b)g(b) + bJ αf(a)g(a)

]
+

Γ(α− n)
Γ(α + 3)

[M(a, b) [(n + 2)(n + 1)

+(α− n + 1)(α− n)] + 2N (a, b)(n + 1)(α− n)]
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[9] Büdak H, Tunc T, Sarikaya M Z. Fractional Hermite–Hadamard type inequalities for interval-valued

functions[J]. Proc. Amer. Math. Soc., 2020, 148(2): 705–718.

[10] Liu X L, Ye G J, Zhao D F, Liu W. Fractional Hermite–Hadamard type inequalities for interval-

valued functions[J]. J. Inequal. Appl., 2019, 2019(1): 1–11.
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Abstract: In this paper, we study the problem of comformable fractional integrals for

interval-valued functions in the form of Hermite-Hadamard type inequalities. Using interval

analysis and the theory of interval h-convex functions, we give the concept of comformable

fractional integrals for interval-valued functions, discuss some basic properties of these integrals,

and obtain a new class of Hermite-Hadamard type inequalities for fractional integrals, which

extend the results in [1-3].

Keywords: conformable fractional integral; interval-valued function; Hermite-Hadamard

type inequalities
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