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摘要: 本文主要研究全纯函数族的正规问题，采用 Nevanlinna 理论证明了一类零点个数为有

限的全纯函数族在分担条件下的正规性, 改进了 Pang X.C. 和 Zalcman L. 于 2000 年得到的亚纯函

数族关于分担值的正规定则.
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1 引言与结果

本文所用的 Nevanlinna 理论的基本概念与记号同文献 [1,2]. 例如: 特征函数 T (r, f), a-
值点的密指量函数 N(r, a) = N(r, 1

f−a
), 接近函数m(r, f), S(r, f) = o(T (r, f) 和正规族定义

等. 设 f(z), g(z) 为区域D 上的两个亚纯函数, 记 f(z) = a(z) ⇔ g(z) = b(z): 若 f(z)− a(z)
与 g(z)− b(z) 的零点相同.

1959 年, Hayman[3] 证明了一些重要的 Picard 型定理, 并于 1967 年提出了相应的正规
族猜想 [4]. 围绕 Hayman 问题的亚纯函数正规定则的研究由此展开并取得很大的发展. 特别
地, 1978 年顾永兴 [5] 证明了如下 Hayman 猜想.
定理 A 设 F 为区域 D 上的亚纯函数族, k ∈ N+. 若 ∀f ∈ F , f(z) 6= 0, f (k)(z) 6= 1,

则 F 在区域 D 上正规.
2000 年, Pang 和 Zalcman[6] 在分担值的情形下, 推广了定理 A, 证明了
定理 B 设 F 为区域 D 上的亚纯函数族, k ∈ N+, b ∈ C, b 6= 0, h 为有穷正数. 如果对

于任意 f ∈ F , f 的零点重级 ≥ k, 且满足
(1) Ef (0) = Ef(k)(b);
(2) 对任意 f 的零点, 0 < |f (k+1)(z)| < h,

那么 F 在区域 D 上正规. 这里 Ef (a) = {z ∈ D : f(z) = a}.
文中也给出反例: fn(z) = 1

n2 (enz + e−nz − 2), 其中 fn(z) 的零点重级为 2, 且 Ef (0) =
Ef ′′ (2) ⊂ Ef ′′′ (0), 但 {fn(z)} 在单位圆上不正规. 这个例子说明 k = 2 时, 定理 B 中的条件
(2) 不能省略.
例 1 设 F = {fn(z) = z2(nz− 1√

2
)2}, 则 fn(z) = 0 ⇔ f

′′
n (z) = 1 ⇒ f

′′′
n (z) 6= 0, 但 F 在

单位圆上不正规.
例 1 说明当 k = 2 时, 即使在 f(z) 的零点处 |f ′′′n (z)| > 0, 定理 B 的结论仍不能成立.
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本文在 k ≥ 3 且分担函数的条件下证明了
定理 1 设 F 是区域 D 内的全纯函数族, k ≥ 3 为正整数, a(z) 为D 内零点与极点均为

重级, 且重级均 < k 的亚纯函数 (极点重级可以等于 k). 若 ∀f ∈ F , f 的零点重级均 ≥ k, 其
判别零点个数至多为 t, 且满足

(1) f(z) = 0 ⇔ f (k)(z) = a(z) ⇒ |f (k+1)(z)− a
′
(z)| > 0;

(2) f(z) 与 a(z) 不同时为零; 那么 F 在区域 D 上正规.
例 2 设 F = {fn(z) = nzk+1

(k+1)!
}, a(z) = z, 则 fn(z) = 0 ⇔ f

(k)
n (z) = a(z) ⇒ |f (k+1)

n (z)−
a
′
(z)| > 0, 但 F 在 z = 0 处不正规. 故定理 1 中的条件 (2) 是不能省略的.
例 3 设F = {fn(z) = n(z− 1

n )k

k!
}, a(z) = 1

z
,则 fn(z) = 0 ⇔ f

(k)
n (z) = a(z) ⇒ |f (k+1)

n (z)−
a
′
(z)| > 0, 但 F 在 z = 0 处不正规. 故定理 1 中 a(z) 的极点均为重级是必须的.
推论 [7] 设 F 是区域D 内的全纯函数族, k ≥ 3 为正整数, 复数 a 6= 0. 若 ∀f ∈ F , f 的

零点重级均≥ k,其判别零点个数至多为 t,且满足 f(z) = 0 ⇔ f (k)(z) = a ⇒ |f (k+1)(z)| > 0,
那么 F 在区域 D 上正规.

2 几个引理

在证明定理之前, 我们需要如下几个引理.
引理 1 [8] 设 F 是单位圆盘上的亚纯函数族, k 是一正整数. F 中每一个函数的零点重

级至少为 k, 且存在 A ≥ 1, 使得对于任意 f ∈ F , 在 f 的零点处都有 |f (k)(z)| ≤ A. 如果 F
在单位圆内不正规, 则对任意的 0 ≤ α ≤ k, 必存在

(i) 实数 r, 0 < r < 1;
(ii) 点列 zn ∈ D, |zn| < r < 1;
(iii) 函数列 fn ∈ F ;
(iv) 正数列 ρn → 0+;

使得 { fn(zn+ρnξ)
ρα

n
} 在 C 上按球距内闭一致收敛于一个非常数的亚纯函数 g(ξ), 并且 g](ξ) ≤

g](0) = kA + 1.
引理 2 [9] 设 f(z) 为开平面内的亚纯函数, l 为大于 1 的整数, 又设 ϕ1(z) 6≡ ∞, ϕ2(z) 6≡

ϕ
(l)
1 (z),∞ 为两个亚纯函数满足条件 T (r, ϕi) = o(T (r, f)), i = 1, 2.(r →∞) 则有不等式

T (r, f) ≤ (2 +
2

l − 1
)N(r,

1
f − ϕ1

) + (2 +
4

l + 1
)N̄(r,

1
f (l) − ϕ2

) + S(r, f),

其中,

S(r, f) = (2 +
1

l + 1
)m(r,

f (l) − ϕ
(l)
1

f − ϕ1

) + 3(2 +
1

l − 1
)m(r,

f (l+1) − ϕ
(l+1)
1

f − ϕ1

)

+4(1 +
1

l − 1
)m(r,

f (l+1) − ϕ
′
2

f (l) − ϕ2

) +
1

l − 1
m(r,

f (l+2) − ϕ
′′
2

f (l+1) − ϕ
′
2

) + o(T (r, f))

引理 3 设 F 是区域 D 内的全纯函数族, k ≥ 3 为正整数, {an(z)} 为 D 内全纯函数

列, 且在区域 D 内满足 an(z) 一致地趋于 a(z), 这里 a(z)(6= 0) 全纯. 若 ∀f ∈ F , f 的零点重

级均 ≥ k, 其判别零点个数至多为 t, 且对于任意的 n 满足 fn(z) = 0 ⇔ f
(k)
n (z) = an(z) ⇒

|f (k+1)
n (z)− a

′
n(z)| > 0, 那么 F 在区域 D 上正规.
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证 不妨设 D = 4, z0 为 4 内任意一点. 假设 F 在 z0 处不正规, 由引理 1 可
知：∃0 < r < 1; {zn}, |zn| < r; {fn} ⊂ F , 以及 ρn → 0+ 使得 gn(ξ) = fn(zn+ρnξ)

ρk
n

在复平面

C 按球距内闭一致收敛于非常数亚纯函数 g(ξ), 其零点重级至少为 k, 级至多为 2, 且满足
g](ξ) ≤ g](0) = k(d + 1) + 1, 其中 d = max{|a(z)|, |z| < 1}. 于是可得到以下断言

(i) g(ξ) = 0 ⇔ g(k)(ξ) = a(z0);
(ii) g(ξ) 至多有 t 个不同的零点.
先证明断言 (i). 假设 ∃ξ0 使得 g(ξ0) = 0. 因为 g(ξ) 不为常数, 所以 g(ξ) 6≡ 0. 根据

Hurwitz 定理可知, ∃ξn → ξ0 使得 gn(ξn) = 0. 即当 n 充分大时, fn(zn+ρnξn)
ρk

n
= 0, 所以

fn(zn +ρnξn) = 0, 由条件可知 f
(k)
n (zn +ρnξn) = an(zn +ρnξn), 从而 g(k)(ξ0) = lim

n→∞
an(zn +

ρnξn) = a(z0). 即证 g(ξ) = 0 ⇒ g(k)(ξ) = a(z0). 反之, 假设 ∃ξ0 使得 g(k)(ξ0) = a(z0). 因

为 g(k)(ξ) 6≡ a(z0), 否则 g(ξ) = a(z0)
k!

(ξ − ξ1)k, 则有 g](0) ≤
{

k
2
, |ξ1| ≥ 1;
|a(z0)|, |ξ1| < 1.

矛盾于

g](0) = k(d+1)+1. 令Gn(ξ) = g
(k)
n (ξ)−an(zn+ρnξ) = f

(k)
n (zn+ρnξ)−an(zn+ρnξ),则Gn(ξ)

按常义内闭一致收敛于 g(k)(ξ)−a(z0) , G(ξ). 由于G(ξ0) = 0且G(ξ) 66= const,根据Hurwitz
定理, ∃ξn → ξ0, 使得 Gn(ξn) = 0, 即当 n 充分大时, f

(k)
n (zn + ρnξn) = an(zn + ρnξn) ⇒

fn(zn + ρnξn) = 0, 即有 gn(ξn) = fn(zn+ρnξn)
ρk

n
= 0. 从而 g(ξ0) = lim

n→∞
fn(zn+ρnξn)

ρk
n

= 0, 即证

g(k)(ξ) = a(z0) ⇒ g(ξ) = 0.
综上, 断言 (i) 得证. 再证断言 (ii).
假设 g(ξ)至少有 t+1个判别的零点, 记为 ξ1, ξ2, · · · , ξt+1. 因为 fn(z)均为全纯函数, 所

以可得 gn(ξ) 按常义内闭一致收敛于 g(ξ), 所以由 g(ξi) = 0, 根据 Hurwitz 定理, ∃ξni → ξi,
使得 gn(ξni) = 0 ⇒ fn(zn + ρnξni) = 0, i = 1, 2, · · · , t + 1. 矛盾于 fn 判别零点个数至多为 t,
故假设不成立, 即 g(ξ) 至多有 t 个不同的零点.
综上, 断言 (ii) 得证.
下面根据上述断言推出矛盾.
由断言进一步可知, G(ξ) = g(k)(ξ) − a(z0) 仅有有限多个零点, 根据 Hayman 不等

式可知 T (r, g) ≤ (2 + 1
k
)N(r, 1

g
) + (2 + 2

k
)N̄(r, 1

G
) + S(r, g). 易见 T (r, g) ≤ O(log r). 从

而可推出 g(ξ) 为有理函数. 又 fn(z) 均为全纯函数, 所以可推出 g(ξ) 为多项式函数. 不
妨设 g(ξ) = A(ξ − ξ1)k(ξ − ξ2)k · · · (ξ − ξl)k. 这里 l ≥ 2 显然. (否则 l = 1, 则 g(ξ) =
A · (ξ − ξ0)k = a(z0)

k!
(ξ − ξ0)k. 此时 g(k)(ξ) − a(z0) ≡ 0, 矛盾于 g(k)(ξ) = a(z0) ⇔ g(ξ) =

0). 又因为 deg g(ξ) = lk, deg g(k)(ξ) = (l − 1)k, 其中 l ≥ 2, k ≥ 3, 故 (l − 1)k > l, 故
g(k)(ξ) − a(z0) = 0 必有重级零点. 不妨设 ξ1 为 g(k)(ξ) − a(z0) = 0 的某一重级零点,
即有 g(k)(ξ1) = a(z0), g(k+1)(ξ1) = 0. 由幅角原理可知, ∃{ξn1}, {ξn2}, ξni → ξ1, i = 1, 2.
使得 g

(k)
n (ξni) = a(zn + ρnξni), 即 f

(k)
n (zn + ρnξni) = a(zn + ρnξni). 由条件 (1) 可知,

|f (k+1)
n (zn + ρnξni) − a

′
(zn + ρnξni)| > 0. 所以 ξni 是 f

(k)
n (zn + ρnξ) − a(zn + ρnξ) = 0

的简单零点, 从而 ξn1 6= ξn2. (否则 ξn1 为 g
(k)
n (ξ) − a(zn + ρnξ) = 0 的重零点, 从而

|f (k+1)
n (zn + ρnξni)− a

′
(zn + ρnξni)| = 0 矛盾) 又因为

gn(ξn1) = g
′
n(ξn1) = g

′′
n(ξn1) = · · · = g(k−1)

n (ξn1) = 0,

gn(ξn2) = g
′
n(ξn2) = g

′′
n(ξn2) = · · · = g(k−1)

n (ξn2) = 0.
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所以 ξ1 至少为 g(ξ) 的 2k 重零点, 矛盾于 g(k)(ξ1) = a(z0).
综上, 假设不成立.

3 定理证明

证 不妨假设 D 为单位圆, z0 为 D 内任意一点.
情形 1 若 a(z0) 6= ∞.
情形 1.1 若 a(z0) 6= 0. 不妨设 z0 = 0, 因为 a(z)为亚纯函数, 故 ∃δ > 0,∀z ∈ 4(0, δ) =

{|z| < δ}, a(z) 6= 0,∞.
假设 F 在 z0 = 0 处不正规, 由引理 1 可知：∃0 < r < 1; {zn}, |zn| < r; {fn} ⊂ F ,

以及 ρn → 0+ 使得 gn(ξ) = fn(zn+ρnξ)
ρk

n
在复平面 C 上按球距内闭一致收敛于非常数亚纯

函数 g(ξ), 其零点重级至少为 k, 级至多为 2, 且满足 g](ξ) ≤ g](0) = k(d + 1) + 1, 其中
d = max{|a(z)|, |z| < 1}. 仿照引理 3 证明, 于是我们可得到以下断言

(i) g(ξ) = 0 ⇔ g(k)(ξ) = a(z0);
(ii) g(ξ) 至多有 t 个不同的零点.

继而可知存在 ξ1 至少为 g(ξ) 的 2k 重零点, 矛盾于 g(k)(ξ1) = a(z0) 6= 0.
情形 1.2 若 a(z0) = 0. 不妨设 a(0) = 0, 由于 a(z) 为亚纯函数且零点均为重级, 不妨

设 a(z) = zm + am+1z
m+1 + · = zmb(z), 其中 1 < m < k, b(0) = 1 且 b(z) 6= 0 于单位圆上.

考虑函数族 F1 = {F (z) : F (z) = f(z)
zm , f ∈ F}, 根据定理中条件 (2), f(z) 与 a(z) 不同

时为 0, 所以 f(0) 6= 0, 故 F (0) = ∞.
假设 F1 在 z = 0 处不正规, 由引理 1 可知：∃0 < r < 1; {zn}, |zn| < r; {Fn} ⊂ F1,

以及 ρn → 0+ 使得 gn(ξ) = Fn(zn+ρnξ)
ρk

n
在复平面 C 上按球距内闭一致收敛于非常数亚纯

函数 g(ξ), 其零点重级至少为 k, 级至多为 2, 且满足 g](ξ) ≤ g](0) = k(d + 1) + 1, 其中
d = max{|b(z)|, |z| < 1}.
情形 1.2.1 假设存在 { zn

ρn
} 的一个子列趋于∞, 不妨仍记为 zn

ρn
→∞.

因为在圆盘 {|ξ| < R} 中, 当 n 充分大时, zn + ρnξ 6= 0, 故 gn(ξ) 为全纯函数, 从而其
极限函数 g(ξ) 也是全纯函数. 又因为 f

(k)
n (z) = (zmFn(z))(k) = zmF

(k)
n (z) +

∑k

i=1 cl · zm−l ·

F
(k−l)
n (z), 其中 cl =

{
m · (m− 1) · · · · · (m− l + 1) · Cl

k, l ≤ m;
0, l > m.

以及 ρl
n · g

(k−l)
n (ξ) =

F
(k−l)
n (zn + ρnξ), l = 0, 1, 2, · · · , k, 故

f
(k)
n (zn + ρnξ)
a(zn + ρnξ)

= [g(k)
n (ξ) +

k∑
i=1

cl · g
(k−l)
n (ξ)

( zn

ρn
+ ξ)l

] · 1
b(zn + ρnξ)

.

而对于 ∀l = 1, 2, 3, · · · , k, lim
n→∞

cl

( zn
ρn +ξ)l = 0, lim

n→∞
1

b(zn+ρnξ)
= 1, 所以 f(k)

n (zn+ρnξ)

a(zn+ρnξ)
按常义内闭

一致收敛于 g(k)(ξ). 易得以下断言
(i) g(ξ) = 0 ⇔ g(k)(ξ) = b(0);
(ii) g(ξ) 至多有 t 个判别的零点.
类似引理 3 中的证明, 存在 ξ1 至少为 g(ξ) 的 2k 重零点, 矛盾于 g(k)(ξ1) = b(0).
情形 1.2.2 假设存在 { zn

ρn
} 的一个子列趋于有限复数 α, 不妨仍记为 zn

ρn
→ α. 则

Fn(ρnξ)
ρk

n
=

Fn(zn+ρn(ξ− zn
ρn ))

ρk
n

在除去 g(ξ) 的极点外按常义内闭一致收敛于 g(ξ − α), 并且
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g(ξ − α) 的零点重数至少为 k, 其中 ξ = 0 是 g(ξ − α) 的唯一极点, 极点重数为 m. 令
Gn(ξ) = fn(ρnξ)

ρm+k
n

= Fn(ρnξ)
ρk

n
· ρnξ)m

ρm
n

, 则 Gn(ξ) 按常义内闭一致收敛于 ξmg(ξ − α) , G(ξ), 并且
G(ξ) 的零点重数至少为 k, 易知 G(0) 6= 0.
断言: G(ξ) = 0 ⇔ G(k)(ξ) = ξm.
先证明 G(ξ) = 0 ⇔ G(k)(ξ) = ξm.
假设 ∃ξ0, 使得 G(ξ0) = 0. 因为 G(ξ) 6≡ 0. (否则矛盾于 G(0) 6= 0.) 根据 Hurwitz 定理

可知, ∃{ξn}, ξn → ξ0, 使得 Gn(ξn) = 0. 即当 n 充分大时, fn(ρnξn) = 0, 从而 f
(k)
n (ρnξn) =

a(ρnξn). 又因为

G(k)(ξ0) = lim
n→∞

f
(k)
n (ρnξn)

ρm
n

= lim
n→∞

(ρnξ)m · b(ρnξn)
ρm

n

= ξm
0 ,

故有 G(k)(ξ0) = ξm
0 .

反之, 假设 ∃ξ0, 使得 G(k)(ξ0) = ξm
0 . 由于 G(k)(ξ) 6≡ ξm, 否则 G(ξ) 为 m + k 阶多

项式, 而 G(ξ) 的零点重数至少为 k 重, 又 1 < m < k, 可知 G(ξ) 只有一个 m + k 重零

点 ξ0 6= 0, 矛盾于 G(k)(ξ0) = ξm
0 6= 0. 又因为 G

(k)
n (ξ) − a(ρnξ)

ρm
n
按常义内闭一致收敛于

G(k)(ξ)− ξm, 根据Hurwitz定理, ∃{ξn}, ξn → ξ0, 使得G
(k)
n (ξn)− a(ρnξn)

ρm
n

= 0. 即当 n充分大

时, f
(k)
n (ρnξn) = a(ρnξn). 由定理条件 (1) 知, fn(ρnξn) = 0, 进而有 G(ξ0) = lim

n→∞
fn(ρnξn)

ρm+k
n

=

0, 即证 G(k)(ξ) = ξm ⇒ G(ξ) = 0.
综上, 断言得证.
同样地, 易证 G(ξ) 至多有 t 个判别的零点. 下面利用 G(ξ) 导出矛盾.
如上已证 G(ξ) = 0 ⇔ G(k)(ξ) = ξm, 且 G(ξ) 至多有 t 个判别的零点. 若 G(ξ) 为超越函

数, 则由引理 2 可知

T (r,G(ξ)) ≤ (2 +
2

l − 1
)N(r,

1
G(ξ)

) + (2 +
4

l + 1
)N̄(r,

1
G(k)(ξ)− ξm

) + S(r,G(ξ))

即 T (r,G(ξ)) ≤ O(log r), 矛盾. 由此可得 G(ξ) 为有理函数. 由于 G(ξ) = ξmg(ξ − α), 其中
ξ = 0 是 g(ξ − α) 的唯一极点, 极点重数为m. 所以可推得 G(ξ) 为多项式. 不妨设

G(ξ) = A(ξ − ξ1)k(ξ − ξ2)k · · · (ξ − ξl)k,

这里 l ≥ 2 显然. 否则, 若 l = 0 时, 即 G(ξ) 6= 0, 根据断言可知 G(k)(ξ) 6= ξm, 矛盾于 G(ξ)
为多项式函数；若 l = 1 时, 即 G(ξ) = A(ξ − ξ0)k, (ξ0 6= 0). 因为 G(ξ) = 0 ⇔ G(k)(ξ) = ξm,
故 k!A = ξm

0 , 则 G(ξ) = ξm
0
k!

(ξ − ξ0)k. 又 m > 1, 令 G(k)(ξ) − ξm = 0 ⇔ ( ξ
ξ0

)m = 1, 则
G(k)(ξ) − ξm = 0 有 m 个不同的解, 矛盾. 此时, 易知 degG(ξ) = lk, 因为 1 < m < k, 故当
l ≥ 2, k ≥ 3, degG(k)(ξ) = lk− k ≥ k > m, 所以 G(k)(ξ)− ξm = 0 在复平面 C 上有 lk− k 个

根 (计重数). 而 lk − k − l ≥ 2(k − 1)− k ≥ 1, 所以 G(k)(ξ)− ξm = 0 必有重根.
同样地如引理 3 中证明, 存在 ξ0 至少为 G(ξ) 的 2k 重零点, 矛盾于 G(k)(ξ0) = ξm

0 6= 0.
综上所述, 假设不成立, 故 F1 在 z = 0 处正规.
下面证明 F 在 z = 0 处正规.
因为 F1 = {Fn(z) : Fn(z) = f(z)

zm , f ∈ F}, 所以 ∀{fn(z)} ⊂ F ,∃{Fn(z)} ⊂ F1. 因为 F1

在 z = 0 处正规, 故存在 {Fn(z)} 的子列 (不妨仍记为 {Fn(z)}), 以及4(0, δ), 使得 {Fn(z)}
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在4(0, δ) 内按球距内闭一致收敛于一个亚纯函数 F (z). 又 Fn(0) = ∞, 故存在 δ1 > 0, 使得
∀z ∈ 4(0, δ1), |Fn(z)| ≥ 1. 因此在 |z| = δ1

2
上, 有 | 1

fn(z)
| = | 1

Fn(z)
· 1
|z|m | ≤ 2m

δm
1

. 根据最大模原
理以及Montel 正规定则可知, F 在 z = 0 处正规.
情形 2 若 a(z0) = ∞. 不妨设 a(0) = ∞, 由于 a(z)为极点重数均大于 1的亚纯函数, 不

妨设 a(z) = φ(z)
zm , 其中 φ(0) = 1, 且 φ(z) 6= 0,∞ 于4 上, m > 1. 由情形 1, F 在4′

= 4\0
内正规. 下证 F 在 z0 = 0 处正规.
根据定理 1 的条件有 1 < m ≤ k. 假设 F 在 z = 0 处不正规, 由引理 1 可知：∃0 < r <

1; {zn}, zn → 0; {fn} ⊂ F ; 以及 ρn → 0+, 使得 gn(ξ) = fn(zn+ρnξ)

ρk−m
n

在复平面 C 按球距内闭
一致收敛于非常数亚纯函数 g(ξ), 级至多为 2. 且满足 g](ξ) ≤ g](0) = k(d + 1) + 1, 其中
d = max{|φ(z)|, |z| < 1}. 因为 fn(z) 为全纯函数且零点重数均 ≥ k, 故 gn(ξ) 为全纯函数且
零点重级至少为 k, 从而其极限函数 g(ξ) 也是全纯函数.
情形 2.1 假设存在 { zn

ρn
} 的一个子列趋于∞, 不妨仍记为 zn

ρn
→∞.

令 Tn(ξ) = fn(zn+znξ)

zk−m
n

, Sn(ξ) = zm
n a(zn + znξ), 则 {Tn(ξ)} 为 4 内全纯函数列, 其零

点重数至少为 k, 而 {Sn(ξ)} 在 4 上也是全纯的, 且一致收敛于 1
(ξ+1)m . 再根据条件可得

Tn(z) = 0 ⇔ T
(k)
n (z) = Sn(z) ⇒ |T (k+1)

n (z) − S
′
n(z)| > 0, 从而由引理 3 可知 {Tn(ξ)} 在 4

内正规. 不妨设 Tn(ξ) 在4 内按球距内闭一致收敛于 T (ξ).
若 T (ξ) 为全纯函数, 则有 T (0) 6= ∞, 所以

g(k−m)(ξ) = lim
n→∞

f (k−m)
n (zn + ρnξ) = lim

n→∞
f (k−m)

n (zn + zn(
ρn

zn

ξ))

= lim
n→∞

T (k−m)
n (

ρn

zn

ξ) = T (k−m)(0),

即得 g(k−m)(ξ) 为常数. 又因为 0 ≤ k −m ≤ k − 1, 所以 g(ξ) 为次数至多为 k − 1 的多项式,
矛盾于 g(ξ) 其零点重级至少为 k.
若 T (ξ) ≡ ∞, 此时

g(ξ) = lim
n→∞

fn(zn + ρnξ)
ρk−m

n

= lim
n→∞

(
zn

ρn

)k−m fn(zn + ρnξ)
zk−m

n

= ∞

即得 g(ξ) ≡ ∞, 矛盾于 g(ξ) 为非常数亚纯函数.
情形 2.1 假设存在 { zn

ρn
} 的一个子列趋于有限复数 α, 不妨仍记为 zn

ρn
→ α.

先证 ξ = −α 不为 g(ξ) 的零点, 否则 g(−α) = 0, 根据 Hurwitz 定理 ∃{ξn}, ξn → −α,
使得 gn(ξn) = 0. 即当 n 充分大时, gn(ξn) = 0, 则 fn(zn + ρnξn) = 0. 由定理条件 (1) 知,
fn(zn + ρnξn) = 0 ⇔ f

(k)
n (zn + ρnξn) = a(zn + ρnξn), 所以

g(k)(−α) = lim
n→∞

ρm
n f (k)

n (zn + ρnξn) = lim
n→∞

ρm
n · φ(zn + ρnξn)

(zn + ρnξn)m
= ∞.

矛盾于 g(ξ) 全纯.
类似如上讨论, 我们也可得断言
(i) ξ 6= −α, g(ξ) = 0 ⇔ g(k)(ξ) = 1

(ξ+α)m ;
(ii) g(ξ) 至多有 t 个不同的零点.
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下面利用 g(ξ) 导出矛盾. 根据以上断言可知, 若 g(ξ) 为超越函数, 则由引理 2 有

T (r, g(ξ)) ≤ (2 +
2

l − 1
)N(r,

1
g(ξ)

) + (2 +
4

l + 1
)N̄(r,

1
g(k)(ξ)− 1

(ξ+α)m

) + S(r, g(ξ))

即 T (r, g(ξ)) ≤ O(log r), 矛盾. 由此可得 g(ξ) 为多项式. 不妨设 g(ξ) = A(ξ − ξ1)k(ξ −
ξ2)k · · · (ξ − ξl)k. 这里 l ≥ 2 显然. 若 l = 1 时, 则 g(ξ) = 1

k!(ξ0+α)m (ξ − ξ0)k, (ξ0 6= −α). 令
g(k)(ξ)− 1

(ξ+α)m=0
⇔ ( ξ+α

ξ0+α
)m = 1, 易见 g(k)(ξ)− 1

(ξ+α)m = 0 有m 个不同的解, 矛盾. 此时,
易知 deg g(ξ) = lk, 故当 l ≥ 2, k ≥ 3,deg G(k)(ξ) = lk − k, 所以 g(k)(ξ)− 1

(ξ+α)m = 0 在复平
面C上至少有 lk−k 个根 (计重数). 而 lk−k− l ≥ 2(k−1)−k ≥ 1,所以 g(k)(ξ)− 1

(ξ+α)m = 0
必有重根.
同样地参照引理 3中的证明,由 g

(k)
n (ξ)−ρm

n a(zn+ρnξ) = ρm
n f

(k)
n (zn+ρnξ)−ρm

n a(zn+ρnξ)
按常义内闭一致收敛于 g(k)(ξ) − 1

(ξ+α)m , 可证得存在 ξ0 至少为 g(ξ) 的 2k 重零点, 矛盾于
g(k)(ξ0) = 1

(ξ0+α)m 6= 0.

综上, F 在 z = 0 处正规, 即定理 1 证毕.
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