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环上含参变量的 Boltzmann 测度的对数 Sobolev 不等式
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摘要: 本文主要研究环上的含参变量 h 的 Boltzmann 测度 µh 的对数 Sobolev 不等式. 通过

降维方法以及对该不等式最佳常数 CLS(µh) 的估计, 证明了该测度关于 h 满足一致的对数 Sobolev

不等式, 且对数 Sobolev 最佳常数 CLS(µh) 在 h > 0 时是具有常数阶的. 结合已有的结果, 再次佐证

对数 Sobolev 不等式严格强于 Talagrand 传输不等式以及 Poincaré 不等式.
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1 引言

Poincaré 不等式, 传输不等式和对数 Sobolev 不等式是研究测度集中性的有力工具 [1,2].
在这三类不等式中, 对数 Sobolev 不等式强于 Talagrand 传输不等式, Talagrand 传输不等式
不等式又强于 Poincaré 不等式, 具体例子可分别参看文献 [3, 4]. 在文献 [5] 中, Qian, Ma,
Zhang 证明了 Boltzmann 测度在维数 n ≥ 3 固定时关于参数 h > 0 满足一致的对数 Sobolev
不等式, 但是并没有讨论 n = 2 的情形. 在Ma 与 Zhang 的文献 [6] 中, 作者针对 n = 2 的情
形给出了 Boltzmann 测度比较精确的谱系, 而且有趣的是: 当 h → ∞ 时, 谱系以 h 的速率

趋于无穷大, 即庞加莱常数以 1/h 的速率趋于 0. 本文将给出在 n = 2 时, 对数 Sobolev 常数
CLS(µh) 关于 h > 0 的一致非 0 上下界, 这在一定程度上也能表明三个不等式之间的强弱关
系. 下面先介绍一下 Boltzmann 测度以及相关不等式.

Boltzmann 测度 设 Sn−1 是 Rn(n ≥ 2) 上的单位球面, µ 是 Sn−1 上的标准 Lebesgue
测度, i.e. µ = σn−1/sn−1, 其中 σn−1 为单位球面 Sn−1 上的均匀测度, sn−1 := nπn/2/Γ(1 +
n/2) 为单位球面面积 (归一化因子). 对任意的 h > 0 和 e1 = (1, 0, . . . , 0) ∈ Sn−1, 单位球面
Sn−1 上的概率测度 µh 有如下表达式:

dµn,h(x) =
eh〈e1,x〉

cn(h)
dµ(x), x ∈ Sn−1.

其中, cn(h) 为归一化因子. 称该概率测度 µh 为外磁场下的 Boltzmann 测度. 特别 n = 2 时,
S1 即为环, 我们简记为 S, 对应测度 µ2,h 简记为 µh, 此即为本文所考虑的含参变量 h 的环上

的 Boltzmann 测度.
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下面介绍几个相关不等式: 设M 是一个完备黎曼流形, 其上的测地度量记为 d, ∇ 为M

上的梯度. M1(M) 为M 上的概率测度空间.

Poincaré 不等式 我们称测度 µ ∈ M1(M) 满足 Poincaré不等式 (记 µ ∈ PI(C)), 若
对任意光滑函数 f : M → R, 都存在非负常数 C 使得

Varµ(f) =
∫

M

f2dµ− (
∫

M

fdµ)2 ≤ C

∫

M

|∇f |2dµ.

记 CP(µ) 为最佳 Poincaré 常数.

Lp 传输不等式 称测度 µ 满足 Lp 传输不等式, 若对任意的 ν = f2µ ∈M1(M), 都存在
非负常数 C 使得

W 2
p (ν, µ) ≤ 2CEntµ

(
f2

)
.

其中Wp(ν, µ) 是测度 ν 和 µ 的 Lp-Wasserstein 距离, 其定义如下:

Wp(ν, µ) = inf
π

(
∫∫

M2

dp(x, y)π(dx, dy))
1/p

.

这里 π 是M ×M 上的概率测度, 其边缘分布为 µ, ν. 记 CWpH(µ) 为满足该不等式的最佳常
数.

对数 Sobolev 不等式 称测度 µ满足对数 Sobolev不等式, 若对任意光滑函数 f : M →
R, 都存在非负常数 C 使得

Entµ(f2) ≤ 2C

∫

M

|∇Mf |2dµ

成立, 其中 Entµ(f2) := µ(f2 log f2)−µ(f2) log(µ(f2)) 为函数 f2 关于 µ 的熵. 记 CLS(µ) 为
最佳对数 Sobolev 常数.

2 准备工作

本文沿用 [7, 8] 中的降维方法: 设 νh 为 µh 在映射 x → d(e1, x) 下的像测度, 则 νh 为

[0, π] 上的概率测度, 其概率密度为 ρ2,h = dνh

dθ
= 1

C2(h)
eh cos θ 其中, C2(h) =

∫ π

0

eh cos θdθ 为

归一化因子.

在处理环上测度的对数 Sobolev 不等式时可参考如下的降维定理.

定理 2.1 [8] 设 µ 为环 S 上的均匀测度, M 为 S 上的概率测度, 其定义如下

M(dy) = ϕ(d(y, e1))µ(dy), y ∈ S.

其中, ϕ 是非负可测的. 设M 在映射 y → d(y, e1) 下的像测度为 ν, 则最佳对数 Sobolev 常
数满足 CLS(ν) ≤ CLS(M) ≤ CLS(ν) + 1

λDD(ν)
其中, λDD(ν) 是满足 [0, π] 上 Dirichlet 边界
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条件的 ν 的第一特征值.

λDD(ν) := inf

{∫ π

0
(f ′)2 dν

ν(f2)
: f(0) = f(π) = 0, f不是常数

}

而对于本文中所考虑的 Boltzmann 测度对应的 λDD(νh) 也有如下估计.

引理 2.2 [6] 对于任意 h > 0, 对任意的光滑函数 f : S → R, νh 为 Boltzmann 测度 µh

在映射 x → d(e1, x) 下的像测度, 则 Dirichlet 边界条件下的第一特征值 λDD(νh) 满足

1
λDD(νh)

≤ min
{

7
h

, 1
}

.

在上面两个结论的基础上, 本文的讨论将主要集中在 [0, π] 上的一维测度 νh 上. 针对一
维测度, Barthe 和 Roberto 在 [9] 中给出了关于对数 Sobolev 不等式的刻画, 现陈述如下.

定理 2.3 [9] 设 µB, νB 是 R 上的 Borel 测度, 其中 µB(R) = 1 且 dνB(x) = n(x)dx, n(x)
为一绝对光滑函数. 设m 是测度 µB 上的中位数, 且对任意光滑函数 f : R→ R, 满足

EntµB
(f2) ≤ 2CLS

∫
(f ′)2dνB.

其中, CLS 为最佳对数 Sobolev 常数. 则有max(b−, b+) ≤ 2CLS ≤ 4max(B−, B+), 其中

b+ = sup
x>m

µB([x,∞)) log
(

1 +
1

2µB([x,∞))

)∫ x

m

1
n

B+ = sup
x>m

µB([x,∞)) log
(

1 +
e2

µB([x,∞))

)∫ x

m

1
n

b− = sup
x<m

µB((−∞, x]) log
(

1 +
1

2µB((−∞, x])

)∫ m

x

1
n

B− = sup
x<m

µB((−∞, x]) log
(

1 +
e2

µB((−∞, x])

)∫ m

x

1
n

.

注意到, 对于任意 0 ≤ y ≤ 1/2, 都有 log
(
1 + e2

y

)
≤ log(1+2e2)

log 2
log

(
1 + 1

2y

)
≤ 4 log

(
1 + 1

2y

)

因此, B+ ≤ 4b+且B− ≤ 4b−. 不难发现,此时最佳对数 Sobolev常数CLS 满足max(b−, b+) ≤
2CLS ≤ 16max(b−, b+). 本文的目的仅在于给出常数阶, 故此证明也只需去估计 b−, b+. 为此
还需下面几个估计.

引理 2.4 设 C2(h) :=
∫ π

0

eh cos θdθ, 则

2 ≤ C2(h) ≤ 2π, 0 < h < 1;

eh

2
√

h
≤ C2(h) ≤ 3eh

√
h

, h ≥ 1.
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证 a) 当 0 < h < 1 时,

C2(h) =
∫ π/2

0

eh cos θdθ +
∫ π

π/2

eh cos θdθ ≤ π

2
(e + 1) < 2π;

C2(h) ≥
∫ π

0

eh cos θ sin θdθ =
eh − e−h

h
≥ 2.

b) 当 h ≥ 1 时, 一方面

C2(h) =
∫ 1

−1

eht

√
1− t2

dt ≥
∫ 1

0

eht

√
1− t

dt ≥
√

2eh

√
h

∫ 1

0

e−u2
du ≥

√
2eh

√
h

e−1 ≥ eh

2
√

h
;

另一方面, 利用
∫ x

0

et2dt ≤ ex2
,

∫ ∞

0

e−x2
dx =

√
π

2
,

C2(h) =
∫ 0

−1

eht

√
1− t2

dt +
∫ 1

0

eht

√
1− t2

dt ≤
∫ 0

−1

eht

√
1 + t

dt +
∫ 1

0

eht

√
1− t

dt

=
2e−h

√
h

∫ √
h

0

ev2
dv +

2eh

√
h

∫ √
h

0

e−v2
dv ≤ 2√

h
+

2eh

√
h

√
π

2
≤ 3eh

√
h

.

引理 2.5 {h(1− cos mh) : h > 0} 关于 h 一致有界, 且满足

h

4e2
≤ h(1− cos mh) ≤ h, h < 1

1
64
≤ h(1− cos mh) ≤ log 2 + 2 < 3, h ≥ 1

其中, mh 是 µh 的中位数.

注 m0 = π/2, 从上面结论可以看出 limh→∞mh = 0, 而且不难得到对任意 h > 0 时, 都

有 0 < mh < π/2. 反设 mh ≥ π/2,
∫ mh

0

eh cos θdθ =
∫ π

2

0

eh cos θdθ +
∫ mh

π
2

eh cos θdθ >
π

2
而

∫ π

mh

eh cos θdθ < (π −mh) ≤ π

2
与中位数定义矛盾.

证 a) 当h < 1时,已知C2(h) ≥ 2,且 1
2
C2(h) =

∫ mh

0
eh cos θdθ ≤ 2eh√

h

∫√h(1−cos mh)

0
e−t2dt ≤

2e√
h

√
h(1− cos mh). 因此可以得出结论

h

4e2
≤ h(1− cos mh) ≤ h.

b) 当 h ≥ 1 时, 一方面, 由引理 2.4 知 C2(h) ≥ eh

2
√

h
, 且

∫ mh

0

eh cos θdθ ≤ 2eh

√
h

∫ √
h(1−cos mh)

0

e−t2dt ≤ 2eh

√
h

√
h(1− cos mh),
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从而可得

h(1− cos mh) ≥ 1
64

;

另一方面,
∫ mh

0

eh cos θdθ ≥
√

2eh

√
h

∫ √
h(1−cos mh)

0

e−t2dt, 利用极坐标变换, 有

(
∫ √

h(1−cos mh)

0

e−x2
dx)2 =(

∫ √
h(1−cos mh)

0

e−x2
dx)(

∫ √
h(1−cos mh)

0

e−y2
dy)

=
∫ √

h(1−cos mh)

0

∫ √
h(1−cos mh)

0

e−(x2+y2)dxdy

≥
∫ √

h(1−cos mh)

0

∫ π/2

0

e−r2
rdrdθ

=
1
4
π(1− e−h(1−cos mh)),

于是
C2(h)

2
=

∫ mh

0

eh cos θdθ ≥ eh

√
2h

√
π(1− e−h(1−cos mh)).

而对于 C2(h), 类似引理 2.4 的证明可得

C2(h) =
∫ π

2

0

eh cos θdθ +
∫ π

π
2

eh cos θdθ ≤ π

2
+

∫ 1

0

eht

√
1− t2

dt

=
π

2
+

2eh

√
h

∫ √
h

0

e−v2
dv ≤ π

2
+ eh

√
π

h
.

故而有,

√
2eh

√
h

√
π(1− e−h(1−cos mh)) ≤ π

2
+ eh

√
π

h

=⇒
√

1− e−h(1−cos mh) ≤
√

πh

2
√

2eh
+

1√
2
≤ 1√

2

(
1 +

√
π

2e

)

=⇒ e−h(1−cos mh) ≥ 4e2 − π − 4e
√

π

8e2
≥ 1

2e2

=⇒h(1− cos mh) ≤ log 2 + 2 < 3.

证毕！

3 主要结论

定理 3.1 对于任意 h > 0, νh 为 Boltzmann 测度 µh 在映射 x → d(e1, x) 下的像测度,
则 νh 满足一致的对数 Sobolev 不等式, 即对于任意光滑函数 f : S → R, 有 Entνh

(f2) ≤
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2CLS(νh)
∫ π

0
(f ′)2dνh, 其中对数 Sobolev 最佳常数 CLS(νh) 一致有界, 且满足

π2

32e2
log(1 +

2
π

) ≤ CLS(νh) ≤ 8π2 log 2, 0 < h < 1;

1
4e
≤ CLS(νh) ≤ 32e

√
π

∨ 24e3

h
. h ≥ 1.

进而有,环 S 上的 Boltzmann测度 µh 满足一致的对数 Sobolev不等式,且最佳常数 CLS(µh)
满足

π2

32e2
log(1 +

2
π

) ≤ CLS(µh) ≤ 8π2 log 2 + 1, 0 < h < 1,

1
4e
≤ CLS(µh) ≤ 32e

√
π

∨ 24e3

h
+ 1. h ≥ 1.

注 从定理结论中我们可以看出, 对于任意的 h > 0, CLS(µh) = O(1). 而在 [6] 中, 作者
给出了该测度谱系的比较精确的刻画 1 ∨ |h|

7
≤ λ1(µh) ≤ √

3|h| + 2h2+3
h2+3

. 此即说明 Poincaré
常数 CP (µh) = 1/λ1(µh) = O(1/h), 再通过 [10] 中的结论, 我们还可知道 Talagrand 传输不
等式常数 CW2H(µh) ≤ O(1/

√
h), 此也可佐证对数 Sobolev 不等式严格强于 Talagrand 传输

不等式.

4 定理 3.1 的证明

根据降维定理 2.1, 我们仅需考虑一维测度 νh, 再由定理 2.3, 考虑如下的 b+, b−

b+ = sup
mh<α<π

∫ π

α

eh cos θdθ log(1 +
C2(h)

2
∫ π

α
eh cos θdθ

)
∫ α

mh

dθ

eh cos θ
,

b− = sup
0<α<mh

∫ α

0

eh cos θdθ log(1 +
C2(h)

2
∫ α

0
eh cos θdθ

)
∫ α

mh

dθ

eh cos θ
.

讨论将分两种情形展开.

情形 1 0 < h < 1. 先看 b+ 的下界: 由 0 < mh < π/2, 有

b+ ≥ sup
π
2 <α<π

∫ π

α

eh cos θdθ log(1 +
C2(h)

2
∫ π

α
eh cos θdθ

)
∫ α

π
2

dθ

eh cos θ

≥1
e
(π − 3π

4
) log(1 +

C2(h)
π − 3π

4

)e−
√

2
2

π

4
=

1

e1+
√

2
2

π2

16
log(1 +

C2(h)
π

) ≥ 1
e2

π2

16
log(1 +

2
π

).

其次, 考虑 b+ 的上界. 因对任意 C > 0，x log(1 + C
x
) 在 x > 0 上都是单调递增的, 故有

b+ ≤ sup
0<α<π

∫ π

α

eh cos θdθ log(1 +
C2(h)

2
∫ π

α
eh cos θdθ

)
∫ α

0

dθ

eh cos θ

≤ sup
0<α<π

(π − α)α log(1 +
π

π − α
) = sup

0<α<π
α log(1 +

π

α
)(π − α)
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≤ sup
0<α<π

πα log(1 +
π

α
) = π2 log 2.

最后, 考虑 b− 的上界

b− ≤ sup
0<α<π/2

∫ α

0

eh cos θdθ log(1 +
C2(h)

2
∫ α

0
eh cos θdθ

)
∫ mh

α

dθ

eh cos θ

≤ sup
0<α< π

2

eα log
(
1 +

π

eα

)(π

2
− α

)
≤ π2

4
e log

(
1 +

2
e

)
.

故当 0 < h < 1 时, 有 π2

32e2 log
(
1 + 2

π

) ≤ CLS(νh) ≤ 8π2 log 2.

情形 2 h ≥ 1. 同情形 1, 首先考虑 b+ 的下界

b+ ≥ sup
π/2<α<π

∫ π

α

eh cos θdθ log(1 +
C2(h)

2
∫ π

α
eh cos θdθ

)
∫ α

π/2

dθ

eh cos θ

由

∫ π

α

eh cos θdθ ≥
√

2e−h

√
h

∫ √
h(1+cos α)

0

et2dt,

∫ α

π/2

dθ

eh cos θ
≥
√

2eh

√
h

∫ √
h

√
h(1+cos α)

e−t2dt, 及

x log(1 + C
x
), C > 0 在 x > 0 上的递增性, 有

b+ ≥ 2
h

sup
0<x<

√
h

∫ x

0

et2dt log(1 +

√
hehC2(h)

2
√

2
∫ x

0
et2dt

)
∫ √

h

x

e−t2dt

≥ 2
h

sup
0<x<1

∫ x

0

et2dt log(1 +
e2h

4
√

2
∫ x

0
et2dt

)
∫ 1

x

e−t2dt

≥ 2
h

∫ 1/2

0

et2dt log(1 +
e2h

4
√

2
∫ 1/2

0
et2dt

)
∫ 1

1/2

e−t2dt

≥ 2
h

1
2

log(1 +
e2h

2
√

2
)

1
2e
≥ 1

2e
.

其次, 对 b+ 的上界进行估计.

b+ = sup
mh<α<π

∫ π

α

eh cos θdθ log(1 +
C2(h)

2
∫ π

α
eh cos θdθ

)
∫ α

mh

e−h cos θdθ

= sup
π/2≤α<π

∫ π

α

eh cos θdθ log(1 +
C2(h)

2
∫ π

α
eh cos θdθ

)
∫ α

mh

e−h cos θdθ

∨
sup

mh<α<π/2

∫ π

α

eh cos θdθ log(1 +
C2(h)

2
∫ π

α
eh cos θdθ

)
∫ α

mh

e−h cos θdθ

= sup
−1<x≤0

∫ x

−1

eht

√
1− t2

dt log(1 +
C2(h)

2
∫ x

−1
eht√
1−t2

dt
)
∫ cos mh

x

e−ht

√
1− t2

dt

∨
sup

0<x<cos mh

∫ x

−1

eht

√
1− t2

dt log(1 +
C2(h)

2
∫ x

−1
eht√
1−t2

dt
)
∫ cos mh

x

e−ht

√
1− t2

dt.
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记

b1
+ : = sup

−1<x≤0

∫ x

−1

eht

√
1− t2

dt log(1 +
C2(h)

2
∫ x

−1
eht√
1−t2

dt
)
∫ cos mh

x

e−ht

√
1− t2

dt

b2
+ : = sup

0<x<cos mh

∫ x

−1

eht

√
1− t2

dt log(1 +
C2(h)

2
∫ x

−1
eht√
1−t2

dt
)
∫ cos mh

x

e−ht

√
1− t2

dt.

1) 先考虑 b1
+ 的上界: 通过一个简单的放缩以及之前的变换, 易得

b1
+ ≤ sup

−1<x≤0

∫ x

−1

eht

√
1 + t

dt log(1 +
C2(h)

2
∫ x

−1
eht√
1+t

dt
)
∫ cos mh

x

e−ht

√
1 + t

dt

=
4
h

sup
0<x<

√
h

∫ x

0

et2dt log(1 +
C2(h)eh

√
h

4
∫ x

0
et2dt

)
∫ √

h(1+cos mh)

x

e−t2dt

≤ 4
h

sup
0<x<

√
h

∫ x

0

et2dt log(1 +
3e2h

4
∫ x

0
et2dt

)
∫ ∞

x

e−t2dt.

若上确界在 x < 1 时取得, 则由
∫ x

0

eu2
du ≤

∫ 1

0

eu2
du ≤ e,

∫ ∞

x

e−u2
du ≤

∫ ∞

0

e−u2
du =

√
π

2
可得

b1
+ ≤

4
h

e log(1 +
3e2h

4e
)
√

π

2
< 4e

√
π;

若上确界在 x ≥ 1 时取得, 则由

∫ x

0

eu2
du ≤

∫ 1

0

eu2
du +

∫ x

1

ueu2
du ≤ ex2

+ e

2
≤ ex2

∫ ∞

x

e−u2
du ≤

∫ ∞

x

ue−u2
du ≤ e−x2

2
,

可得

b1
+ ≤

4
h

sup
0<x<

√
h

ex2
log(1 +

3e2h

4ex2 )
1

2ex2 =
2
h

log(1 +
3e2h

4
) ≤ 4.

综上所述, 当 h ≥ 1 时, 有
b1
+ ≤ 4e

√
π.

2) 再考虑 b2
+ 的上界: 注意 0 < x < cos mh < 1, 由

∫ x

0
et2dt ≤ ex2

, 可得

∫ x

−1

eht

√
1− t2

dt =
∫ 0

−1

eht

√
1− t2

dt +
∫ x

0

eht

√
1− t2

dt
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≤ 2e−h

√
h

∫ √
h

0

et2dt +
2eh

√
h

∫ √
h

√
h(1−x)

e−t2dt ≤ 2√
h

+
2eh

√
h

∫ √
h

√
h(1−x)

e−t2dt.

又

∫ cos mh

x

e−ht

√
1− t2

dt ≤
∫ 1

x

e−ht

√
1− t

dt ≤ 2e−h

√
h

∫ √
h(1−x)

0

et2dt, 令 y =
√

h(1− x), 从而有

b2
+ = sup

0<x<cos mh

∫ x

−1

eht

√
1− t2

dt log(1 +
C2(h)

2
∫ x

−1
eht√
1−t2

dt
)
∫ cos mh

x

eht

√
1− t2

dt

≤ sup
0<y<

√
h

(
4

heh
+

4
h

∫ √
h

y

e−t2dt) log(1 +
C2(h)

4√
h

+ 4eh√
h

∫ √h

y
e−t2dt

)(
∫ y

0

et2dt)

≤ sup
0<y<

√
h

4
heh

(1 +
eh−y2

2y
) log(1 +

√
hC2(h)

4(1 + eh−y2

2y
)
)(

∫ y

0

et2dt)

≤ sup
0<y<1

4e

heh

√
hC2(h)

4

∨
sup

1≤y≤
√

h

4
heh−y2 (1 +

eh−y2

2
) log(1 +

√
hC2(h)

4(1 + eh−y2

2
)
)

≤ 3e

h

∨
sup

1≤y≤
√

h

4
h

(
1

eh−y2 +
1
2
) log(1 +

√
hC2(h)

4
)

≤ 3e

h

∨ 6
h

log(1 +
3eh

4
) ≤ 12.

上面第二个不等式分别应用了

∫ √
h

y

e−t2dt ≤
∫ ∞

y

e−t2dt ≤ e−y2

2y
, 而第三个不等式则用到了

log(1 + x) ≤ x 与

∫ x

0

et2dt ≤ ex2
, x ≥ 0.

最后, 对 b− 的上界进行估计: 注意 C2(h) ≤ 3eh√
h
, h(1− cos mh) < 3,

∫ x

0
et2dt ≤ ex2

.

b− = sup
0<α<mh

∫ α

0

eh cos θdθ log(1 +
C2(h)

2
∫ α

0
eh cos θdθ

)
∫ m

α

e−h cos θdt

≤ sup
cos mh<x<1

∫ 1

x

eht

√
1− t

dt log(1 +
C2(h)

2
∫ 1

x
eht√
1−t

dt
)
∫ x

cos mh

e−ht

√
1− t

dt

≤ sup
0<y<

√
h(1−cos mh)

4
h

∫ y

0

e−t2dt log(1 +
C2(h)e−h

√
h

4
∫ y

0
e−t2dt

)
∫ √

h(1−cos mh)

y

et2dt

≤ 4
h

sup
0<y<

√
3

∫ y

0

e−t2dt log(1 +
3

4
∫ y

0
e−t2dt

)
∫ √

3

y

et2dt

≤ 4
h

∫ ∞

0

e−t2dt log(1 +
3

4
∫∞
0

e−t2dt
)
∫ √

3

0

et2dt ≤ 2
√

πe3

h
log(1 +

3
2
√

π
) ≤ 3e3

h
.

综合可得, b+

∨
b− ≤ 4e

√
π

∨
3e3

h
, 进而可得定理 3.1 中的结论.
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LOGARITHMIC SOBOLEV INEQUALITY ON BOLTZMANN

MEASURES WITH PARAMETER ON CIRCLES

CHENG Xin 1 , MAO Run 2 , ZHANG Zheng-liang 1

(1. Department of Mathematics and Statistics, Wuhan University, Wuhan 430072, China)

(2. Chongqing No.8 Secondary School, Chongqing 401120, China)

Abstract: In this paper, we mainly study logarithmic Sobolev inequality on Boltzmann

Measures with parameter h > 0 on circles. By the method of dimension-reduction and estimating

the Log-Sobolev optimal constant, denoted by CLS(µh), we proved that the family of measures

satisfy the uniform logarithmic Sobolev inequality in h and the optimal constant CLS(µh) has a

constant order in h, which, together with the known results, enhances the claim that logarithmic

Sobolev inequality is strictly stronger than Talagrand’s transportation and Poincaré inequalities .

Keywords: Boltzmann measure; logarithmic Sobolev inequality; transportation inequality;

Poincaré inequality
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