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在 CEV 模型下带违约风险的时间一致再保险投资博弈
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摘要: 本文研究两个竞争保险公司之间的非零和随机微分博弈问题. 利用博弈和随机动态规划

方法, 获得了违约前和违约后的纳什均衡策略和相应的值函数. 最后对纳什均衡策略进行参数分析, 并

给出经济解释.
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1 引言

近年来, 很多文章运用随机最优控制理论研究了多种关于保险公司的最优投资再保险问
题. 一方面, 因为保险公司购买再保险可以有效的分散索赔风险, 而且将盈余投资到金融市场
是获取利益的重要途径. 另一方面, 随机最优控制理论可以提供理论上可靠的、切实可行的
解决方案. 关于保险公司最优策略的研究, 很多文章通常采用期望效用最大化作为目标函数.
例如, Lin and Li [1] 通过最大化终端财富的期望指数效用推导了最优再保险投资策略, 其中
保险公司盈余过程遵循跳跃扩散风险过程. Cao and Wan [2] 通过最大化终端财富的预期指

数和幂效用得到了最佳比例再保险和投资策略, 等等. 还有很多文章讨论其他的最优准则, 比
如均值方差准则 (见文献 [3-4]).
如今, 尽管违约风险被认为是引发全球信贷危机的重要因素之一, 但由于其利润相对较

高, 因此违约债券仍然受到很多投资者的青睐, 而且具有违约风险的最优投资组合选择问题
已成为一个重要的研究领域. 在近些年的研究中, Zhao [5] 将可违约风险引入了跳扩散风险模

型中的Markowitz 均值方差最优再保险投资问题中. Zhu [6] 在可违约金融市场下通过最大

化保险公司终端财富的期望效用推导出最优比例再保险和投资策略. Sun [7] 在方差保费原则

和违约风险下推出了鲁棒最优再保险和投资策略, 等等.
前面提到的文献都只考虑单个保险公司的最优问题. 然而, 在竞争的经济环境下, 企业不

可避免的要与对手竞争来突显自己的优势. 因此一些文章致力于处理两家公司的竞争问题.
例如, Bensoussan [8] 利用相对绩效的概念构造了非零和随机微分博弈得到了最优再保险投

资策略. Zhu [9] 在 Heston 模型下考虑了均值方差保险公司的时间一致再保险投资博弈问题,
等等.
在本文中, 我们推广了 Zhu [9] 的模型, 考虑了在可违约风险下两个竞争保险公司之间的

再保险投资博弈问题. 事实上, 保险公司乐于参与各种投资来从盈余中获取丰厚利润, 因此将
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额外的可违约债券添加到投资组合中使模型更加通用. 另外, 这里我们采用更加具有可分析
性的随机波动率模型：CEV 模型. 应用随机控制理论, 建立扩展的哈密顿 - 雅可比 - 贝尔曼
方程, 分别推导出违约前和违约后的均衡策略和相应的值函数.
最后, 第 2 节介绍了模型的构造. 在第 3 节中, 我们通过解扩展的 HJB 方程得到了违约

前和违约后的均衡策略和相应的值函数. 第 4 节提供数值研究, 讨论模型参数对均衡策略的
影响.

2 模型建立

令 (Ω,F , {Ft}0≤t≤T ,P) 是一个完备的过滤概率空间满足通常的条件, 即 {Ft}0≤t≤T 是右

连续的, P 是完备的, 且 Ft 表示时间 t 之前可获得的信息. 不考虑再保险投资的情况下我们
假设保险公司 k, k ∈ {1, 2} 的剩余过程是扩散近似模型,

dRk(t) = µkdt + σkdBk(t), (2.1)

这里 µk, σk > 0 分别是保费回报率以及余额过程的波动, {Bk(t)} 是两个标准布朗运动, 为了
进一步考虑这两家保险公司业务的相关性, 我们用 ρ0 表示 {B1(t)} 和 {B2(t)} 之间的正的相
关系数, 即 E[B1(t)B2(t)] = ρ0t, 0 < ρ0 < 1.
两个保险公司可以购买比例再保险来管理保险业务风险, 并且用 ak(t) 表示保险公司 k

在 t 时刻的再保险策略且 ak(t) ∈ R+. 当 ak(t) > 1, 保险公司 k 作为其他保险公司的再保险

人并获得新业务. 当 ak(t) ∈ [0, 1], 意味着保险公司 k 将承担索赔的 100ak(t)%, 再保险公司
将承担剩余的 100(1− ak(t))% 且收取再保险保费率 (1− ak(t))ηk, 这里 ηk ≥ µk 是再保险公

司的保费回报率. 因此, 在比例再保险下保险公司 k ∈ {1, 2} 的余额过程变为

dRk(t) = [µk − (1− ak(t))ηk]dt + σkak(t)dBk(t)

= [θk + ηkak(t)]dt + σkak(t)dBk(t)
(2.2)

这里 θk = µk − ηk 是保费差.
另外, 保险公司还可以投资于无风险资产, 风险资产和可违约债券. 无风险资产的价格过

程 S0(t) 由以下常微分方程给出

dS0(t)
S0(t)

= r0dt, (2.3)

这里 r0 > 0 是固定的无风险利率. 根据 CEV 模型, 风险资产的价格过程 S(t) 表示为

dS(t)
S(t)

= µdt + σSβ(t)dW (t), (2.4)

µ, σSβ(t), β 分别是股票的预期收益率, 瞬时波动率和弹性参数, β 满足一般条件 β ≥ 0 且
{W (t)}0≤t≤T 也是标准布朗运动独立于 {B1(t)} 和 {B2(t)}. 令 τ 是一个非负随机变量, 代表
发行债券公司的违约时刻, T1 > T 代表可违约债券的到期日.定义违约过程为Z(t) := 1{τ≤t},
其中 1 表示示性函数如果有跳其值为 1, 否则为零. 因此 Z(t) = 0 和 Z(t) = 1 分别代表违
约前和违约后. 按照 Driessen [10], 违约时刻 τ 可以被看成在概率测度 P 下带有强度 hP > 0
的泊松过程的第一个到达时间, hP 衡量了违约的到达率. 令 G := {Gt}t∈[0,T ] 是一个扩大的
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过滤, 这里 Gt = Ft ∨ σ{Z(s) : 0 ≤ s ≤ t}, 在这个过滤下 τ 是一个停时. 假设违约发生
时, 投资者在违约前收回违约债券市值的一小部分, 违约后债券的价值为零. 因此我们用
0 ≤ ζ ≤ 1 表示违约发生时的损失率, 1 − ζ 表示回收率. 我们用 δ = hQζ 表示风险中性信贷

利差, hQ = hP /∆ 是违约泊松过程在风险中性测度 Q 下的到达强度. 按照 Bielecki and Jang
[11], 我们首先定义过程

MP (t) := Z(t)−
∫ t

0

(1− Z(u−))hP du

是在测度 P 下的一个 G- 鞅, 这里我们用 1/∆ 表示违约风险溢价. 根据 Duffie and Singleton
[12], 在风险中性测度 Q 下违约发生的概率比在真实概率测度 P 下发生的概率大, 因此有
1/∆ = hQ/hP ≥ 1. 根据 Bielecki and Jang [11], 我们得到违约债券在测度 P 下的价格动态
为

dB(t, T1)
B(t−, T1)

= r0dt + (1− Z(t−))(1−∆)δdt− (1− Z(t−))ζdMP (t), (2.5)

我们用 πk,1(t), πk,2(t) 分别表示保险公司 k 投资到风险资产和违约债券上的金额, 其余的投
资到无风险资产中, 那么 πk(t) = (πk,1(t), πk,2(t), ak(t)) 是保险公司 k, (k ∈ 1, 2) 的一个再保
险投资策略, 在策略 πk(t) 下, 保险公司 k 的财富过程 {Xπk

k (t)}t≥0 可以表示为

dXπk

k (t) = dRk(t) + πk,1(t)
dS(t)
S(t)

+ πk,2(t)
dB(t, T1)
B(t−, T1)

+ (Xπk

k (t)− πk,1(t)− πk,2(t))
dS0(t)
S0(t)

= [r0X
πk

k (t) + πk,1(t)(µ− r0) + θk + ak(t)ηk + (1− Z(t−))δπk,2(t)]dt

+ πk,1(t)σSβ(t)dW (t) + ak(t)σkdBk(t)− (1− Z(t−))ζπk,2(t)dZ(t),

(2.6)

Xπk

k (0) = xk 是初始余额.
定义 2.1 (可行策略)对于保险公司 k而言,再保险投资策略πk(t) := (πk,1(t), πk,2(t), ak(t))

是可行的, 如果
(1) πk(t) 关于 G- 可测的, 且 E[

∫ T

0
(π2

k,1(t) + π2
k,2(t) + a2

k(t))dt] < ∞;
(2) 对于 ∀(xk, s, z) ∈ R×R+×{0, 1}, 随机微分方程 (6) 有唯一的解 {Xπk

k (t)}t∈[0,T ]. 用
Πk 表示保险公司 k 所有可行策略的集合.
在竞争的经济环境下, 每个保险公司为了比竞争对手更有优势, 按照 Espinosa and Touzi

[13], 对于每个保险公司我们有下列目标函数

J
πk,πj

k (t, xk, xj , s, z) : = Et,xk,xj ,s,z

[
Uk

(
(1− κk)Xπk

k (T ) + κk(Xπk

k (T )−X
πj

j (T ))
)]

= Et,xk,xj ,s,z

[
Uk

(
Xπk

k (T )− κkX
πj

j (T )
)]

,
(2.7)

这里 k, j ∈ {1, 2}, k 6= j, Uk 是严格增的并且严格凹的效用函数, Et,xk,xj ,s[·] 和 V art,xk,xj ,s[·]
是条件期望和方差, 参数 κk (0 < κk < 1) 衡量了保险公司 k 的相对关注度, κk 越大意味着保

险公司 k 更关注相对财富, 更具竞争力. 当 κk = 0 时, 目标函数可以简化为无竞争的单一保
险公司的传统优化问题. 令 X̃

πk,πj

k (t) := Xπk

k (t) − κkX
πj

j (t) 是保险公司 k 的相对财富过程,
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X̃
πk,πj

k (t) 的动态被描述为

dX̃
πk,πj

k (t) =dXπk

k (t)− κkdX
πj

j (t)

=[r0X̃
πk,πj

k (t) + (πk,1(t)− κkπj,1(t))(µ− r0) + θk − κkθj

+ ηkak(t)− κkηjaj(t) + (1− Z(t−))δ(πk,2(t)− κkπj,2(t))]dt

+ (πk,1(t)− κkπj,1(t))σSβ(t)dW (t) + σkak(t)dBk(t)− κkσjaj(t)dBj(t)

− (1− Z(t−))ζ(πk,2(t)− κkπj,2(t))dZ(t).

(2.8)

初始条件为 X̃
πk,πj

k (0) = x̃k = xk − κkxj , 根据 Zhu [9], 我们在一个非零和随机微分博弈框
架下建立这个竞争问题. 对于一个可行策略 πk ∈ Πk 和任一状态 (t, x̃k, s, z) ∈ [0, T ] × R ×
R+ × {0, 1}, 保险公司 k ∈ {1, 2} 的目标是最大化

Ĵ
πk,π∗j
k (t, x̃k, s, z) := Et,x̃k,s,z[Uk(X̃

πk,π∗j
k (T ))]. (2.9)

问题 1 两个竞争的保险公司之间经典的非零和随机微分博弈是去找到一个纳什均衡

(π∗1 , π
∗
2) ∈ Π1 ×Π2 使得对于任意 (π1, π2) ∈ Π1 ×Π2, 我们有

{
Ĵ

π∗1 ,π∗2
1 (t, x̃1, s, z) ≥ Ĵ

π1,π∗2
1 (t, x̃1, s, z),

Ĵ
π∗1 ,π∗2
2 (t, x̃2, s, z) ≥ Ĵ

π∗1 ,π2
2 (t, x̃2, s, z).

为了解决问题 1, 我们定义保险公司 k ∈ {1, 2} 的值函数为

V k(t, x̃k, s, z) = Ĵ
(π∗k,π∗j )

k (t, x̃k, s, z) = sup
πk∈Πk

Ĵ
(πk,π∗j )

k (t, x̃k, s, z), (2.10)

这里 Ĵ
(πk,π∗j )

k (t, x̃k, s, z) 由 (2.9) 给出且 π∗k 是保险公司 k ∈ {1, 2} 的均衡策略. 并且假设两个
保险公司都采用指数效用函数被定义为

Uk(x) = − 1
mk

exp(−mkx), mk > 0, k ∈ {1, 2},

这里mk 代表绝对风险厌恶系数.
根据动态规划原则, HJB 方程为

sup
πk∈Πk

{Aπk,π∗j W k(t, x̃k, s, z)
}

= 0, (2.11)

这里变分算子被定义为

A(πk,πj)W k =W k
t + [r0x̃k + (µ− r0)(πk,1(t)− κkπj,1(t)) + (θk − κkθj)

+ηkak(t)− κkηjaj(t) + (1− z)δ(πk,2(t)− κkπj,2(t))]W k
x̃k

+ µsW k
s +

1
2

[
σ2

ka
2
k(t) + κ2

kσ
2
j a

2
j(t)− 2ρκkσkσjak(t)aj(t)

+(πk,1(t)− κkπj,1(t))2σ2s2β
]
W k

x̃kx̃k
+

1
2
σ2s2(α+1)W k

ss

+ (πk,1(t)− κkπj,1(t))σ2s2β+1W k
x̃ks + hP (1− z)

× [
W k(t, x̃k − ζ(πk,2(t)− κkπj,2(t)), s, z + 1)−W k(t, x̃k, s, z)

]
.
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3 模型的解

本节我们将给出在违约前和违约后两种情况下的纳什均衡再保险投资策略和相应的值

函数.

3.1 违约后的情况

违约后即意味着 z = 1, HJB 方程 (2.11) 变为

sup
πk∈Πk

{Aπk,π∗j W k(t, x̃k, s, 1)
}

= 0, (3.1)

带有边界条件W k(T, x̃k, s, 1) = − 1
mk

exp(−mkx̃k). 根据上式的结构以及边界条件我们猜测
违约后的值函数有下列形式：

W k(t, x̃k, s, 1) = − 1
mk

exp
{−mk

[
er0(T−t)x̃k + Ak(t)s−2β + Bk(t)

]}
gk,1(t), (3.2)

这里 gk,1(T ) = 1, Ak(T ) = Bk(T ) = 0. 直接计算得到

W k
t = [

g′k,1(t)
gk,1(t)

+ r0mkx̃ke
r0(T−t) −mkA

′
k(t)s

−2β −mkB
′
k(t)]W

k,

W k
x̃k

= −mke
r0(T−t)W k, W k

s = 2βmkAk(t)s−2β−1W k,

W k
x̃kx̃k

= m2
ke

2r0(T−t)W k, W k
x̃ks = −2βm2

kAk(t)s−2β−1er0(T−t)W k,

W k
ss =

[
4m2

kβ
2A2

k(t)s
−4β−2 − 2β(2β + 1)mkAk(t)s−2β−2

]
W k.

将偏导数带入 (3.1) 式得

inf
πk∈Πk

{g′k,1(t)
gk,1(t)

−mkA
′
k(t)s

−2β −mkB
′
k(t) + [(µ− r0)(πk,1(t)− κkπ

∗
j,1(t))

+ θk − κkθj + ηkak(t)− κkηja
∗
j (t)](−mke

r0(T−t)) + 2βµsmkAk(t)s−2β−1

+
1
2
[σ2

ka
2
k(t) + κ2

kσ
2
j a
∗2
j (t)− 2ρκkσkσjak(t)a∗j (t) + (πk,1(t)− κkπ

∗
j,1(t))

2σ2s2β]

× (m2
ke

2ro(T−t)) + 2σ2m2
kβ

2A2
k(t)s

−2β − (2β + 1)βmkAk(t)σ2

− 2βσ2m2
kAk(t)er0(T−t)(πk,1(t)− κkπ

∗
j,1(t))} = 0

(3.3)

根据一阶条件得到最优策略为
{

a∗k(t) = ηk

σ2
kmker0(T−t) + σj

σk
ρκka

∗
j (t),

π∗k,1(t) = 2βσ2mkAk(t)+µ−r0

σ2s2βmker0(T−t) + κkπ
∗
j,1(t).

(3.4)

将 (3.4) 式带入 (3.3) 式中化简得到

g′k,1(t)
gk,1(t)

+ [κkηja
∗
j (t)−

σj

σk

κkηkρa∗j (t)− (θk − κkθj)]mke
r0(T−t) − η2

k

2σ2
k

+
1
2
κ2

kσ
2
j a
∗2
j (t)m2

ke
2r0(T−t)(1− ρ2)−mk[B′

k(t) + (2β + 1)βAk(t)σ2]

+ s−2β[−mkA
′
k(t) + 2βmkr0Ak(t)− (µ− r0)2

2σ2
] = 0,

(3.5)
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分离变量得

g′k,1(t)
gk,1(t)

+ [κkηja
∗
j (t)−

σj

σk

κkηkρa∗j (t)− (θk − κkθj)]mke
r0(T−t)

− η2
k

2σ2
k

+
1
2
κ2

kσ
2
j a
∗2
j (t)m2

ke
2r0(T−t)(1− ρ2) = 0,

A′k(t)− 2βr0Ak(t) +
(µ− r0)2

2mkσ2
= 0, B′

k(t) + (2β + 1)βAk(t)σ2 = 0.

根据边界条件并且解相应的微分方程得到

Ak(t) =
(µ− r0)2

4βr0mkσ2
(1− e−2r0β(T−t)), (3.6)

Bk(t) =
(2β + 1)(µ− r0)2

8r2
0mkβ

(e−2r0β(T−t) − 1) +
(2β + 1)(µ− r0)2

4r0mk

(T − t), (3.7)

gk,1(t) = exp

{
mk

r0

(1− er0(T−t))[θk − κkθj − κkηja
∗
j (t) +

ηkκkσja
∗
j (t)ρ

σk

]

− η2
k

2σ2
k

(T − t) +
1

4r0

κ2
kσ

2
j a
∗2
j (t)m2

k(ρ
2 − 1)(1− e2r0(T−t))

}
.

(3.8)

3.2 违约前的情况

违约前即意味着 z = 0, HJB 方程 (3.1) 变为

sup
πk∈Πk

{Aπk,π∗j W k(t, x̃k, s, 0)
}

= 0, (3.9)

带有边界条件W k(T, x̃k, s, 0) = − 1
mk

exp(−mkx̃k). 同样我们猜测违约前的值函数有下列形
式：

W k(t, x̃k, s, 0) = − 1
mk

exp
{−mk

[
er0(T−t)x̃k + Āk(t)s−2β + B̄k(t)

]}
gk,0(t), (3.10)

这里 gk,0(T ) = 1, Āk(T ) = B̄k(T ) = 0. 直接计算得到

W k
t = [

g′k,0(t)
gk,0(t)

+ r0mkx̃ke
r0(T−t) −mkĀ

′
k(t)s

−2β −mkB̄
′
k(t)]W

k,

W k
x̃k

= −mke
r0(T−t)W k, W k

s = 2βmkĀk(t)s−2β−1W k,

W k
x̃kx̃k

= m2
ke

2r0(T−t)W k, W k
x̃ks = −2βm2

kĀk(t)s−2β−1er0(T−t)W k,

W k
ss =

[
4m2

kβ
2Ā2

k(t)s
−4β−2 − 2β(2β + 1)mkĀk(t)s−2β−2

]
W k,

W k(t, x̃k − ζ(πk,2(t)− κkπ
∗
j,2(t)), s, 1)−W k(t, x̃k, s, 0) = W k

× [exp{mkζ(πk,2(t)− κkπ
∗
j,2(t))e

r0(T−t) + mks
−2β(Āk(t)−Ak(t))

+ mk(B̄k(t)−Bk(t))}gk,1(t)
gk,0(t)

− 1].
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将偏导数带入 (3.9) 式得

inf
πk∈Πk

{
g′k,0(t)
gk,0(t)

−mkĀ
′
k(t)s

−2β −mkB̄
′
k(t) +

[
(µ− r0)(πk,1(t)− κkπ

∗
j,1(t)) + θk

−κkθj + ηkak(t)− κkηja
∗
j (t) + δ(πk,2(t)− κkπ

∗
j,2(t))

]
(−mke

r0(T−t))

+2σ2m2
kβ

2Ā2
k(t)s

−2β − (2β + 1)βmkĀk(t)σ2 + 2βµsmkĀk(t)s−2β−1

+
1
2
[σ2

ka
2
k(t) + κ2

kσ
2
j a
∗2
j (t)− 2ρκkσkσjak(t)a∗j (t) + (πk,1(t)− κkπ

∗
j,1(t))

2σ2s2β]

×(m2
ke

2ro(T−t))− 2βσ2m2
kĀk(t)er0(T−t)(πk,1(t)− κkπ

∗
j,1(t))

+[exp
{
mkζ(πk,2(t)− κkπ

∗
j,2(t))e

r0(T−t) + mks
−2β(Āk(t)−Ak(t))

+mk(B̄k(t)−Bk(t))
} gk,1(t)

gk,0(t)
− 1]hP

}
= 0

(3.11)

根据一阶条件得到最优策略为：





a∗k(t) = ηk

σ2
kmker0(T−t) + σj

σk
ρκka

∗
j (t),

π∗k,1(t) = 2βσ2mkĀk(t)+µ−r0

σ2s2βmker0(T−t) + κkπ
∗
j,1(t),

π∗k,2(t) = Gk(t)

mkζer0(T−t) + κkπ
∗
j,2(t).

(3.12)

这里Gk(t) = ln[ δgk,0(t)

hP ζgk,1(t)
]−mks

−2β(Āk(t)−Ak(t))−mk(B̄k(t)−Bk(t)). 将 π∗k(t)带入 (3.11)
式中化简得到

g′k,0(t)
gk,0(t)

− δ

ζ
lngk,0(t) + [κkηja

∗
j (t)−

σj

σk

κkηkρa∗j (t)− (θk − κkθj)]mke
r0(T−t)

+
1
2
κ2

kσ
2
j a
∗2
j (t)m2

ke
2r0(T−t)(1− ρ2) +

δ

ζ
[lngk,1(t)−mkBk(t)] +

δ

ζ
(1− ln

δ

hP ζ
)

+ s−2β[−mkĀ
′
k(t) + 2βmkr0Āk(t)− (µ− r0)2

2σ2
+

δ

ζ
mk(Āk(t)−Ak(t))]

− hP − η2
k

2σ2
k

−mk[B̄′
k(t) + (2β + 1)βĀk(t)σ2 − δ

ζ
B̄k(t)] = 0,

(3.13)

同样分离变量并根据边界条件 gk,0(T ) = 1, Āk(T ) = B̄k(T ) = 0, 解相应的微分方程得到

gk,0(t), Āk(t), B̄k(t) 的表达式分别为

Āk(t) = e(2βr0+
δ
ζ )(t−T )

∫ T

t

δ

ζ
Ak(s)e(2βr0+

δ
ζ )(T−s)ds (3.14)

+
ζ(µ− r0)2

2σ2mk(2βr0ζ + δ)
(1− e(2βr0+

δ
ζ )(t−T )),

B̄k(t) = e
δ
ζ (t−T )(

∫ T

t

(2β + 1)βσ2Āk(s)e
δ
ζ (T−s)ds), (3.15)

gk,0(t) = exp{e− δ
ζ (T−t)

∫ T

t

e
δ
ζ (T−s)[Φk,0e

r0(T−s) + Ψk,0e
2r0(T−s) + Λk,0]ds}, (3.16)
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这里

Φk,0 = mk[κkηja
∗
j (t)−

σj

σk

κkηkρa∗j (t)− (θk − κkθj)] +
δ

ζer0(T−t)
[lngk,1(t)−mkBk(t)],

Ψk,0 =
1
2
κ2

kσ
2
j a
∗2
j (t)m2

k(1− ρ2), Λk,0 = − η2
k

2σ2
k

+
δ

ζ
(1− ln

δ

hP ζ
)− hP ,

Ak(t), Bk(t), gk,1(t) 由 (3.6)–(3.8) 给出.

对于保险公司 k, 结合违约前和违约后的结果, 我们得出 HJB 方程 (2.11) 的解如下

W̃ k(t, x̃k, s, z) = (1− z)W k(t, x̃k, s, 0) + zW k(t, x̃k, s, 1), z = 0, 1. (3.17)

另外, 最优策略 π∗k = (π∗k,1, π
∗
k,2, a

∗
k) 如下





π∗k,1(t) =

{
2βσ2mkĀk(t)+µ−r0

σ2s2βmker0(T−t) + κkπ
∗
j,1(t), t ∈ [0, τ ∧ T ],

2βσ2mkAk(t)+µ−r0

σ2s2βmker0(T−t) + κkπ
∗
j,1(t), t ∈ [τ ∧ T, T ],

π∗k,2(t) =

{
Gk(t)

mkζer0(T−t) + κkπ
∗
j,2(t), t ∈ [0, τ ∧ T ],

0, t ∈ [τ ∧ T, T ],
a∗k(t) = ηk

σ2
kmker0(T−t) + σj

σk
ρκka

∗
j (t), t ∈ [0, T ].

(3.18)

定理 3.1 当两个保险公司都采用带有边界条件为 Uk(x̃k) = − 1
mk

exp(−mkx̃k) 的指数
效用函数时, 纳什均衡投资策略为

{
π∗1,1(t) = 2βm1m2σ2(Ā1(t)+κ1Ā2(t))+(µ−r0)(m2+κ1m1)

m1m2σ2s2βer0(T−t)(1−κ1κ2)
, t ∈ [0, τ ∧ T ],

π∗2,1(t) = 2βm1m2σ2(Ā2(t)+κ2Ā1(t))+(µ−r0)(m1+κ2m2)

m1m2σ2s2βer0(T−t)(1−κ1κ2)
, t ∈ [0, τ ∧ T ],

{
π∗1,1(t) = 2βm1m2σ2(A1(t)+κ1A2(t))+(µ−r0)(m2+κ1m1)

m1m2σ2s2βer0(T−t)(1−κ1κ2)
, t ∈ [τ ∧ T, T ],

π∗2,1(t) = 2βm1m2σ2(A2(t)+κ2A1(t))+(µ−r0)(m1+κ2m2)

m1m2σ2s2βer0(T−t)(1−κ1κ2)
, t ∈ [τ ∧ T, T ],

以及 



π∗1,2(t) = m2G1(t)+κ1m1G2(t)

m1m2ζer0(T−t)(1−κ1κ2)
, t ∈ [0, τ ∧ T ],

π∗2,2(t) = m1G2(t)+κ2m2G1(t)

m1m2ζer0(T−t)(1−κ1κ2)
, t ∈ [0, τ ∧ T ],

π∗1,2(t) = π∗2,2(t) = 0, t ∈ [τ ∧ T, T ].

纳什均衡再保险策略为
{

a∗1(t) = σ2m2η1+σ1m1η2κ1ρ
σ2
1σ2m1m2er0(T−t)(1−κ1κ2ρ2)

, t ∈ [0, T ],

a∗2(t) = σ1m1η2+σ2m2η1κ2ρ
σ2
2σ1m1m2er0(T−t)(1−κ1κ2ρ2)

, t ∈ [0, T ],

两个保险公司的最优值函数由 (3.17) 式给出, k ∈ {1, 2}.

4 数值分析

在本节中, 我们对均衡再保险和投资策略关于模型参数的影响进行了一些数值研究, 表 1
给出了模型参数.
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表 1
t T r0 µ σ s β δ ρ ζ hP

0 5 0.03 0.13 0.2 5 1 0.2 0.5 0.5 0.005

保险公司 1

m1 η1 µ1 σ1 κ1

0.3 0.3 0.2 1 0.7

保险公司 2

m2 η2 µ2 σ2 κ2

0.1 0.4 0.2 1 0.5

图 1 显示了在 κj 取不同值时参数 κk 对均衡再保险策略 a∗k(t) 的影响. 这里我们考虑当
前时间下的模型参数, 即 t = 0. 注意到 a∗k(0) 是参数 κk 的递增函数, 因为 κk 反应保险公司

k 对竞争对手绩效的敏感性, 即更加关注相对财富的增加. 另外, 虽然购买再保险可以降低风
险, 但是保险公司需要支付再保险保费, 这将不利于增加相对财富. 因此保险公司倾向于增加
索赔的自留额 a∗k(0). 对于一个固定的 κk, 竞争对手的相对关注度 κj 越大也会导致保险公司

k 承担更多的风险, 即增加索赔的自留额 a∗k(0).
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图 1 κk 对 a∗k(0) 的影响, k = 1, 2

图 2 显示了参数 κk 对违约前均衡投资策略 π∗k,1(0) 的影响. 我们发现 π∗k,1(0) 是 κk 的一

个递增函数. 即越关注相对财富的增加, 投资到风险资产中的金额就越大, 这样会有更大的几
率在终端时刻比竞争对手积累更多的财富. 因此竞争使得每个保险公司更加追求风险. 另外
对于违约后的情况同样如此.
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图 3 描述了均衡债券投资策略 π∗k,2(0) 随竞争参数 κk 的变化情况, 我们发现 π∗k,2(0) 是
κk 的一个递增函数. 也就是说, 如果保险公司更加关注竞争对手的终端财富, 那么他将选择
更冒险的投资策略, 即投资更多金额在公司债券上. 对于一个固定的 κk, κj 越大即竞争对手

越激进, 也会导致保险公司 k 投资更多的余额到公司债券上.
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图 3 κk 对 π∗k,2(0) 的影响, k = 1, 2

从图 4 中可以看到在违约风险溢价 1/∆ 取不同值时违约前的均衡债券投资策略 π∗k,2(0)
和损失率 ζ 之间的关系. 我们发现均衡债券投资策略与损失率之间存在负相关, 因为更高的
损失率导致更低的回报, 即存在更高的潜在的损失. 此外, 对于固定的损失率 ζ , 违约风险溢
价 1/∆ 越高, 导致投资在违约债券上的金额更高. 很显然, 更高的违约风险溢价导致更高的
回报.
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Abstract: This paper studies the non-zero-sum stochastic differential game between two

competing insurance companies. Applying game theory and stochastic dynamic programming

techniques, we derive the Nash equilibrium strategies and the corresponding value functions for

the post-default case and the pre-default case. Finally, we conduct some numerical examples to

draw some economic interpretations from these results.
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