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单无限马氏环境下可列齐次马氏链的一类强偏差定理
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摘 要: 本文研究了单无限马氏环境下可列齐次马氏链的一类强偏差定理. 首先给出了单无

限马氏环境下马氏链的定义和渐近对数似然比的概念, 利用构造非负鞅的方法, 获得了单无限马

氏环境下可列齐次马氏链的强偏差定理, 以及单无限马氏环境下可列齐次马氏链的强大数定律和

Shannon-McMillan 定理.
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1 引言

设 (Ω,F) 是一个可测空间, N 是整数集, N+ 是非负整数集. 令 χ = {0, 1, 2, ...} 和
Θ = {0, 1, 2, ...} 是两个可数状态空间,

−→
ξ = {ξn, n ≥ 0} 和 −→

X = {Xn, n ≥ 0} 是定义在可测
空间 (Ω,F) 上分别取值于 Θ 和 χ 的随机变量序列. 设 pθ = {p(θ;x)}, θ ∈ Θ 是含参数 θ 的

分布, Pθ = {p(θ;x, y), x, y ∈ χ}, θ ∈ Θ 是定义在 χ2 上含参数 θ 的转移矩阵. 对任意随机变
量序列 −→η = {ηn, n = 0, 1, ...}. 记 −→η r

k = {ηn, k ≤ n ≤ r}, 0 ≤ k ≤ n ≤ r ≤ ∞. 设 P 是可测
空间 (Ω,F) 上的一个概率测度, 且在 P 下 {(Xn, ξn), n ≥ 0} 的有限维分布为

P(
−→
Xn

0 = −→x n
0 ,
−→
ξ n

0 =
−→
θ n

0 ) = P(X0 = x0, ξ0 = θ0, X1 = x1, ξ1 = θ1, ..., Xn = xn, ξn = θn)

= p(−→x n
0 ,
−→
θ n

0 ) > 0, ∀(xi, θi) ∈ (χ×Θ). (1)

令

fn(ω) = − 1
n

ln p(
−→
Xn

0 ,
−→
ξ n

0 ), (2)

称 fn(ω) 为 {(Xn, ξn), n ≥ 0} 的熵密度, 其中 ln 是以 e 为底的自然对数.
定定定义义义 1 设

−→
ξ = {ξn, n ≥ 0} 和 −→

X = {Xn, n ≥ 0} 是定义在可测空间 (Ω,F) 上分别
取值于 Θ 和 χ 的随机变量序列. 设 Q 为可测空间 (Ω,F) 上的另一个概率测度, 若对任意
x, y ∈ χ, n ∈ N+, 有

Q(X0 = x0|−→ξ ) = Q(X0 = x0|ξ0) = q0(ξ0;x0) a.e.,

Q(Xn+1 = y|−→Xn
0 ,
−→
ξ ) = p(ξn;Xn, y) a.e.,
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则称
−→
X 在概率测度 Q 下为单无限随机环境

−→
ξ 下的马氏链. 特别地, 若

−→
ξ 是马氏链, 则称−→

X 在概率测度Q 下为单无限马氏环境
−→
ξ 下的马氏链.

易知, 若
−→
X 在概率测度 Q 下为单无限马氏环境

−→
ξ 下的马氏链, 则 {(Xn, ξn), n ≥ 0}

在概率测度 Q 下是马氏双链 [1]. 特别地, 若 {ξn, n ≥ 0} 是初始分布为 p′(θ0), 转移概率为
K(θ, α) 的马氏链, 则在概率测度Q 下, {(Xn, ξn), n ≥ 0} 是一个具有初始分布

q(x0, θ0) = p′(θ0)p(θ0;x0) (3)

和转移矩阵

P (x, θ; y, α) = K(θ, α)p(θ;x, y) (4)

的马氏双链. 设 {(Xn, ξn), n ≥ 0} 在概率测度Q 下的有限维分布为

Q(
−→
Xn

0 = −→x n
0 ,
−→
ξ n

0 =
−→
θ n

0 ) = Q(X0 = x0, ξ0 = θ0, X1 = x1, ξ1 = θ1, ..., Xn = xn, ξn = θn)

= q(−→x n
0 ,
−→
θ n

0 ) > 0, ∀(xi, θi) ∈ (χ×Θ). (5)

易知, 若 {(Xn, ξn), n ≥ 0} 在概率测度Q 下为马氏环境下马氏链, 则

q(−→x n
0 ,
−→
θ n

0 ) = q(x0, θ0)
n∏

i=1

P (xi−1, θi−1;xi, θi), (6)

且

− 1
n

ln q(
−→
Xn

0 ,
−→
ξ n

0 ) = − 1
n

[ln q(X0, ξ0) +
n∑

i=1

lnP (Xi−1, ξi−1;Xi, ξi)]. (7)

设概率测度 P 和Q 为可测空间 (Ω,F) 上的概率测度, 令

h(P|Q) = lim sup
n→∞

1
n

ln
p(
−→
Xn

0 ,
−→
ξ n

0 )

q(
−→
Xn

0 ,
−→
ξ n

0 )
, (8)

称 h(P|Q) 为 P 关于 Q 的渐近对数似然比. 特别地, 若 {(Xn, ξn), n ≥ 0} 在概率测度 Q 下
是单无限马氏环境下的马氏链, 则

h(P|Q) = lim sup
n→∞

1
n

ln
[ p(

−→
Xn

0 ,
−→
ξ n

0 )

q(X0, ξ0)
n∏

i=1

P (Xi−1, ξi−1;Xi, ξi)

]
. (9)

随机环境中的马氏链的研究已有相当长的历史, Nawrotzkill[2,3] 建立了随机环境中的一

般理论. Cogburn[1,4,5] 构造了 Hopf- 链, 利用 Hopf- 链理论深入研究了平稳环境中马氏链的
遍历理论, 中心极限定理, 直接收敛和转移函数的周期性关系以及不变概率测度的存在性.
Hu[6−8] 对连续时间参数的随机环境中的马氏过程的存在性, 等价性, q- 过程的存在唯一性进
行了研究. 李应求等 [9−11] 利用鞅差理论来研究随机环境中的马氏链, 在假设马氏双链遍历的
条件下, 得到了马氏环境中马氏链的强大数定律成立的充分条件以及马氏环境中若干强极限
定理. 石志岩等 [12−14] 研究了随机环境下树指标马氏链的定义及其存在性, 以及马氏环境下
Cayley 树指标马氏链的 Shannon-McMillan 定理.



No.5 石志岩等: 单无限马氏环境下可列齐次马氏链的一类强偏差定理 613

强偏差定理 (亦称小偏差定理) 是由不等式表示的一类强极限定理, 它是强极限定理的推
广. 刘文和杨卫国 [15] 研究了马氏逼近和任意随机变量序列的一类小偏差定理; 杨卫国 [16] 研

究了任意 N 值随机变量序列关于 m 阶非齐次马氏链的一类小偏差定理; 彭维才 [17] 研究了

关于齐次树上随机场的一类强偏差定理; 石志岩 [18] 研究了树指标随机过程的一类强偏差定

理; 石志岩和季金莉等 [19] 研究了可列齐次马氏链的一类强偏差定理.
本文首先给出渐近对数似然比的概念, 通过构造非负鞅的方法, 建立可列状态齐次马

氏链的强偏差定理. 最后, 我们得到了单无限马氏环境下可列齐次马氏链的强大数定律及
Shannon-McMillan 定理.

2 主要结论及证明

引引引理理理 1
h(P|Q) ≥ 0, P− a.e.. (10)

证证证 该引理的详细证明与文献 [20] 的引理 1 类似, 故此处省略.
引引引理理理 2 设 P 和Q 是定义在可测空间 (Ω,F) 上的两个概率测度, 且 {(Xn, ξn), n ≥ 0}

在概率测度Q 下为定义 1 中定义的单无限马氏环境下的马氏链. f(x, θ; y, α) 是 (χ×Θ)2 上
的实函数, λ 为一个实数. 令

tn(λ, ω) =
e

λ
n∑

i=1
f(Xi−1,ξi−1;Xi,ξi)

n∏
i=1

EQ[eλf(Xi−1,ξi−1;Xi,ξi)|Xi−1, ξi−1]

q(
−→
Xn

0 ,
−→
ξ n

0 )

p(
−→
Xn

0 ,
−→
ξ n

0 )
, n = 1, 2, ..., (11)

其中 EQ 表示在概率测度Q 下的期望, 则 {tn(λ, ω),Fn, n ≥ 1} 是概率测度 P 下的非负鞅.
证证证 令 Fn = σ{−→Xn

0 ,
−→
ξ n

0}, 则

EP[tn(λ, ω)|Fn−1]

= EP

[ e
λ

n∑
i=1

f(Xi−1,ξi−1;Xi,ξi)

n∏
i=1

EQ[eλf(Xi−1,ξi−1;Xi,ξi)|Xi−1, ξi−1]

q(
−→
Xn

0 ,
−→
ξ n

0 )

p(
−→
Xn

0 ,
−→
ξ n

0 )
|−→Xn−1

0 ,
−→
ξ n−1

0

]

= tn−1(λ, ω) · EP

[ eλf(Xn−1,ξn−1;Xn,ξn)

EQ[eλf(Xn−1,ξn−1;Xn,ξn)|Xn−1, ξn−1]
P (Xn−1, ξn−1;Xn, ξn)

p(Xn, ξn|−→Xn−1
0 ,

−→
ξ n−1

0 )
|−→Xn−1

0 ,
−→
ξ n−1

0

]

= tn−1(λ, ω) · 1
EQ[eλf(Xn−1,ξn−1;Xn,ξn)|Xn−1, ξn−1]

·EP

[
eλf(Xn−1,ξn−1;Xn,ξn) · P (Xn−1, ξn−1;Xn, ξn)

p(Xn, ξn|−→Xn−1
0 ,

−→
ξ n−1

0 )
|−→Xn−1

0 ,
−→
ξ n−1

0

]

= tn−1(λ, ω) · 1
EQ[eλf(Xn−1,ξn−1;Xn,ξn)|Xn−1, ξn−1]

·
∑

(y,α)∈(χ,Θ)

eλf(Xn−1,ξn−1;y,α) P (Xn−1, ξn−1; y, α)

p(Xn = y, ξn = α|−→Xn−1
0 ,

−→
ξ n−1

0 )
p(Xn = y, ξn = α|−→Xn−1

0 ,
−→
ξ n−1

0 )

= tn−1(λ, ω) ·

∑
(y,α)∈(χ,Θ)

eλf(Xn−1,ξn−1;y,α)P (Xn−1, ξn−1; y, α)

EQ[eλf(Xn−1,ξn−1;Xn,ξn)|Xn−1, ξn−1]
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= tn−1(λ, ω) P− a.e.. (12)

因此 {tn(λ, ω),Fn, n ≥ 1} 是概率测度 P 下的非负鞅.
定定定理理理 1 设 P 和 Q 是定义在可测空间 (Ω,F) 上的两个概率测度, {(Xn, ξn), n ≥ 0} 在

概率测度 Q 下为取值于可数状态空间 (χ × Θ) 的单无限马氏环境下的马氏链, f(x, θ; y, α)
是定义于 (χ×Θ)2 上的实函数. 令 c ≥ 0,

D(c) = {ω, h(P|Q) ≤ c}. (13)

假设存在实数 α > 0, 对任意正整数 k, 有

EQ[eα|f(Xk−1,ξk−1;Xk,ξk)|] < ∞, (14)

且任意 (x, θ) ∈ (χ×Θ), 有

Bα(x, θ) = EQ[f2(Xi−1, ξi−1;Xi, ξi)eα|f(Xi−1,ξi−1;Xi,ξi)||Xi−1 = x, ξi−1 = θ] ≤ τ. (15)

其中 EQ 表示在概率测度Q 下的期望. 则有

lim sup
n→∞

1
n

n∑
i=1

{f(Xi−1, ξi−1;Xi, ξi)− EQ[f(Xi−1, ξi−1;Xi, ξi)|Xi−1, ξi−1]}

≤
√

2cτ , P− a.e., ω ∈ D(c). (16)

lim inf
n→∞

1
n

n∑
i=1

{f(Xi−1, ξi−1;Xi, ξi)− EQ[f(Xi−1, ξi−1;Xi, ξi)|Xi−1, ξi−1]}

≥ −
√

2cτ , P− a.e., ω ∈ D(c). (17)

特别地

lim
n→∞

1
n

n∑
i=1

{f(Xi−1, ξi−1;Xi, ξi)− EQ[f(Xi−1, ξi−1;Xi, ξi)|Xi−1, ξi−1]}

= 0, P− a.e., ω ∈ D(0). (18)

证证证 由引理 2 知, {tn(λ, ω),Fn, n ≥ 1} 是在概率测度 P 下是非负鞅, 由 Doob 鞅收敛定
理 [21] 知, 存在一个有限非负随机变量 t∞(λ, ω) 使得 lim

n→∞
tn(λ, ω) = t∞(λ, ω), P− a.e., 故

lim sup
n→∞

1
n

ln tn(λ, ω) ≤ 0, P− a.e.. (19)

由 (10) 和 (19) 式有

lim sup
n→∞

1
n

[ n∑
i=1

{λf(Xi−1, ξi−1;Xi, ξi)− lnEQ[eλf(Xi−1,ξi−1;Xi,ξi)|Xi−1, ξi−1]}

− ln
p(
−→
Xn

0 ,
−→
ξ n

0 )

q(
−→
Xn

0 ,
−→
ξ n

0 )

]
≤ 0. P− a.e.. (20)
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由 (9), (13), (19) 和 (20) 式有

lim sup
n→∞

1
n

n∑
i=1

{λf(Xi−1, ξi−1;Xi, ξi)− lnEQ[eλf(Xi−1,ξi−1;Xi,ξi)|Xi−1, ξi−1]} ≤ c

P− a.e., ω ∈ D(c). (21)

当 0 < |λ| ≤ α, 由 (11), (21) 以及不等式 lnx ≤ x− 1(x > 0) 和 ex − x− 1 ≤ (x2/2)e|x| 可得

lim sup
n→∞

λ

n

n∑
i=1

{f − EQ[f |Xi−1, ξi−1]}

≤ lim sup
n→∞

1
n

n∑
i=1

{lnEQ[eλf |Xi−1, ξi−1]− EQ[λf |Xi−1, ξi−1]}+ c

≤ lim sup
n→∞

1
n

n∑
i=1

{EQ[eλf |Xi−1, ξi−1]− 1− EQ[λf |Xi−1, ξi−1]}+ c

≤ lim sup
n→∞

1
n

n∑
i=1

EQ[(eλf − 1− λf)|Xi−1, ξi−1] + c

≤ lim sup
n→∞

1
n

n∑
i=1

EQ[(λ2/2)f2e|λf ||Xi−1, ξi−1] + c

= lim sup
n→∞

1
n

n∑
i=1

(λ2/2)EQ[f2eα|f |e(|λ|−α)|f ||Xi−1, ξi−1] + c

≤ λ2

2
lim sup

n→∞

1
n

n∑
i=1

EQ[f2eα|f ||Xi−1, ξi−1] + c

≤ λ2τ

2
+ c, P− a.e., ω ∈ D(c), (22)

其中 f , f(Xi−1, ξi−1;Xi, ξi). 当 0 < λ ≤ α, 由 (22) 式得

lim sup
n→∞

1
n

n∑
i=1

{f(Xi−1, ξi−1;Xi, ξi)− EQ[f(Xi−1, ξi−1;Xi, ξi)|Xi−1, ξi−1]}

≤ λ

2
τ +

c

λ
, P− a.e., ω ∈ D(c). (23)

令 g(λ) = λ
2
τ + c

λ
, 易知, 当 λ =

√
2c
τ
时, g(λ) 取最小值

√
2cτ , 在不等式 (23) 中令 λ =

√
2c
τ

,

则有

lim sup
n→∞

1
n

n∑
i=1

{f(Xi−1, ξi−1;Xi, ξi)− EQ[f(Xi−1, ξi−1;Xi, ξi)|Xi−1, ξi−1]}

≤
√

2cτ , P− a.e., ω ∈ D(c). (24)

当 c = 0 时, 令 λ → 0+, 由 (23) 式有

lim sup
n→∞

1
n

n∑
i=1

{f(Xi−1, ξi−1;Xi, ξi)− EQ[f(Xi−1, ξi−1;Xi, ξi)|Xi−1, ξi−1]}

≤ 0, P− a.e., ω ∈ D(0). (25)
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当 −α ≤ λ < 0, 由 (22) 式得

lim inf
n→∞

1
n

n∑
i=1

{f(Xi−1, ξi−1;Xi, ξi)− EQ[f(Xi−1, ξi−1;Xi, ξi)|Xi−1, ξi−1]}

≥ λ

2
τ +

c

λ
, P− a.e., ω ∈ D(c). (26)

令 g(λ) = λ
2
τ + c

λ
, 易知, 当 λ = −

√
2c
τ
时, g(λ) 取最大值 −√2cτ , 在不等式 (26) 中令

λ = −
√

2c
τ

, 则有

lim inf
n→∞

1
n

n∑
i=1

{f(Xi−1, ξi−1;Xi, ξi)− EQ[f(Xi−1, ξi−1;Xi, ξi)|Xi−1, ξi−1]}

≥ −
√

2cτ , P− a.e., ω ∈ D(c). (27)

当 c = 0 时, 令 λ → 0−, 由 (26) 式有

lim inf
n→∞

1
n

n∑
i=1

{f(Xi−1, ξi−1;Xi, ξi)− EQ[f(Xi−1, ξi−1;Xi, ξi)|Xi−1, ξi−1]}

≥ 0, P− a.e., ω ∈ D(0). (28)

由 (25) 和 (28) 式知 (18) 式成立.

推推推论论论 1 在定理 1 的条件下, 若把条件 (15) 式改为

Bα(x, θ) = EQ[eα|f(Xi−1,ξi−1;Xi,ξi)||Xi−1 = x, ξi−1 = θ] ≤ τ. (29)

则有

lim sup
n→∞

1
n

n∑
i=1

{f(Xi−1, ξi−1;Xi, ξi)− EQ[f(Xi−1, ξi−1;Xi, ξi)|Xi−1, ξi−1]}

≤ inf
λ∈(0,α]

g(λ), P− a.e., ω ∈ D(c). (30)

lim inf
n→∞

1
n

n∑
i=1

{f(Xi−1, ξi−1;Xi, ξi)− EQ[f(Xi−1, ξi−1;Xi, ξi)|Xi−1, ξi−1]}

≥ sup
λ∈[−α,0)

{−g(λ)}, P− a.e., ω ∈ D(c). (31)

其中 g(λ) = 2τλe−2

(α−λ)2
+ c

λ
. 特别地,

lim
n→∞

1
n

n∑
i=1

{f(Xi−1, ξi−1;Xi, ξi)− EQ[f(Xi−1, ξi−1;Xi, ξi)|Xi−1, ξi−1]}

= 0, P− a.e., ω ∈ D(0). (32)
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证证证 易知max{x2e−hx, x ≥ 0} = 4e−2

h2 , h > 0. 由 (22) 和 (29) 式知

lim sup
n→∞

λ

n

n∑
i=1

{f − EQ[f |Xi−1, ξi−1]}

≤ lim sup
n→∞

1
n

n∑
i=1

(λ2/2)EQ[eα|f |f2e(|λ|−α)|f ||Xi−1, ξi−1] + c

≤ λ2

2
lim sup

n→∞

1
n

n∑
i=1

EQ[eα|f | 4e−2

(α− |λ|)2 |Xi−1, ξi−1] + c

≤ 2τλ2e−2

(α− |λ|)2 + c, P− a.e., ω ∈ D(c). (33)

其中 f , f(Xi−1, ξi−1;Xi, ξi). 当 0 < λ ≤ α, 由 (33) 式知

lim sup
n→∞

1
n

n∑
i=1

{f(Xi−1, ξi−1;Xi, ξi)− EQ[f(Xi−1, ξi−1;Xi, ξi)|Xi−1, ξi−1]}

≤ 2τλe−2

(α− λ)2
+

c

λ
, P− a.e., ω ∈ D(c). (34)

当 c = 0 时, 令 λ → 0+, 由 (34) 式知

lim sup
n→∞

1
n

n∑
i=1

{f(Xi−1, ξi−1;Xi, ξi)− EQ[f(Xi−1, ξi−1;Xi, ξi)|Xi−1, ξi−1]}

≤ 0, P− a.e., ω ∈ D(0). (35)

当 −α ≤ λ < 0, 由 (33) 式知

lim inf
n→∞

1
n

n∑
i=1

{f(Xi−1, ξi−1;Xi, ξi)− EQ[f(Xi−1, ξi−1;Xi, ξi)|Xi−1, ξi−1]}

≥ −
[

2τλe−2

(α− λ)2
+

c

λ

]
, P− a.e., ω ∈ D(c). (36)

当 c = 0 时, 令 λ → 0−, 由 (36) 式知

lim inf
n→∞

1
n

n∑
i=1

{f(Xi−1, ξi−1;Xi, ξi)− EQ[f(Xi−1, ξi−1;Xi, ξi)|Xi−1, ξi−1]}

≥ 0, P− a.e., ω ∈ D(0). (37)

由 (34) 和 (36) 式知 (30), (31) 式成立, 由 (35) 和 (37) 式知 (32) 式成立.
定理 2 在定理 1 的条件下, 令转移矩阵 P 是强遍历的, π 是由 P 决定的唯一平稳分布,

若对任意 (x, θ), (y, α) ∈ (χ×Θ), 有

sup
(x,θ)

∑

(y,α)

f(x, θ; y, α)P (x, θ; y, α) < ∞. (38)
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Cα(x, θ) = EQ[f2(Xi, ξi;Xi+1, ξi+1)eα|f(Xi,ξi;Xi+1,ξi+1)||Xi−1 = x, ξi−1 = θ] ≤ τ. (39)

对任意正整数 k, 有

EQ[eα|f(Xk,ξk;Xk+1,ξk+1)|] < ∞, (40)

其中 EQ 表示在概率测度Q 下的期望, 则有

lim
n→∞

1
n

n∑
i=1

f(Xi−1, ξi−1;Xi, ξi) =
∑

(x,θ)∈(χ,Θ)

π(x, θ)
∑

(y,α)∈(χ,Θ)

f(x, θ; y, α)P (x, θ; y, α)

P− a.e., ω ∈ D(0). (41)

证证证 由定理 1 知

lim
n→∞

1
n

n∑
i=1

{f(Xi−1, ξi−1;Xi, ξi)− EQ[f(Xi−1, ξi−1;Xi, ξi)|Xi−1, ξi−1]} = 0

P− a.e., ω ∈ D(0). (42)

由 (38) 式知, 对任意 (x, θ) ∈ (χ,Θ), 有
∑

(y,α)

f(x, θ; y, α)P (x, θ; y, α) < ∞, 故对任意 i ≥ 1, 有

EQ[f(Xi−1, ξi−1;Xi, ξi)|Xi−1, ξi−1] < ∞, 因此可得

lim
n→∞

EQ[f(Xn, ξn;Xn+1, ξn+1)|Xn, ξn]
n

= 0, (43)

lim
n→∞

EQ[f(X0, ξ0;X1, ξ1)|X0, ξ0]
n

= 0. (44)

由 (42), (43) 和 (44) 式可得

lim
n→∞

{ 1
n

n∑
i=1

f(Xi−1, ξi−1;Xi, ξi)− 1
n

n∑
i=1

EQ[f(Xi, ξi;Xi+1, ξi+1)|Xi, ξi]} = 0,

P− a.e., ω ∈ D(0). (45)

令 f1(x, θ; y, α) = EQ[f(Xi, ξi;Xi+1, ξi+1)|Xi = y, ξi = α]. 易知 eα|x| 是凸函数, 利用条件期
望的 Jensen 不等式有

EQ[eα|f1(Xi−1,ξi−1;Xi,ξi)|] = EQ[eα|EQ[f(Xi,ξi;Xi+1,ξi+1)|Xi,ξi]|]

≤ EQ[EQ[eα|f(Xi,ξi;Xi+1,ξi+1)||Xi, ξi]] = EQ[eα|f(Xi,ξi;Xi+1,ξi+1)|] < ∞.
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易知 g(x) = x2eα|x| 也是一个凸函数, 由 (39) 式和条件期望的 Jensen 不等式, 有

lim
n→∞

1
n

n∑
i=1

EQ[f2
1 (Xi−1, ξi−1;Xi, ξi)eα|f1(Xi−1,ξi−1;Xi,ξi)||Xi−1, ξi−1]

= lim
n→∞

1
n

n∑
i=1

EQ[g(f1(Xi−1, ξi−1;Xi, ξi))|Xi−1, ξi−1]

= lim
n→∞

1
n

n∑
i=1

EQ[g(EQ[f(Xi, ξi;Xi+1, ξi+1)|Xi, ξi]|Xi−1, ξi−1)]

≤ lim
n→∞

1
n

n∑
i=1

EQ[EQ[g(f(Xi, ξi;Xi+1, ξi+1))|Xi, ξi]|Xi−1, ξi−1]

= lim
n→∞

1
n

n∑
i=1

EQ[g(f(Xi, ξi;Xi+1, ξi+1))|Xi−1, ξi−1]

= lim
n→∞

1
n

n∑
i=1

EQ[f2(Xi, ξi;Xi+1, ξi+1)eα|f(Xi,ξi;Xi+1,ξi+1)||Xi−1, ξi−1]

≤ τ.

因此 f1(Xi−1, ξi−1;Xi, ξi) 满足定理 1 的条件 (14) 和 (15), 故由定理 1 可得

lim
n→∞

1
n

n∑
i=1

{f1(Xi−1, ξi−1;Xi, ξi)− EQ[f1(Xi−1, ξi−1;Xi, ξi)|Xi−1, ξi−1]}

= 0, P− a.e., ω ∈ D(0). (46)

注意到

EQ[f1(Xi−1, ξi−1;Xi, ξi)|Xi−1, ξi−1] = EQ[EQ[f(Xi, ξi;Xi+1, ξi+1)|Xi, ξi]|Xi−1, ξi−1]

= EQ[f(Xi, ξi;Xi+1, ξi+1)|Xi−1, ξi−1], (47)

由 (46) 和 (47) 式可得

lim
n→∞

1
n

n∑
i=1

{EQ[f(Xi, ξi;Xi+1, ξi+1)|Xi, ξi]− EQ[f(Xi, ξi;Xi+1, ξi+1)|Xi−1, ξi−1]}

= 0, P− a.e., ω ∈ D(0). (48)

由 (43) 和 (44) 式, 有

lim
n→∞

1
n

n∑
i=1

{EQ[f(Xi, ξi;Xi+1, ξi+1)|Xi, ξi]− EQ[f(Xi+1, ξi+1;Xi+2, ξi+2)|Xi, ξi]}

= 0, P− a.e., ω ∈ D(0). (49)

由 (45) 和 (49) 式, 有

lim
n→∞

1
n

n∑
i=1

{f(Xi−1, ξi−1;Xi, ξi)− EQ[f(Xi+1, ξi+1;Xi+2, ξi+2)|Xi, ξi]}

= 0, P− a.e., ω ∈ D(0). (50)
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由归纳可知, 对任意正整数 h, 有

lim
n→∞

1
n

n∑
i=1

{f(Xi−1, ξi−1;Xi, ξi)− EQ[f(Xi+h, ξi+h;Xi+h+1, ξi+h+1)|Xi, ξi]}

= 0, P− a.e., ω ∈ D(0). (51)

因为 P 是强遍历的, 且 π 是由 P 决定的唯一平稳分布, 则

∣∣∣∣
1
n

n∑
i=1

EQ[f(Xi+h, ξi+h;Xi+h+1, ξi+h+1)|Xi, ξi]−
∑

(x,θ)

π(x, θ)
∑

(y,α)

f(x, θ; y, α)P (x, θ; y, α)
∣∣∣∣

=
∣∣∣∣
1
n

n∑
i=1

∑

(x,θ)

∑

(y,α)

f(x, θ; y, α)P (x, θ; y, α)P (h)(Xi, ξi;x, θ)

−
∑

(x,θ)

π(x, θ)
∑

(y,α)

f(x, θ; y, α)P (x, θ; y, α)
∣∣∣∣

=
∣∣∣∣
1
n

n∑
i=1

∑

(x,θ)

∑

(y,α)

∑
l

δl(Xi)
∑

k

δk(ξi)f(x, θ; y, α)P (x, θ; y, α)P (h)(l, k;x, θ)

−
∑

(x,θ)

π(x, θ)
∑

(y,α)

f(x, θ; y, α)P (x, θ; y, α)
∣∣∣∣

=
∣∣∣∣
1
n

∑
l

δl(Xi)
∑

k

δk(ξi)
∑

(x,θ)

∑

(y,α)

f(x, θ; y, α)P (x, θ; y, α)[P (h)(l, k;x, θ)− π(x, θ)]
∣∣∣∣

≤ sup
(x,θ)

∑

(y,α)

∣∣f(x, θ; y, α)
∣∣ · P (x, θ; y, α) · sup

(l,k)

∑

(x,θ)

∣∣P (h)(l, k;x, θ)− π(x, θ)
∣∣

→ 0 (h →∞). (52)

由 (51) 和 (52) 式可知, (41) 式成立.

3 Shannon-McMillan 定理

fn(ω) 在某种意义下收敛于常数 (L1 收敛, 依概率收敛, a.e. 收敛), 在信息论中称为
Shannon-McMillan 定理或熵定理或称为信源的渐近等分性 (AEP). Shannon[22] 首先研究了

有限字母集上的平稳遍历信源依概率收敛的渐近等分性; McMillan[23] 和 Breiman[24] 分别

证明有限字母集上的平稳遍历信源 L1 收敛和 a.e. 收敛的渐近等分性; 钟开莱 [25] 研究了

字母集为可列的情况; 刘文和杨卫国 [26,27] 给出了一类非齐次马氏信源的渐近等分性以及

m 阶非齐次马氏信源的渐近等分性. 本节我们将研究单无限马氏环境下可列齐次马氏链的
Shannon-McMillan 定理.
定定定理理理 3 设 {(Xn, ξn), n ≥ 0} 是取值于可数状态空间 (χ×Θ) 的随机变量序列. 设 P 是

强遍历的, 且 π 是由 P 决定的唯一平稳分布. 若

sup
(x,θ)

∑

(y,α)

P
1
2 (x, θ; y, α) ln2 P (x, θ; y, α) < ∞, (53)
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sup
(x,θ)

∑

(y,α)

P (x, θ; y, α)| lnP (x, θ; y, α)| < ∞, (54)

则

lim
n→∞

fn(ω) = −
∑

(x,θ)

∑

(y,α)

π(x, θ)P (x, θ; y, α) lnP (x, θ; y, α), P− a.e., ω ∈ D(0). (55)

证证证 由 (53) 式可得 sup
(x,θ)

∑
(y,α)

P
1
2 (x, θ; y, α) < ∞ 成立 (详细证明见附录). 在定理 2 中令

α = 1
2
, f(x, θ; y, α) = lnP (x, θ; y, α), 则可得

EQ[e
1
2 | ln P (Xi−1,ξi−1;Xi,ξi)||Xi−1, ξi−1] =

∑

(y,α)

P (Xi−1, ξi−1; y, α)−
1
2 P (Xi−1, ξi−1; y, α)

=
∑

(y,α)

P (Xi−1, ξi−1; y, α)
1
2 < ∞. (56)

因此有

EQ[e
1
2 | ln P (Xi−1,ξi−1;Xi,ξi)|] = EQ[EQ[e

1
2 | ln P (Xi−1,ξi−1;Xi,ξi)||Xi−1, ξi−1]] < ∞. (57)

又

EQ[ln2 P (Xi−1, ξi−1;Xi, ξi)e
1
2 | ln P (Xi−1,ξi−1;Xi,ξi)||Xi−1 = x, ξi−1 = θ]

=
∑

(y,α)

ln2 P (x, θ; y, α)e
1
2 | ln P (x,θ;y,α)|P (x, θ; y, α)

< sup
(x,θ)

∑

(y,α)

ln2 P (x, θ; y, α)P
1
2 (x, θ; y, α) < ∞, (58)

类似于 (58) 式的讨论, 可得

EQ[ln2 P (Xi, ξi;Xi+1, ξi+1)e
1
2 | ln P (Xi,ξi;Xi+1,ξi+1)||Xi−1 = x, ξi−1 = θ] < ∞. (59)

由 (57),(58) 和 (59) 式易知当 f(x, θ; y, α) = lnP (x, θ; y, α) 时满足定理 2 的条件, 故可得

lim
n→∞

1
n

n∑
i=1

lnP (Xi−1, ξi−1;Xi, ξi)

=
∑

(x,θ)

π(x, θ)
∑

(y,α)

lnP (x, θ; y, α)P (x, θ; y, α) P− a.e., ω ∈ D(0). (60)

又

h(P|Q) = 0 P− a.e., ω ∈ D(0), (61)

则

lim
n→∞

1
n

ln
p(
−→
Xn

0 ,
−→
ξn
0 )

q(X0)
n∑

i=1

P (Xi−1, ξi−1;Xi, ξi)
= 0, P− a.e., ω ∈ D(0). (62)
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因此可得

lim
n→∞

1
n

{
ln p(

−→
Xn

0 ,
−→
ξn
0 )− 1

n

n∑
i=1

lnP (Xi−1, ξi−1;Xi, ξi)
}

= 0, P− a.e., ω ∈ D(0). (63)

由 (2),(60) 和 (63) 知 (55) 式成立.
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Abstract: In this paper, we study a small deviation theorem of Markov chains in single-

infinite Markovian environment on countable state space. Firstly, the definitions of Markov chain

in single-infinite Markovian environment and the concept of the sample divergence distance are

given. Then, by constructing non-negative martingale, we establish a class of small deviation

theorems in single-infinite Markovian environment on countable state space. Meanwhile, the

strong law of large numbers and Shannon-McMillan theorem in single-infinite random environment

on countable state space are obtained.

Keywords: Markovian environment; Markov chains; Shannon-McMillan theorem; small

deviation theorems

2010 MR Subject Classification: 60F15; 60J10

附录

命命命题题题 令
∞∑

i=1

ai = 1, (0 < ai < 1). 若
∞∑

i=1

a
1
2
i ln2 ai < ∞, 则

∞∑
i=1

a
1
2
i < ∞ 成立.

证证证 不失一般性, 我们假设 a1 > a2 > ..., 则存在一个正整数 N , 使得当 i > N , 有
ai < 1

3
. 易知当 i > N , 有 ln2 ai > 1. 因此得到

∑
i>N

a
1
2
i ln2 ai >

∑
i>N

a
1
2
i . 再由正项级数的比较

判别法知,
∞∑

i=1

a
1
2
i < ∞.


