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摘要: 本文研究了平面调和映射的可积拟共形延拓问题. 利用经典的共形映射的拟共形延拓方

法和调和映射的性质, 获得了一些条件使得调和映射可以拟共形延拓至整个平面且其复伸缩商关于双

曲度量是 p 次可积的, 推广了解析单叶函数的相关结果.
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1 引言

用 ∆ = {z : |z| < 1} 表示全平面 C 上的单位圆盘, 用 S1 = {z ∈ C : |z| = 1} 表示单位
圆周. 如果单位圆∆ 内一个复值函数 f 满足
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单位圆 ∆ 内的调和映射 f 具有标准的分解 f = h + g, 其中 h 和 g 在 ∆ 内解析且
g(0) = 0. 通过 Lewy 定理 (见文献 [1,2]), 知道 f 是局部单叶的当且仅当 f 的雅可比行列

式 Jf = |h′|2 − |g′|2 在单位圆 ∆ 内不为零. 因此, 如果 f 在单位圆内是局部单叶的, 则或者
Jf > 0, 或者 Jf < 0. 如果雅可比行列式 Jf > 0, 称 f 是保向的; 如果 Jf < 0, 则称其是反向
的. 对于一个保向的局部单叶调和映射 f , ωf = g′

h′ 是单位圆内的一个解析函数且 |ωf | < 1,
称之为 f 的第二复伸缩商.
设 f 是区域 Ω 上一个保向同胚, k 是一个实数且 0 ≤ k < 1, 如果 f 在 Ω 内的水平和垂

直线上是绝对连续的, 且满足下列方程

fz̄(z) = µ(z)fz(z),
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则称 f 是 Ω 内的一个 k- 拟共形映射, 其中 µ(z) 被称为 f 复伸缩商且 ‖µ‖∞ ≤ k < 1. 0- 拟
共形映射是共形映射. f 的第二复伸缩商定义为 ωf = fz̄/fz. 注意到 |ωf | = |µf |, 所以 f 是

拟共形映射当且仅当 |ωf | ≤ k < 1 (见文献 [3,4]).
设 ϕ 是 ∆ 内的局部单叶解析函数, 它的 pre-Schwarian 导数 Pϕ 和 Schwarian 导数 Sϕ

定义为

Sϕ = P ′
ϕ −

1
2
P 2

ϕ, Pϕ =
ϕ′′

ϕ′
. (1.1)

Nehari 在文献 [5] 中证明如果∆ 内的局部单叶解析函数 ϕ 满足

|Sϕ(z)|(1− |z|2)2 ≤ 2, (1.2)

则 ϕ 在∆ 内单叶. 后来, Ahlfors 和Weil 在文献 [6] 中将这一结果推广, 他们证明如果局部单
叶解析函数 ϕ 满足

|Sϕ(z)|(1− |z|2)2 ≤ 2t, (1.3)

这里 0 ≤ t < 1, 则 ϕ 在 ∆ 内单叶且可以 t- 拟共形延拓至全平面 C.
利用 pre-Schwarzian 导数, Becker 在文献 [7] 中证明如果单位圆内的局部单叶解析函数

ϕ 满足

|Pϕ(z)|(1− |z|2) ≤ k < 1, (1.4)

那么 ϕ 在 ∆ 内单叶且可以拟共形延拓至整个复平面 C. Ahlfors 在文献 [8] 中具体构造这样
一个拟共形映射.

Hernández 和Martin 在文献 [9] 和 [10] 中将这些结果推广至调和映射. 为了陈述他们的
结果, 首先叙述一些定义和记号.
设 f 是单位圆 ∆ 内一个局部单叶调和映射, 具有标准分解 f = h + g, 它的 pre-

Schwarzian 导数 P H
f 定义为

P H
f = (log(Jf ))z =

h′′

h′
− ωω′

1− |ω|2 , (1.5)

这里 ω 是 f 的第二复伸缩商. 它的 Schwarzian 导数 SH
f 定义为

SH
f = Sh +

ω̄

1− |ω|2
(

h′′

h′
ω′ − ω′′

)
− 3

2

(
ω̄ω′

1− |ω|2
)2

. (1.6)

见文献 [11]. 容易看出, 如果 f 是解析函数, 则 ω = 0, 所以 P H
f 和 SH

f 的定义与 (1.1) 的定义
是一致的 (见文献 [11]).

Hernández 和Martin 在文献 [9] 中证明下列结果
定理 HM1 (见文献 [9]) 设 f = h + g 是单位圆内的一个保向局部单叶调和映射且

‖ω‖∞ < 1. 如果对所有的 z ∈ ∆,

|P H
f (z)|(1− |z|2) +

|ω′(z)(1− |z|2)|
1− |ω(z)|2 ≤ k < 1, (1.7)

其中 k 满足

k <
1− ‖ω‖∞
1 + ‖ω‖∞ , (1.8)
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则 f 在 ∆ 内单叶且可以拟共形延拓至整个复平面 C.
借助于 f 的 Schwarzian 导数, 他们在文献 [10] 中也得到如下结果.
定理 HM2 (见文献 [10]) 设 f = h + g 是单位圆内的一个保向局部单叶调和映射且

‖ω‖∞ < 1. 则存在常数 δ0 > 0, 使得若对所有的 z ∈ ∆,

|SH
f (z)|(1− |z|2)2 ≤ δ0t, (1.9)

则 f 是单叶的并且可以拟共形延拓至整个复平面 C, 这里 0 ≤ t < 1.
称一个单连通区域 Ω 是一个拟圆, 如果存在全平面 C 到自身的拟共形映射, 使得 Ω 是单

位圆在这个映射下的像. 郭辉引入可积Teichmüller空间并且证明了下列结果
定理 G (见文献 [12]) 设 2 ≤ p, ϕ 是单位圆∆ 到拟圆 Ω 的共形映射. 则下列陈述等价

A1
∫∫

∆
|Pϕ(z)|p(1− |z|2)p−2dxdy < ∞;

A2
∫∫

∆
|Sϕ(z)|p(1− |z|2)2p−2dxdy < ∞;

A3 共形映射 ϕ 可以拟共形延拓至整个复平面 C 使得它的复伸缩商 µ 满足

∫∫

∆∗

|µ(z)|p
(|z|2 − 1)2

dxdy < ∞.

这里指出, 当 p = 2 时, 所对应的Teichmüller空间由崔贵珍在文献 [13] 中引进, 这一
空间被称为 Weil-Petersson Teichmüller空间, 它在数学和物理中都有重要应用. 关于可
积Teichmüller空间的更多结果, 请参见文献 [14–17].
自然的问题是, 对于调和映射, 是否也有对应于定理G 的结果？在文献 [18] 中, 作者证明

了以下定理.
定理 TF 设 f = h + g 是单位圆内的一个保向局部单叶调和映射, 满足 (1.7) 式, 其中

k 满足 (1.8) 式, 且 ∫∫

∆

|ω(z)|2
(1− |z|2)2 dxdy < ∞, ‖ω‖∞ < 1. (1.10)

如果 ∫∫

∆

|Ph(z)|2dxdy < ∞,

则调和映射 f 在单位圆内单叶且可以拟共形延拓至整个复平面 C 使得它的复伸缩商 µ 满足

∫∫

∆∪∆∗

|µ(z)|2
(|z|2 − 1)2

dxdy < ∞. (1.11)

本文进一步研究这一问题, 主要结果如下
定理 1 设 2 ≤ p, f = h + g 是单位圆内的一个保向局部单叶调和映射, 满足 (1.7) 式,

其中 k 满足 (1.8) 式, 且
∫∫

∆

|ω(z)|p
(1− |z|2)2 dxdy < ∞, ‖ω‖∞ < 1. (1.12)

则下列陈述等价
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B1
∫∫

∆
|P H

f (z)|p(1− |z|2)p−2dxdy < ∞;

B2
∫∫

∆
|SH

f (z)|p(1− |z|2)2p−2dxdy < ∞.

此外, 如果条件 B1 或者 B2 满足, 则调和映射 f 在单位圆内单叶且可以拟共形延拓至整个

复平面 C 使得它的复伸缩商 µ 满足
∫∫

∆∪∆∗

|µ(z)|p
(|z|2 − 1)2

dxdy < ∞. (1.13)

不知道定理 1 的第二个论断的反向是否成立. 由定理 G 知道, 当 f 是共形映射时, 反向
是成立的.

2 定理 1 的证明

本节将证明定理 1.
首先证明 B1 ⇔ B2. 因为 f = h + g 是单位圆内的一个保向局部单叶调和映射,

满足 (1.7) 式, 其中 k 满足 (1.8) 式, 由文献 [9] 中的定理 2 可知 f 可以单叶的延拓至

∆̄ = {z ∈ C : |z| ≤ 1}, 记其为 f∗, 并且函数 h 是共形映射. 所以由共形映射理论, 有

sup
z∈∆

∣∣∣∣
h′′(z)
h′(z)

∣∣∣∣ (1− |z|2) ≤ 6 (2.1)

(见文献 [2,19]). 根据调和映射的 Schwarzian 导数的定义, 有

|Sh(z)|p ≤ 4p

(
|SH

f (z)|p +
∣∣∣∣

ω̄ω′

1− |ω|2
∣∣∣∣
p ∣∣∣∣

h′′(z)
h′(z)

∣∣∣∣
p

+
∣∣∣∣

ω̄ω′′

1− |ω|2
∣∣∣∣
p

+
3p

2p

∣∣∣∣
ω̄ω′

1− |ω|2
∣∣∣∣
2p

)
. (2.2)

因为 f 满足 (1.7) 式, 所以

sup
z∈∆

|ω′(z)|(1− |z|2)
1− |ω(z)|2 ≤ k, (2.3)

其中 k 满足 (1.8) 式. 于是由 (2.2) 式和 (2.3) 式, 推出
∫∫

∆

∣∣∣∣
ω̄ω′

1− |ω|2
∣∣∣∣
p ∣∣∣∣

h′′(z)
h′(z)

∣∣∣∣
p

(1− |z|2)2p−2dxdy ≤ 6pkp

∫∫

∆

|ω(z)|p
(1− |z|2)2 dxdy. (2.4)

注意到 ω 是单位圆∆ 到自身的解析映射, 由文献 [20] 中的结果可知存在常数 C > 0, 使得

sup
z∈∆

|ω′′(z)|(1− |z|2)2
1− |ω(z)|2 ≤ C sup

z∈∆

|ω′(z)|(1− |z|2)
1− |ω(z)|2 . (2.5)

由此可以推出
∫∫

∆

∣∣∣∣
ω̄ω′′

1− |ω|2
∣∣∣∣
p

(1− |z|2)2p−2dxdy ≤ Cpkp

∫∫

∆

|ω(z)|p
(1− |z|2)2 dxdy. (2.6)

注意到 ‖ω‖∞ < 1, 由 (2.3) 式也可以推出
∫∫

∆

∣∣∣∣
ω̄ω′

1− |ω|2
∣∣∣∣
2p

(1− |z|2)2p−2dxdy ≤ k2p

∫∫

∆

|ω(z)|p
(1− |z|2)2 dxdy. (2.7)
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所以如果 S2 成立, 则由 (1.12), (2.2), (2.4), (2.6) 以及 (2.7) 式, 可以推出
∫∫

∆

|Sh(z)|p(1− |z2|)2p−2dxdy < ∞. (2.8)

又因为 h 是共形映射, 由定理 G, 知道 (2.8) 式等价于
∫∫

∆

|Ph(z)|p(1− |z2|)p−2dxdy < ∞. (2.9)

根据 pre-Schwarzian 导数的定义可知

∣∣P H
f (z)

∣∣p (1− |z|2)p−2 ≤ 2p |Ph(z)|p (1− |z|2)p−2 + 2pkp |ω(z)|p
(1− |z|2)2 . (2.10)

由 (2.9) 和 (1.12) 式, 推出
∫∫

∆

|P H
f (z)|p(1− |z2|)p−2dxdy < ∞.

反之, 假定 S1 成立. 由定义得到

|Ph(z)|p (1− |z|2)p−2 ≤ 2p
∣∣P H

f (z)
∣∣p (1− |z|2)p−2 + 2p |ω(z)|p

(1− |z|2)2
|ω′|p(1− |z|2)p

(1− |ω|2)p
. (2.11)

由 (1.12), (2.11) 和 (2.3) 式, 推出 (2.9) 式成立. 又根据定理 G, 有 (2.8) 式成立. 所以再次由
f 的 Schwarzian 导数的定义, 得到

|SH
f (z)|p ≤ 4p

(
|Sh(z)|p +

∣∣∣∣
ω̄ω′

1− |ω|2
∣∣∣∣
p ∣∣∣∣

h′′(z)
h′(z)

∣∣∣∣
p

+
∣∣∣∣

ω̄ω′′

1− |ω|2
∣∣∣∣
p

+
3p

2p

∣∣∣∣
ω̄ω′

1− |ω|2
∣∣∣∣
2p

)
. (2.12)

于是由 (2.4), (2.6), (2.7) 和 (2.8) 式, 得到
∫∫

∆

|SH
f (z)|p(1− |z2|)2p−2dxdy < ∞.

因此完成了 S1 ⇔ S2 的证明.
接下来证明定理 1 的第二部分. 不妨假定 S1 成立. 则由文献 [9] 的定理 2, 知道 f 在 ∆

内单叶且可以由下列公式拟共形延拓至整个复平面

F (z) =

{
f∗(z), |z| ≤ 1,

f
(

1
z̄

)
+ U

(
1
z̄

)
, |z| > 1,

其中

U(z) =
h′(z) (1− |z|2)

z̄
+

g′(z) (1− |z|2)
z

, z ∈ ∆\{0}.

现在证明拟共形映射 F 的复伸缩商 µF 满足要求. 事实上, 如果 |w| < 1, 则有 |µF (w)| =
|ω(w)|. 所以由条件 (1.12), 得到

∫∫

∆

|µ(w)|p
(1− |w|2)2 dudv < ∞. (2.13)
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现在假定 |w| > 1, 令 z = 1
w̄

. 通过直接的计算, 得到

Fw = fz(
1
w̄

)
∂z

∂w̄
+ Uz(

1
w̄

)
∂z

∂w̄
和 Fw = fz̄(

1
w̄

)
∂z̄

∂w
+ Uz(

1
w̄

)
∂z̄

∂w
.

所以有

|µF (w)| =
∣∣∣∣
fz(z) ∂z

∂w̄
+ Uz(z) ∂z

∂w̄

fz̄(z) ∂z̄
∂w

+ Uz(z) ∂z̄
∂w

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
z2 h′′(z)

h′(z)
(1− |z|2)− zω(z)h′(z)

h′(z)

z2 g′′(z)
h′(z)

(1− |z|2)− z̄ h′(z)
h′(z)

∣∣∣∣∣∣

≤

∣∣∣h′′(z)
h′(z)

∣∣∣ (1− |z|2) + |ω(z)|

1−
∣∣∣ g′′(z)

h′(z)

∣∣∣ (1− |z|2)
. (2.14)

通过直接的计算, 也得到

g′′(z)
h′(z)

(
1− |z|2) = ω(z)Pf (z)

(
1− |z|2) +

ω′(z) (1− |z|2)
1− |ω(z)|2 .

注意到 ‖ω‖∞ < 1, 推出

1−
∣∣∣∣
g′′(z)
h′(z)

(
1− |z|2)

∣∣∣∣ ≥ 1− k. (2.15)

所以由 (2.14) 和 (2.15) 式, 通过变量替换 z = 1
w̄

, 得到

∫∫

∆∗

|µF (w)|p
(|w|2 − 1)2

dudv ≤ 2p

(1− k)p

∫∫

∆∗

∣∣∣h′′( 1
w̄ )

h′( 1
w̄ )

∣∣∣
p (

1− | 1
w̄
|2)p

+ |ω( 1
w̄

)|p

(|w|2 − 1)2
dudv

≤ 2p

(1− k)p

∫∫

∆

∣∣∣∣
h′′(z)
h′(z)

∣∣∣∣
p

(1− |z|2)p−2dxdy

+
2p

(1− k)p

∫∫

∆

|ω(z)|p
(1− |z|2)2 dxdy

< ∞. (2.16)

定理 1 证毕.
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INTEGRABLE QUASICONFORMAL EXTENSION OF HARMONIC

MAPPINGS
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Abstract: In this paper, we study the integrable quasiconformal extension of harmonic

mappings in the plane. By using the classical method of quasiconformal extension of conformal

mapping and some properties of harmonic mappings, we obtain some conditions to ensure the

harmonic mapping can be quasiconformally extended to the whole complex plane so that its

complex dilatation is p integrable with respect to the hyperbolic metric. These results generalize

the related results of univalent analytic functions.
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Schwarzian derivative
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