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摘要: 本文研究了中高纬度含有完整 Coriolis 力的准地转位涡方程问题. 利用时空伸缩变换方

法, 获得了描述 Rossby 波的振幅形态满足非齐次 mKdV-Burgers 方程的结论. 方程的近似解表明, 弱

地形效应对 Rossby 波的振幅产生强迫作用, 并推广了文献 [12] 中的结果.
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1 引言

地球旋转对地球流体中波的产生有及其重要的作用, 其中在大气海洋领域中它的作用也
是显而易见. Rossby 波同样与地球旋转是密不可分. 国内外学者从不同角度出发对 Rossby
波的特性进行研究 [1−5]. 大气千变万化, 大气运动可以被一系列基本原始方程所描述, 如有连
续方程、运动方程、能量方程. 自从 Long 开创性用 KdV 方程来描述较为理想状态正压流体
中的 Rossby 波的振幅演变规律后 [6]. 许多学者分析诱导与加强大气运动中 Rossby 波会受
到 beta 效应、地形强迫、耗散和外源、基本流的切变效应、地形缓变效应以及行星波与天气
波的相互作用等因素的影响 [7−9]. 其中在分析 Rossby 波振幅特性的过程中, 通常从准地砖
位涡方程出发来进行研究. Dellar 等 [10] 利用变分原理推导含有完整 Coriolis 力作用的准地
转位涡方程. 在 2010 年, 他们 [11] 扩展了这项工作, 并导出了具有完整 Coriolis 力的方程来
描述无粘、不可压缩流体的多层流体背景下的 Roosby 波的流动. 尹晓军从含有完整 Coriolis
力的准地转位涡方程出发 [12], 推导出了 mKdV-Burgers 方程, 进一步阐述了 Rossby 波的振
幅演变规律会受到地球旋转水平分量、beta 效应以及强耗散三个因素的影响. 杨红卫从基本
方程出发, 推到出分数阶 BDO 方程去描述 Rossby 波的振幅演变规律 [13]. 关于完整 Coriolis
力相关报道, 见文献 [14− 16]. 但是我们发现上述文献都没有讨论中高纬度 Rossby 波的波动
形态, 实际上极端的天气现象 (气旋、反气旋、寒潮等) 主要发生在中高纬度地区, 极大的影
响了人们的生活. 另一方面, 由于描述波的波动形态是一系列微分方程, 因此寻找微分方程的
解析解或者孤立波解近年来得到了迅速发展. 如吕兴等应用双线性变换求解了 (3+1) 维非线
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性演变方程以及 Boussinesq 方程的各种精确解以及多孤立子解 [17−18]. 再比如 Jacobi 椭圆
函数展开法 [19], 同伦摄动法 [20], Bäcklund 变换法 [21] 等.
本文主要对受到完整科里奥利力、地形效应、耗散和外源强迫共同作用的准地转位涡

方程进行研究. 首先对准地转位涡方程所表示的大尺度问题作了无量纲变换; 然后把流函数
分为基本流函数和扰动流函数两部分, 在色散和非线性之间平衡的条件下, 通过作时空伸
缩变换和摄动展开法推导出弱地形作用下的非齐次 mKdV-Burgers 方程, 阐述科里奥利力
对方程齐次项系数产生影响, 所得的弱地形效应影响到方程中强迫项; 最后对得到的非齐次
mKdV-Burgers 方程应用简化的微分变化法和Maple 数学软件进行了近似求解, 并且对一种
特定 Rossby 波的振幅进行图形模拟后发现, Rossby 波的振幅随时间在逐渐增大, Rossby 波
的波峰与波谷出现的经度位置随时间没有明显改变.

2 非齐次mKdV-Burgers 方程的推导过程

考虑含有完整科氏力以及带有耗散和外源的准地转位涡方程:

(
∂

∂t
− ∂φ

∂y

∂

∂x
+

∂φ

∂x

∂

∂y
)[∇2φ + β(y)y +

f0

H
B(x, y)− fH

∂B

∂y
] = −µ0∇2φ + Q, (2.1)

其中 φ(x, y, t) 表示总的流函数, x、y、t 分别表示经度和纬度变量以及时间变量, ∇2φ =
∂2φ
∂x2 + ∂2φ

∂y2 , f = f0 + β(y)y 和 fH 分别表示科里奥利力的垂直分量和水平分量, 且 f0 和 fH 为

常数, H 表示垂直尺度, B(x, y) 表示底地形函数, µ0∇2φ 表示耗散, µ0 表示耗散强度, Q 表

示外源. 侧边界条件满足的刚壁条件

∂φ

∂x
= 0, y = y1, y = y2. (2.2)

方程 (2.2) 中 y = y1, y = y2 分别表示地球南北方向的边界.
首先通过无量纲化方程 (2.1) 和 (2.2) 变为

(
∂

∂t
− ∂φ

∂y

∂

∂x
+

∂φ

∂x

∂

∂y
)[∇2φ + β(y)y + B(x, y)− λδ

∂B

∂y
] = −µ∇2φ + Q, (2.3)

∂φ

∂x
= 0, y = 0, y = 1. (2.4)

引入两个无量纲参数 δ = H
L0

, δ 表示形态比. λ = fH

f0
. 其中 L0 表示水平尺度. 假设总的流函

数 φ(x, y, t) 是由基本流函数和扰动流函数两部分构成, 即

φ(x, y, t) = −
∫ y

0

[u(s)− c0]ds + εφ′(x, y, t), (2.5)

把 (2.5) 式代入到方程 (2.3) 中得

ε[
∂

∂t
+ (U − c0)

∂

∂x
]∇2φ′ + εp(y)

∂φ′

∂x
+ εJ [φ′, B] + ε2J [φ′,∇2φ′]− λδεJ [φ′,

∂B

∂y
]

−λδ(U − c0)
∂2B

∂y∂x
+ (U − c0)

∂B

∂x
= −µε∇2φ′ + µU ′ + Q, (2.6)
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其中 p(y) = [β(y)y]′ − U ′′, J [E, F ] = ∂E
∂x

∂F
∂y
− ∂E

∂y
∂F
∂x

. 为了色散和非线性之间达到平衡, 令

µ = ε3µ̂, Q = −µU ′, (2.7)

把变换 (2.7) 式代入到 (2.6) 式得

ε[
∂

∂t
+ (U − c0)

∂

∂x
]∇2φ′ + εp(y)

∂φ′

∂x
+ εJ [φ′, B] + ε2J [φ′,∇2φ′]− λδεJ [φ′,

∂B

∂y
]

− λδ(U − c0)
∂2B

∂y∂x
+ (U − c0)

∂B

∂x
= −µ̂ε4∇2φ′, (2.8)

为了讨论非线性长波, 可作时空伸缩变换, 即 Gardner-Morikawa 变换

X = εx, T = ε3t, (2.9)

其中 X, T 分别为经度和时间的缓变量, 同时由变换 (2.9) 得

∂

∂x
= ε

∂

∂X
,

∂

∂t
= ε3 ∂

∂T
. (2.10)

把变换 (2.9) 和 (2.10) 代入到方程 (2.8) 中得

ε4 ∂G

∂T
+ ε3J [φ′, G] + ε2{(U − c0)

∂G

∂X
+

∂φ′

∂X
p(y) + J [φ′, B] + λδJ [

∂B

∂y
, φ′]}

+ ε(U − c0)(
∂B

∂X
− λδ

∂2B

∂y∂X
) = −µ̂ε4G, (2.11)

其中 G = (ε2 ∂2φ′

∂X2 + ∂2φ′

∂y2 ), J [E, F ] = ∂E
∂X

∂F
∂y
− ∂E

∂y
∂F
∂X

. 假设底地形函数

B(x, y) = εih(X, y), (2.12)

把 (2.12) 式代入 (2.11) 式中得

ε2 ∂G

∂T
+ εJ [φ′, G] + (U − c0)

∂G

∂X
+

∂φ′

∂X
p(y) + εiJ [φ′, h] + λδεiJ [

∂h

∂y
, φ′]

+ εi−1(U − c0)(
∂h

∂X
− λδ

∂2h

∂y∂X
) = −µ̂ε2G, (2.13)

通过后续 (2.17), (2.21), (2.24) 式分析得

i = 3. (2.14)

从而底地形函数 B(x, y) = ε3h(X, y), 因为科氏参数 ε¿1, 所以底地形函数 B(x, y) 表示相对
非常小的量, 即为弱地形作用. 进一步方程 (2.13) 可变为

ε2 ∂G

∂T
+ εJ [φ′, G] + (U − c0)

∂G

∂X
+

∂φ′

∂X
p(y) + ε3J [φ′, h] + λδε3J [

∂h

∂y
, φ′]

+ ε2(U − c0)(
∂h

∂X
− λδ

∂2h

∂y∂X
) = −µ̂ε2G. (2.15)
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下面采用摄动展开法. 首先设扰动流函数有如下的小参数展开式

φ′ = φ0(X, y, T ) + εφ1(X, y, T ) + ε2φ2(X, y, T ) + · · · . (2.16)

把方程 (2.16) 代入到方程 (2.15) 中, 通过比较 ε0 的系数得

o(ε0) : (U − c0)
∂

∂X

∂2φ0

∂y2
+

∂φ0

∂X
p(y) = 0. (2.17)

假设 φ0 具有下列形式的分离变量解

φ0 = A(X, T )Φ0(y), (2.18)

其中 A(X, T ) 表示 Rossby 波的振幅, 把方程 (2.18) 代入方程 (2.17) 中得 Φ0 满足

Φ′′0 +
p(y)

U − c0

Φ0 = 0, (2.19)

Φ0(0) = Φ0(1) = 0. (2.20)

由于函数 p(y) 的未知性, 所以从本征值问题 (2.19) 和 (2.20) 来确定本征函数 Φ0 和本征

值 c0 的精确解是比较困难. 为了确定 Rossby 波振幅 A(X, T ) 的数学演化模型, 继续比较 ε

的系数得

o(ε) : (U − c0)
∂3φ1

∂y2∂X
+ p(y)

∂φ1

∂X
= −∂φ0

∂X

∂3φ0

∂y3
+

∂φ0

∂y

∂3φ0

∂y2∂X
. (2.21)

假设 φ1 具有下列形式的分离变量解

φ1 = Ã(X, T )Φ1(y). (2.22)

把 (2.22) 式代入 (2.21) 式, 通过分析可以得到 Ã = 1
2
A2, 得 Φ1 满足

Φ′′1 +
p(y)

U − c0

Φ1 =
1

U − c0

[
p(y)

U − c0

]′Φ2
0. (2.23)

通过分析, 还不能从方程 (2.23) 中确定 Rossby 波振幅的演化规律所满足的数学模型, 需
要提高精度, 继续比较 ε2 的系数得

o(ε2) : (U − c0)
∂3φ2

∂y2∂X
+ p(y)

∂φ2

∂X
= −F, (2.24)

其中

F =
∂3φ0

∂y2∂T
+ (U − c0)

∂3φ0

∂X3
+ J [φ1,

∂2φ0

∂y2
] + J [φ0,

∂2φ1

∂y2
]

+ (U − c0)(
∂h

∂X
− λδ

∂2h

∂y∂X
) + µ̂

∂2φ0

∂y2
, (2.25)
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把 (2.18) 和 (2.22) 式代入 (2.25) 式中, 并利用 (2.19) 和 (2.23) 式得

F =[− p(y)
U − c0

∂A

∂T
+ (U − c0)

∂3A

∂X3
]Φ0 + (U − c0)(

∂h

∂X
− λδ

∂2h

∂h∂X
) + µ̂AΦ′′0

+ (Φ′′′0 Φ1 +
1
2
Φ0Φ′′′1 −

1
2
Φ′′0Φ′1 − Φ′0Φ

′′
1)A2 ∂A

∂X
. (2.26)

利用本征函数的正交性和消奇异条件

∫ 1

0

Φ0
F

U − c0

dy = 0, (2.27)

可以得到 Rossby 波的振幅满足下列非齐次mKdV-Burgers 方程

∂A

∂T
+ αA2 ∂A

∂X
+ β

∂3A

∂X3
+ γA =

dH1

dX
+ λδ

dH2

dX
, (2.28)

其中系数如下




I =
∫ 1

0

p(y)
(U − c0)2

Φ2
0dy,

α = − 1
2I

∫ 1

0

1
U − c0

{[ 1
U − c0

(
p(y)

U − c0

)y]yΦ4
0 − 3(

p(y)
U − c0

)yΦ2
0Φ1}dy,

β = −1
I

∫ 1

0

Φ2
0dy,

γ =
µ̂

I

∫ 1

0

Φ2
0p(y)

(U − c0)2
dy, H1 =

1
I

∫ 1

0

hΦ0dy, H2 = −1
I

∫ 1

0

Φ0
∂h

∂y
dy.

(2.29)

从方程组 (2.28) 和 (2.29) 中的 dH1
dX
和 λδ dH2

dX
可以看出底地形效应对方程起到了强迫作

用, 其中 γA 表示耗散的作用, 与标准 Burgers 方程中的 ∂2A
∂X2 具有相同的物理意义, 体现科里

奥利力的水平分量参数 λ 加强了地形的强迫作用. 因此方程 (2.28) 表明 Rossby 波的振幅满
足带有地形强迫的非齐次mKdV-Burgers 方程, 其中系数依赖于基本剪切流以及 β 效应.

3 求解非齐次mKdV-Burgers 方程

下面采用简化的微分变化法求解方程 (2.28). 假设方程 (2.28) 具有如下形式的解

A(X, T ) =
∞∑

j=0

Aj(X)T j . (3.1)

为书写简便, 同时方程 (2.28) 的非齐次项记为 g(X), 即

g(X) , dH1

dX
+ λδ

dH2

dX
. (3.2)

把 (3.1) 和 (3.2) 式代入到 (2.28) 式得

∞∑
j=1

jAjT
j−1 + α(

∞∑
j=0

AjT
j)2

∞∑
j=0

A′jT
j + β

∞∑
j=0

A′′′j T j + γ

∞∑
j=0

AjT
j = g. (3.3)
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分别比较 (3.3)式中 T 0, T 1, · · · , T j−1, · · · 前的系数得 T 0 : A1+αA2
0A

′
0+βA′′′0 +γA0 = g,

由此可得

A1 = g − αA2
0A

′
0 − βA′′′0 − γA0; (3.4)

T 1 : 2A2 + αA0(A0A
′
1 + 2A1A

′
0) + βA′′′1 + γA1 = 0, 由此可得

A2 = −αA0(A0A
′
1 + 2A1A

′
0) + βA′′′1 + γA1

2
; (3.5)

T j−1 : jAj + α(
l∑

k=0

AkAl−k)A′j−l−1 + βA′′′j−1 + γAj−1 = 0(j ≥ 2), 由此可得

Aj =
−α(

l∑
k=0

AkAl−k)A′j−l−1 − βA′′′j−1 − γAj−1

j
. (3.6)

把 (3.4)、(3.5) 和 (3.6) 式代入 (3.1) 式中, 可得方程 (2.28) 的解

A(X, T ) =A0 + (g − αA2
0A

′
0 − βA′′′0 − γA0)T

+
∞∑

j=2

−α(
l∑

k=0

AkAl−k)A′j−l−1 − βA′′′j−1 − γAj−1

j
T j . (3.7)

由 (3.4)、(3.5)、(3.6) 和 (3.7) 式得, 当系数 α、β、γ、A0 和 g(X) 确定后, 方程 (2.28) 的解也
就确定了, 即确定了 Rossby 波振幅的演化规律. 由 (3.1) 和 (3.7) 式得 A(X, T ) 的近似解 [7]

为

A = A0(X) + A1(X)T + A2(X)T 2. (3.8)

假设初始项 A0(X) = m sec hX 和非齐次项 g(X) = sin nX, 由递推关系 (3.4) 式和 (3.5) 式
应用Maple 数学软件得

A1(X) = sinnX + m sec hX[αm2 sec h2X tanhX − β tanhX(5− 6 tan h2X)− γ], (3.9)

A2(X) =α2m5 sec h5X(3 tan h2X − 0.5) (3.10)

+ αm3 sec h3X(78β tanh4X − 71β tanh2X − 2γ tanhX + 8β)

+ αm2 sec h2X(tanhX sinnX − 0.5n cos nX)

+ βm sec hX tanhX(360β tanh5X − 660β tanh3X − 6γ tanh2X + 331β tanhX + 5γ)

+ 0.5βn3 cos nX − 30.5β2m sec hX + 0.5γ2m sec hX − 0.5γ sinnX.

把 (3.9) 和 (3.10) 式代入 (3.8) 式中, 方程 (2.28) 的近似解就即可确定. 从 (3.4)、(3.5) 式和
(3.6) 式体现出弱地形效应会对方程解的系数 Aj(X), j ∈ N 均会产生影响. 进一步得出, 在正
压模式下底地形效应对 Rossby 波的振幅起主要作用.
依据初始项 A0(X) = m sec hX 和非齐次项 g(X) = sinnX, 通过 (3.9) 和 (3.10) 式方程

(2.28) 的近似解就可以完全确定. 当 α = 0.5, β = 1, γ = 1,m = 1, n = 0.5 时, 方程 (2.28) 的
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图 1 Rossby 波的振幅 图 2 三个不同时刻的 Rossby 波的振幅

近似解的图形如上. 从图 1 和图 2 可以看出: 这种模拟式 Rossby 波的振幅在随时间的改变
而振幅逐渐在增大. 波峰和波谷出现的经度位置随时间发生略微改变.

4 小结

本文从中高纬度含有完整 Coriolis 力的准地转位涡方程出发, 利用时空伸缩变换, 得到
了描述 Rossby 波的振幅形态满足的非齐次 mKdV-Burgers 方程. 在推导模型过程中, 发现
底地形函数 B(x, y) = ε3h(X, y), 因为这里考虑的是大尺度问题, 即 ε¿1 时, 所以底地形函
数就表示弱地形效应. 当底地形效应彻底消失的时候就是文献 [12] 的情形. 最后对非齐次
mKdV-Burgers 方程利用简化的微分变换法做近似求解, 对影响解的因素做出分析.
通过所得的分析结论, 可以看出在理想状态正压模式下底地形效应对 Rossby 波振幅影

响较大. 在大气海洋学中, 该结论为研究 Rossby 波在接近地球低层的振幅形态提供了理论依
据.
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INHOMOGENEOUS MKDV-BURGERS EQUATION UNDER WITH

COMPLETE CORIOLIS FORCE AND WEAK TOPOGRAPHY
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Abstract: In this paper, we study the problem of quasi geostrophic vortex equation with

complete Coriolis force in mid and high latitude. By means of space-time scaling transformation,

we obtain the conclusion of inhomogeneous mKdV-Burgers equation for describing the amplitude

form of Rossbywave. The approximate solution shows that the weak topographic effect forces the

amplitude of Rossbywave, which generalize the results in literature [12].
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