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摘要: 本文研究了基于核技巧的 L2,1 范数非负矩阵分解在图像聚类中的问题. 利用基于核的

稀疏鲁棒非负矩阵分解方法, 获得了算法良好的稀疏性和鲁棒性, 提高了聚类性能, 该方法也可以推广

到文本聚类的应用.

关键词: 非负矩阵分解; 核技巧; L2,1 范数; 稀疏性; 鲁棒性

MR(2010) 主题分类号: 91C20 中图分类号: O235

文献标识码: A 文章编号: 0255-7797(2019)03-0440-15

1 前言

非负矩阵分解 (Non-negative Matrix Factorization, 简写为 NMF) [1, 2] 是继 PCA (主成
分分析) [3]、ICA (独立成分分析) [4]、VQ (矢量量化)[5] 等矩阵分解方法之后提出的一种新的
矩阵分解方法. 近年来, NMF 算法引起了各个领域中科研人员的重视, 因为 NMF 的思想为
人类处理大规模数据提出了一种新方法, 且该方法相较于一些传统的方法而言, 具有实现简
便、易于存储、分解结果可解释的优点. NMF 是在一般的矩阵分解的基础上对矩阵添加了非
负的限制, 其基本思想可简单概括为: 给定一个非负数据矩阵, 试图找到两个非负低秩矩阵,
使得它们的乘积能够无限逼近原始非负数据矩阵. 标准 NMF [6] 是将 Frobenius 范数 (简记
为 F 范数) 作为目标函数, 计算起来很方便快捷, 但是它不能有效地处理存在于数据中的噪
音值和异常值点. 因此, 急需找到一个能够改善这些问题的非负矩阵分解新版本.
此前, 源于其对事物的局部特性有很好的解释, NMF 已经被广泛应用于很多领域. 比

如, 图像分析、文本数据和数据挖掘、语音处理、机器人控制、生物医学工程和化学工程, 此
外, NMF 算法在环境数据处理、信号分析与复杂对象的识别方面都有着很好的应用. 扩展的
NMF [7] 也在不断适应着各种各样的目标函数, 从而能够涉入不同的数据分析问题, 包括分
类、协同过滤和聚类等等.
聚类是特征学习和计算机视觉的最重要且具有挑战性的任务之一. 在过去的几十年里,

研究学者们为各种应用程序设计了许多聚类方法, 包括图像注释 [8]、图像检索 [9]、图像分类
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[10]、图像分割 [11]、数据挖掘 [12] 和图像索引 [13]. 然而, 对于图像聚类任务来说, 一个非常重
要的步骤是找到原始数据的有效表示. 为此, 不同的研究人员做了大量的工作, 他们通常强调
挖掘原始数据的内在结构信息, 并使新的表示更具辨别性. 传统的聚类已经比较成功的解决
了低维数据的聚类问题. 但是由于实际应用中数据的复杂性和冗余性, 在处理许多问题时, 现
有的算法经常失效, 特别是对于高维数据和大型数据的情况. 因为传统聚类方法在高维数据
集中进行聚类时, 主要遇到两个问题 [14]: (1) 高维数据集中存在一些与聚类无关的维度, 从
而在对数据降维处理中带来一定的挑战; (2) 高维空间中数据比低维空间中数据分布更稀疏
和零散, 常存在数据点之间的距离几乎相等的情况, 而传统聚类方法是基于距离进行聚类的,
因此在高维空间中无法基于距离来构建簇.

而 NMF 作为一种处理大规模数据的矩阵分解方法, 它已逐渐成为图像、文本聚类与数
据挖掘等领域最受欢迎的工具之一. 实践证明, 利用 NMF 对文本、图像等高维数据进行处理
时, 比传统的矩阵分解处理方法速度更快、更便捷, 被认为是对非负数据进行处理的一种有效
途径, 已经引起了国内外许多科学家和研究人员的广泛关注.

近年来, 为了不断改善已有的 NMF 方法存在的问题, 很多扩展版 NMF 被提出. 为了提
高原始 NMF 的稀疏性, 通过将局部约束整合到标准的 NMF 中, Li 等人 [15] 提出了 LNMF
(局部非负矩阵分解). 这种方法不仅可以学习对象的稀疏表示, 而且可以表明局部特征. 之
后, 为了确保对象的稀疏性, Hoyer 等人 [16] 将 L1- 范数约束强加在编码矩阵上, 提出了
NSC (非负稀疏编码). 虽然他们没有考虑数据的内在结构信息, 但从某种程度上说, NSC 和
LNMF 从不同角度改善了 NMF 的稀疏性. Barman 等人 [17] 提出了基于文本聚类的非负矩

阵分解, 包括特征的提取和分类. 杨等人 [18] 提出了非负矩阵分解的投影算法, 并将该算法人
脸图像的处理中, 实验效果较好; 蔡等人试图涉及几何数据空间的信息提出了 GNMF(图正则
非负矩阵分解 [7]), 它是通过构建 K - 近邻 (KNN) 图结构来编码几何结构. 由于简单图中的
一个边可以连接两个顶点, 所以 GNMF 只考虑两个样本之间的关系, 忽略了多个样本之间的
关系. 为了探索多个样本间的高阶关系, 通过创建一个超图来编码多个样本间的关系, 由于超
图可以连接两个以上的顶点, 故 HNMF (超图正则化非负矩阵分解) 能找到数据的高阶关系.
Zeng 等人 [19] 提出了 HNMF. 虽然GNMF 和 HNMF 运用了样本内在的流形结构, 但没有考
虑带判别信息的因素. 为了结合带判别力的信息, 李等人 [20] 通过合并局部流行图正则和带判

别力的标签信息, 提出了 GDNMF(基于图带标签判别力的非负矩阵分解). 为了将 NMF 延
伸到子空间聚类中, Dijana 等人 [21] 借助核技巧 [22, 23] 来揭示流形的非线性性质, 并将数据
固有的局部几何性质都考虑在内, 提出了非线性正交非负矩阵分解, 使得聚类性能得以提升.

可以看出, 以上列举的 NMF 方法都是在不断从不同角度揭示了充分利用原始数据内在
的流行几何结构, 但没有揭示其稀疏性和鲁棒性. 基于此, 本文在保留原始数据的内在流行几
何结构和运用核技巧来揭示流形的非线性性质的基础上, 添加了 L2,1/2 矩阵伪范数

[24] 作为

额外的稀疏约束. 由于稀疏约束能够选择有判别力的稀疏特征来改善算法的有效性, 所以它
吸引了很多研究学者的极大关注. 稀疏约束旨在借助一个有效的稀疏模型来实现原始数据的
稀疏表示. 虽然非负矩阵分解对原始的数据矩阵可以起到降维的作用, 但对于高维数据来说,
它的计算仍然是很复杂的. 因此, 如果能改善基矩阵和系数矩阵的稀疏性, 那么将降低计算
的复杂度. 此外, 本文的目标模型中, 没有使用常用的欧氏距离作为残差项, 而是用 L2,1 范数
[25] 来替代标准 NMF 中的 F 范数. 引入 L2,1 范数有三点原因

[25]: (1) 在众多的实际数据中,
都包含了很多模糊的噪音值和异常值点等, 而 L2,1 范数可以有效地处理原始数据中存在的这
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些问题; (2) 能提供一个有效的更新规则, 进而能有效提高算法的稀疏性和鲁棒性; (3) 以它
为损失函数所需的计算成本和标准的 NMF 几乎差不多, 并且能提高算法的性能.

本文的其余部分结构组织如下. 第二部分主要介绍了标准的非负矩阵分解及相关理论部
分, 第三部分是本文的重要组成部分, 包括本文目标模型的构建、更新迭代规则的推导、新算
法的提出以及收敛性分析, 第四部分是本文的数值实验展示实验结果分析, 第五部分是对本
文的总结和概括. 本文中 Ai 矩阵 A 的第 i 列, Ai 表示 A 矩阵的第 i 行.

2 标准的非负矩阵分解

NMF 是目前国际上新的矩阵分解方法. 它已广泛应用于诸多领域, 如图像处理、生物医
学、文本聚类和语音信号处理等. 标准的 NMF 问题可描述如下.

给定非负矩阵 X ∈ Rm×n
+ , 旨在找到两个非负低秩矩阵 U ∈ Rm×k

+ 和 V ∈ Rk×n
+ , 使得

X ≈ UV, 其中 U 为基矩阵, V 为系数矩阵. 且m, k, n 满足 (m + n) k ¿ mn.

换句话说, 即解决极小化残差矩阵

OF = ‖X − UV ‖2
F s.t. U ≥ 0, V ≥ 0, (2.1)

其中 ‖·‖F 矩阵的表示 Frobenius 范数, 通过计算 F 范数的平方从而得到两个矩阵的欧式距

离. Lee 等人 [2, 6] 给出了极小化问题 (2.1) 的更新迭代规则, 并证明了其收敛性, 迭代规则如
下

uij = uij

(
XV T

)
ij

(UV V T )ij

, vij = vij

(
UT X

)
ij

(UT UV )ij

. (2.2)

3 基于核的 L2,1 范数非负矩阵分解

3.1 目标函数

在文献 [21] 中, Dijana 等人考虑一个非线性映射, 将数据点映射到高位数据空间:
xi → Φ(xi), 或者 X → Φ(X) = (Φ (x1) ,Φ(x2) , · · · ,Φ(xn)) ∈ Rd×n, 其中 xi 表示原始数据

空间 X 的第 i 样本点. 非线性非负矩阵分解旨在找到两个非负低秩矩阵, 使得它们的乘积可
以无限逼近原始矩阵的映射 Φ(X). 基于此, Dijana 等人 [21] 提出了基于核的图正则正交非

负矩阵分解模型, 即

min
F,V

‖Φ(X)− Φ(X)FV ‖2
F + λTr

(
V LV T

)
. (3.1)

此模型的优势在于, 基于内核的非负光谱聚类算法, 引入了一个图正则化项, 通过图正则项来
捕获非线性特征空间中固有的局部几何结构, 从而使得因子分解方法具有更强的识别能力,
可以从更高维度环境空间的子流形中提取数据点.

但 Dijana 等人却忽视了原始数据间的稀疏性和鲁棒性. 为了充分利用原始数据的内在
信息和提高算法的稀疏性及鲁棒性, 基于 L2,1 范数能够处理原始数据中的异常点和极端值点

的作用, 本文用 L2,1 范数对原有的 Frobenius 范数进行改进, 并引入混合 L2,1/2 矩阵伪范数,
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结合范数算子和非负约束保证了投影矩阵的稀疏性. 构建新的目标函数如下

min
F,V

‖Φ(X)− Φ(X)FV ‖2,1 +
1
2
λTr

(
V LV T

)
+ 2β ‖V ‖ 1

2

2, 1
2

+ 2ξ ‖F‖ 1
2

2, 1
2

s.t. F, V ≥ 0, λ, β, ξ ≥ 0,

(3.2)

其中 λ, β, ξ 是平衡因子, L = D −W 为拉普拉斯矩阵, D 是一个对角矩阵, Djj =
∑
l

Wjl,

Wjl =

{
1, 如果 xj ∈ Np (xl) 或 xl ∈ Np (xj) ,

0, 否则,

这里的 Np(xl) 表示 xl 的 p 个近邻集合 [26]. 对于 (3.2) 式, 算法只能保证其局部极小化收敛
性. 其中, 该目标函数的第一项是原始数据矩阵和低秩逼近矩阵乘积间的残差项, 也是改进算
法鲁棒性的重要根据; 第二项是图正则项, 为了保证其数据的几何结构和控制样本数据点间
的局部几何结构的度; 第三项和第四项分别是控制对应变量的稀疏性.

3.2 更新规则

记目标函数为

O = ‖Φ(X)− Φ(X) FV ‖2,1 +
1
2
λTr

(
V LV T

)
+ 2β ‖V ‖ 1

2

2, 1
2

+ 2ξ ‖F‖ 1
2

2, 1
2
, (3.3)

其中

‖Φ(X)− Φ(X) FV ‖2,1 =
n∑

i=1

√√√√
m∑

j=1

(Φ (X)− Φ(X) FV )2
ji

=
n∑

i=1

‖Φ(X)i − Φ(X)FVi‖,
(3.4)

‖V ‖2, 1
2

=
(

k∑
i=1

‖V i‖ 1
2
2

)2

是混合 L2,1/2 矩阵伪范数, 结合范数算子和非负约束保证了投影矩

阵的稀疏性.

令 Y = ‖V ‖ 1
2

2, 1
2
, 则有 Y =

k∑
i=1

‖V i‖ 1
2
2 . 对 V 中的任一元素 Vpo 求偏导数有

∂Y

∂Vpo

=
∂

∂Vpo

(∑
i 6=p

∥∥V i
∥∥ 1

2

2
+ ‖V p‖ 1

2
2

)

=
∂

∂Vpo

(
V 2

p1
+ V 2

p2
+ · · ·+ V 2

po
+ · · ·V 2

pn

) 1
4

=
1
4
(
V 2

p1
+ V 2

p2
+ · · ·+ V 2

pk

)− 3
4 · 2Vpo

=
1
2
‖V p‖− 3

2
2 · Vpo

=
1
2
× 4× 1

4
‖V p‖− 3

2
2 Vpo.

(3.5)



444 数 学 杂 志 Vol. 39

定义 P = 1
4
‖V p‖− 3

2
2 , 从而得到

∂Y

∂V
= 2PV. (3.6)

先对目标函数分别关于 F 求偏导数, 结合 Y = ‖V ‖ 1
2

2, 1
2
关于 V 的导数, 可以得到

∂O

∂Fjk

=
n∑

i=1

1√∑
j′

(Φ (X)− Φ(X) FV )2
j′i

d∑
j′′=1

(Φ (X)− Φ(X) FV )j′′i
∂

∂Fjk

(Φ (X)− Φ(X) FV )j′′i + 4ξ(QF )jk

=
n∑

i=1

−1√∑
j′

(Φ (X)− Φ(X) FV )2
j′i

(Φ (X)− Φ(X)FV )ji(Φ (X)V )ki + 4ξ(QF )jk

=
n∑

i=1

(Φ (X)− Φ(X) FV )ji(Φ (X) V )kiGii + 4ξ(QF )jk

=− (Φ (X)− Φ(X)FV )jiGii (Φ (X) V )T

ik
+ 4ξ(QF )jk

=− Φ(X)jiGii (Φ (X)V )T

ik
+ (Φ (X)FV )jiGii (Φ (X)V )T

ik
+ 4ξ(QF )jk

=− (Φ(X)T Φ(X)GV T )jk + (Φ(X)T Φ(X)FV GV T )jk + 4ξ(QF )jk

=− (KGV T )jk + (KFV GV T )jk + 4ξ(QF )jk,

(3.7)
其中 G 和 Q 都是对角矩阵, 对角元素分别为

gii =
1

‖Φ(X)i − Φ(X) FVi‖ , qii =
1

4max
(
‖F i‖3/2

2

) .

为了避免它们的分母为 0 的情况, 分别添加两个足够小的正常数 ε1 和 ε2 在矩阵 G,Q 的定

义中, 则它们的元素重新表示为

gii =
1

max (‖Φ(X)i − Φ(X)FVi‖ , ε1)
. qii =

1

4max
(
‖F i‖3/2

2 , ε2

) ,

这里的 K 是核矩阵 [2,3], 定义为 K ≡ Φ(X)T Φ(X), 其中 Φ(X) 是在非线性无限维特征空间
的特征矩阵.
对 F 运用 Karush-Kuhn-Tucker 最优条件 (简记为 KKT 条件) ∂O

∂Fjk
Fjk = 0, ∀j, k, 得到

−(
KGV T

)
jk

Fjk +
(
KFV GV T

)
jk

Fjk + 2ξ(QF )jkFjk = 0, ∀j, k, (3.8)

进行简单的代数推导变换即可得到 F 的更新迭代规则为

Fjk ← Fjk

(
KGV T

)
jk

(KFV GV T + 2ξQF )jk

. (3.9)
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现在对目标函数关于 V 求偏导数, 有

∂O

∂Vki

=
n∑

i′=1

1√∑
j′

(Φ (X)− Φ(X) FV )2
j′i

d∑
j=1

(Φ (X)− Φ(X) FV )ji′
∂

∂Vki

(Φ (X)− Φ(X)FV )ji′

+ λ(V L)ki + 4β(PV )ki

=
n∑

i′=1

1√∑
j′

(Φ (X)− Φ(X) FV )2
j′i

d∑
j=1

(Φ (X)− Φ(X) FV )ji′ (Φ (X) F )T

ji
+ λ(V L)ki + 4β(PV )ki

=−
(
F T Φ(X)T (Φ (X)− Φ(X) FV )

)
ki

Gii + λ(V L)ki + 4β(PV )ki

=− (F T KG)ki + (F T KFV G)ki + λ(V L)ki + 4β(PV )ki

=− (F T KG)ki + (F T KFV G)ki + λ(V (D −W ))ki + 4β(PV )ki,

(3.10)
其中 P 是对角矩阵, 其对角元素为

pii =
1

4max
(
‖V i‖3/2

2

) ,

为了避免分母为 0 的情况, 添加一个足够小的正常数 ε3 在矩阵 Q 的定义中, 即

pii =
1

4max
(
‖V i‖3/2

2 , ε3

) .

对 V 运用 KKT 条件 ∂O
∂Vki

Vki = 0, ∀i, k, 则有

(−F T KG + F T KFV G + λV (D −W ) + 4βPV
)

ki
Vki = 0 (3.11)

成立. 对其进行简单的代数变换即可得到 V 的更新迭代规则为

Vki ← Vki

(
F T KG + λV W

)
ki

(F T KFV G + λV D + 4βPV )ki

(3.12)

关于迭代更新规则 (3.9) 和 (3.12), 有定理 1 成立.

定理 1 目标函数 (3.1) 在迭代更新规则 (3.9) 和 (3.12) 下是非增长的.

类似于文献 [21], 下面给出本文的新算法.
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算法: KRSNMF

输入: X ∈ Rm×n
+ , 1 ≤ k ≤ min{m,n}, λ = 0.05, ξ = 0.1;β = 3.5, σ = 0.22;

输出: U ∈ Rd×k
+ , V ∈ Rk×n

+ , F ∈ Rn×k
+ .

步骤 1: 随机初始化 U, V, F 使得它们的取值 0 到 1 之间.

重复

步骤 2: 更新 V 根据 (3.12);

更新 F 根据 (3.9);

更新 U 根据 U = Φ (X) F ;

直到 满足停止条件.

3.3 收敛性分析

定义 1 如果Z (v, v′)和 J (v)之间满足Z (v, v′) ≥ J (v) , Z (v, v) = J (v) ,那么Z (v, v′)
是 J (v) 的辅助函数.
欲证明 Z (v, v′) 是 J (v) 的辅助函数, 首先给出引理 1.
引理 1 如果 Z 是 J 的辅助函数, 则在更新规则

v(t+1) = arg min
v

Z
(
v, v(t)

)
(3.13)

下, J 是非增长的, 其中右上角的 t 表示数值计算中的某一步, t + 1 表示 t 的下一步.
证

J
(
v(t+1)

) ≤ Z
(
v(t+1), v(t+1)

) ≤ Z
(
v(t), v(t)

)
= J

(
v(t)

)
.

换句话说, 只要辅助函数 Z (v, v′) 达到极小值, 函数 J (v) 也会达到极小值.
对于目标函数 (3.1), 考虑到矩阵 V 中的元素 Vab, 记 Jab 为目标函数中与 Vab 相关的部

分, 对其关于 Vab 求偏导数, 有

Jab
′ =

(
∂O

∂V

)

ab

=
(−F T KG + F T KFV G + 2λV (D −W ) + 2βPV

)
ab

, (3.14)

Jab
′′ =

(
F T KT FG + 2λ (D −W ) + 2βP

)
ab

=
(
F T KT FG

)
ab

+ 2λ(D −W )aa + 2βPaa. (3.15)

引理 2 函数

Z
(
v, v

(t)
ab

)
=Jab

(
v

(t)
ab

)
+ Jab

′
(
v

(t)
ab

)(
v − v

(t)
ab

)

+

(
V T F T KT FG

)
ab

+ 2λ(V D)ab + 2β(PV )ab

v
(t)
ab

(
v − v

(t)
ab

)2 (3.16)

是 Jab 的辅助函数.
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证 显然有 Z (v, v) = Jab (v) 成立. 要证明 Z
(
v, v

(t)
ab

)
是 Jab (v) 的辅助函数, 只需要证

明 Z
(
v, v

(t)
ab

)
≥ Jab (v) 即可. 因为

Jab (v) =Jab

(
v

(t)
ab

)
+ Jab

′
(
v

(t)
ab

)(
v − v

(t)
ab

)

+
((

F T KT FG
)

ab
+ 2λ(D −W )aa + 2βPaa

) (
v − v

(t)
ab

)2

.
(3.17)

要证明 Z
(
v, v

(t)
ab

)
≥ Jab (v), 等价于证明

(
V T F T KT FG

)
ab

+ 2λ(V D)aa + 2β(PV )aa

v
(t)
ab

≥ (
F T KT FG

)
ab

+ 2λ(D −W )aa + 2βPaa. (3.18)

又因为

(
V T F T KT FG

)
ab

=
k∑

l=1

V
(t)

al

(
F T KT FG

)
lb
≥ V

(t)
ab

(
F T KT FG

)
bb

, (3.19)

λ(V D)ab = λ

n∑
j=1

V
(t)

aj Djb ≥ λV
(t)

ab (D −W )bb = λV
(t)

ab Lbb, (3.20)

β(PV )aa = β

k∑
l=1

PaiV
(t)

ib ≥ 4βPaaV
(t)

ab . (3.21)

所以 (3.17) 式成立, 进而有 Z
(
v, v

(t)
ab

)
是 Jab (v) 成立.

综上所述, Z
(
v, v

(t)
ab

)
是 Jab (v) 的辅助函数. 下面证明定理 1.

定理 1 的证明 用 (3.16)中的 Z
(
v, v

(t)
ab

)
替换 (3.13)中的 Z

(
v, v(t)

)
, 有如下的更新规则

v
(t+1)
ab =v

(t)
ab − v

(t)
ab

Jab
′
(
v

(t)
ab

)

(V T F T KT FG)ab + λ(V D)ab + 4β(PV )ab

=v
(t)
ab

(
F T KG + 2λV W

)
ab

(F T KFV G + 2λV D + 2βPV )ab

.

(3.22)

因此 Jab 在此更新迭代规则下是非增长的. 故定理 1 得证.

4 数值实验

这部分主要介绍了本文在图片聚类中的数值实验的相关内容. 聚类是在无类别标记信
息的情况下将对象自动分组, 换句话说, 它旨在将具有相似性质的对象分到同一簇中, 根
据不同的算法, 聚类得到的结果也不尽相同. 如图 1, 2, 3 所示. 图片相关的信息来源于
http://www.cad.zju.edu.cn/home/dengcai/Data/data.html. 图 4 是本文用到的 KRSNMF
算法借助幂指数核得到的聚类图.
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图 1: 快速近邻法聚类效果图
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图 2: 压缩剪辑近邻算法 (Condensing) 初始样本分布图
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图 3: 压缩剪辑近邻算法 (Condensing) 剪辑后样本分布图
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图 4: KRSNMF 算法聚类图
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本文中选用的数据集都是常用的标准数据集, 即

WarpAR10P, Y ale64×64, Y ale32×32, Y ale, ORL64×64,

orlraws10P, P ixraws10P, ORL32×32, COIL20.

文中所有的数值计算都是在处理器为 Intel(R) Core(TM) i5-6500 CPU@3.20 GHz 3.19 GHz,
内存为 8.00 GB 的 64 位操作系统上进行的, 算法代码用MATLAB R2014a 进行编写. 本文
分别选取了三种核技巧在这九个数据集上进行实验, 即高斯核技巧、幂指数核技巧和拉普拉
斯核技巧. 它们的计算方式分别为

K (xi, xj) = exp
(
−‖xi − xj‖2

2σ2

)
, K (xi, xj) = exp

(
−‖xi − xj‖

2σ2

)
,

K (xi, xj) = exp
(
−‖xi − xj‖

σ

)
.

实验中的参数选取如下 λ = 0.05, ξ = 0.1;β = 3.5, σ = 0.22.

4.1 评价指标

精度 (Accuracy, ACC) 和归一化互信息 (Normalized Mutual Information, NMI) 是被广
泛应用于不同聚类方法的评价聚类性能的指标. 如果 xi 表示原始数据空间给定的数据点, li

是根据某一个聚类算法由数据点 xi 计算得到的类标签, gi 是真实的类标签. map(·) 是从 li

到 gi 的最佳映射函数, 可以由 Hungarian 算法 [27] 计算得到. 因此聚类精度被定义如下:

ACC =
1
N

N∑
i=1

δ (li,map (gi)),

这里的N 是总数据点个数, δ (x, y) 是一个 delta 函数. 计算规则: 如果 x = y, 则 δ (x, y) = 1;
否则 δ (x, y) = 0.
如果用 C 来表示真实类标集, S 表示从某一个算法得到的类标集, 则它们的互信息

MI (C, S) 定义如下:

MI (C, S) =
∑

ci∈C,sj∈S

p (ci, sj) log
p (ci, sj)

p (ci) · p (sj)
,

其中 p (ci) 和 p (sj) 分别是原始数据集中的任意样本点属于 ci 和 sj 的概率, p (ci, sj) 是任意
样本同时属于 ci 和 sj 的联合概率. 在实验中, 归一化互信息的计算方式为

NMI = 2
MI (C, S)

H (C) + H (S)
,

这里的 H (C) 和 H (S) 分别是 C 和 S 的信息熵, 且 NMI 的值在从 0 到 1 内. 如果两个聚
类集合是同一的, 那么 NMI = 1; 如果两个集合是相互独立的, 则 NMI = 0. 也就是说, 如
果两个数据点相似度越高, 越有可能被自动分到一个簇.

4.2 实验结果分析
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表 1: 高斯核聚类性能表
Dataset Algorithm ACC NMI

WarpAR10P KOGNMF 0.2231 0.1456

KRSNMF 0.2769 0.2587

Yale64×64 KOGNMF 0.1939 0.2202

KRSNMF 0.2727 0.3401

Yale32×32 KOGNMF 0.2121 0.2519

KRSNMF 0.2606 0.3407

Yale KOGNMF 0.2121 0.2509

KRSNMF 0.2606 0.3407

ORL64×64 KOGNMF 0.0725 0.3641

KRSNMF 0.0675 0.4445

orlraws10P KOGNMF 0.24 0.1864

KRSNMF 0.42 0.4623

Pixraws10P KOGNMF 0.24 0.1960

KRSNMF 0.47 0.4709

ORL32×32 KOGNMF 0.07 0.3590

KRSNMF 0.075 0.4492

COIL20 KOGNMF 0.0958 0.0439

KRSNMF 0.4049 0.5045

表 2: 幂指数核聚类性能表
Dataset Algorithm ACC NMI

WarpAR10P KOGNMF 0.2077 0.1414

KRSNMF 0.2923 0.2732

Yale64×64 KOGNMF 0.2818 0.2387

KRSNMF 0.2788 0.3413

Yale32×32 KOGNMF 0.2303 0.2778

KRSNMF 0.3879 0.4443

Yale KOGNMF 0.2303 0.2778

KRSNMF 0.3879 0.4443

ORL64×64 KOGNMF 0.0775 0.3728

KRSNMF 0.075 0.4447

orlraws10P KOGNMF 0.23 0.1791

KRSNMF 0.42 0.5201

Pixraws10P KOGNMF 0.25 0.2143

KRSNMF 0.47 0.5244

ORL32×32 KOGNMF 0.06 0.3570

KRSNMF 0.1325 0.5967

COIL20 KOGNMF 0.2326 0.3445

KRSNMF 0.6118 0.7001
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表 3: 拉普拉斯核聚类性能表
Dataset Algorithm ACC NMI

WarpAR10P KOGNMF 0.2385 0.1613

KRSNMF 0.3154 0.2908

Yale64×64 KOGNMF 0.1940 0.2162

KRSNMF 0.2788 0.3402

Yale32×32 KOGNMF 0.2000 0.2445

KRSNMF 0.3758 0.4344

Yale KOGNMF 0.2000 0.2445

KRSNMF 0.3758 0.4344

ORL64×64 KOGNMF 0.075 0.3671

KRSNMF 0.075 0.4430

orlraws10P KOGNMF 0.24 0.1729

KRSNMF 0.44 0.5133

Pixraws10P KOGNMF 0.25 0.2111

KRSNMF 0.49 0.5464

ORL32×32 KOGNMF 0.06 0.3507

KRSNMF 0.1150 0.5647

COIL20 KOGNMF 0.1229 0.0740

KRSNMF 0.5549 0.6429

在文献 [21] 中, Dijana 等人提出了非线性非负矩阵分解算法, 本文将此算法记为
KOGNMF. 这部分主要是 KOGNMF 算法 [21] 和 KRSNMF 算法在九个数据集上的实验结
果展示及分析. 两种算法的实验结果如表 1、表 2 和表 3 所示, 它们分别展示了运用不同核技
巧即高斯核技巧、幂指数核技巧和拉普拉斯核技巧的实验结果.

精度和归一化互信息是评价聚类性能好坏的常用指标. 从表 1 可以看出, 在运用高斯核
技巧时, 对于不同的数据集, KRSNMF 算法计算出的 ACC 和 NMI 总是要高于 KOGNMF
的实验结果, 在 orlraws10P, Pixraws10P, ORL32×32 和 COIL20 这四个数据集上的表现尤为
突出. 换句话说, 对于聚类性能而言, 本文提出的 KRSNMF 算法的性能要优于已有的算法.
下面介绍幂指数核的实验结果, 幂指数核与高斯核密切相关, 只有正态的平方被忽略. 而拉普
拉斯核心完全等同于幂指数内核, 除了对 σ 参数的变化不那么敏感. 事实上, 从高斯核、幂指
数核和拉普拉斯核的计算公式来看, 三者大同小异, 都是径向基函数内核, 高斯核的 σ 的选取

也同样适合幂指数核和拉普拉斯核.

从表 2 的显示结果来看, 在这九个不同的数据集上, KRSNMF 算法的性能总是优于
KOGNMF 算法, 其中在 orlraws10P, Pixraws10P, ORL32×32, ORL 和 COIL20 这五个数据
集上的更能体现 KRSNMF 算法的聚类性能, 这说明本文提出的 KRSNMF 算法是有效的.
最佳的实验结果体现在体现在 COIL20 数据集上, 该数据集是由 20 个不同的事物从 72 个不
同的角度拍摄的照片组成的, 在此数据上, KOGNMF 算法计算出的 ACC 和 NMI 分别是

0.2326 和 0.3445, 而运用 KRSNMF 算法时的 ACC 和 NMI 分别达到了 0.6118 和 0.7001.
这充分展现了 KRSNMF 算法的有效性.
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从表 3 显示的结果来看, 在九个不同的数据集上, 依然是 KRSNMF 算法的性能优于
KOGNMF算法,与表 2的结果类似,在 orlraws10P, Pixraws10P, ORL32×32, ORL和COIL20
这五个数据集上的表现更好. 其中, 在 COIL20 上的实验结果显示, 两种算法计算出的互信息
相差 0.5689 之多.
虽然三种核技巧的计算方式不同, 但以上三个表的实验结果都阐明了 KRSNMF 算法的

性能更好. 从核技巧的角度而言, 选取幂函数核技巧是最有效的. 纵观三个表展示的结果来
看, 本文提出的 KRSNMF 算法的性能的确要优于已有的算法. 这是因为本文在建立的目标
模型中引入了对原始数据中的噪音值和异常值点有自动处理作用的 L2,1 范数, 并额外添加了
L2,1/2 矩阵伪范数作为稀疏约束, 从而使算法的稀疏性和鲁棒性得到了良好的改善.

5 结论

本文提出了一种基于核技巧的 L2,1 范数非负矩阵分解, 它是用 L2,1 范数来替代标准

NMF 中的 F 范数, 即以 L2,1 范数为损失函数, 并且在保留原始数据的内在流行几何结构和
运用核技巧来揭示流形的非线性性质的基础上, 添加了 L2,1/2 矩阵伪范数作为额外的稀疏约

束, 从而达到提高算法的稀疏性和鲁棒性的目的. 在九个常用的标准数据集上进行实验, 数值
实验结果展示了选取幂函数核技巧是最明智的, 也验证了本文提出的 KRSNMF 算法是有效
的.
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KERNEL-BASED L2,1 NORM NON-NEGATIVE MATRIX

FACTORIZATION IN IMAGE CLUSTERING

YU Jiang-lan1, LI Xiang-li1, DONG Xiao-liang2

(1.School of Mathematics and Computing Science; Guangxi Key Laboratory of Cryptography and

Information Security; Guangxi Key Laboratory of Automatic Detecting Technology and Instruments,

Guilin University of Electronic Technology, Guilin 541004, China)
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Abstract: The problem of norm non-negative matrix factorization with L2, 1 is studied

based on kernel technique in image clustering. By kernel-based sparse robust non-negative matrix

factorization method, the sparseness and robustness of the algorithm are obtained, and the

clustering performance is improved. This method can also be extended to the application of text

clustering.
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