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摘要: 本文研究了一个三次等时中心在非光滑扰动下的极限环分支问题. 利用非光滑系统的一

阶平均方法, 获得了在任意小的分段三次多项式扰动下, 从未扰动系统的周期环域中至多分支出 7 个

极限环, 而且此上界可以达到, 推广了光滑扰动下的结果.
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1 引言

众所周知, 研究多项式微分系统的极限环个数是实平面微分系统定性理论的重要部分之
一, 这类问题的主要研究方法有逆积分因子法, Abelian 积分法及平均方法等. 对于光滑系统
的极限环个数, 已经得到了很多重要结论 [1−10].
由于非光滑现象广泛存在于自然科学和工程技术等领域, 近年来非光滑系统越来越被重

视, 特别是关于非光滑系统极限环分支的研究工作更是层出不穷, 其中有两个重要的工作要
特别指出: Liu 和 Han 研究了平面分段光滑的 Hamilton 系统的闭轨族的极限环分支问题, 推
导证明了分段光滑系统的一阶Melnikov 函数计算公式 [11]; Llibre 等介绍了不连续系统的平
均理论, 给出了平均函数的表达式 [12]. 又如 Liang 和 Han 利用Melnikov 方法, 研究了擦边
闭轨内外两侧闭轨族分支出的极限环的最大个数, 给出了广义同宿分支的条件及二重广义分
支的条件 [13]. Li 和 Liu 研究了分段光滑二次微分系统的闭轨族的极限环分支问题, 借助于
不连续微分系统的平均理论和复方法, 估计了所考虑的系统在 n 次扰动下分支产生的极限环

的最大个数 [14]. Cen 等利用一阶平均方法及 Chebyshev 准则, 研究了一类二次等时中心在
分段光滑的二次多项式扰动下的极限环分支现象, 给出了分支产生的极限环的最大个数 [15].
本文选取了如下三次可积非 Hamilton 系统

{
ẋ = −y + x2y,

ẏ = x + xy2.
(1.1)

显然, 系统 (1.1) 有首次积分

H(x, y) =
x2 + y2

1− x2
= h,
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相应的积分因子为 µ = 2
(1−x2)2

, (0, 0) 是系统 (1.1) 的等时中心, 以此中心及两条过赤道上退
化奇点的不变线 x = ±1 为边界构成该系统的周期环域, 即

{(x, y)|H(x, y) = h, h ∈ (0,+∞)}.

系统 (1.1) 的相图如图 1 所示.

图 1: 系统 (1.1) 的相图

利用非光滑系统的一阶平均方法, 研究系统 (1.1) 的任意分段三次多项式小扰动即

(
ẋ

ẏ

)
=





(
−y + x2y + εP1(x, y)

x + xy2 + εQ1(x, y)

)
, x > 0,

(
−y + x2y + εP2(x, y)

x + xy2 + εQ2(x, y)

)
, x < 0

(1.2)

的极限环分支现象, 其中 0 < |ε| ¿ 1, Pi(x, y), Qi(x, y) (i = 1, 2) 是关于变量 x 和 y 的三次

多项式, 表达式如下

P1(x, y) =
3∑

i+j=0

aijx
iyj , Q1(x, y) =

3∑
i+j=0

bijx
iyj ,

P2(x, y) =
3∑

i+j=0

cijx
iyj , Q2(x, y) =

3∑
i+j=0

dijx
iyj .

根据系统特点, 借助于一些数学技巧, 证明了下述定理.
定理 1.1 对于三次等时中心 (1.1), 在任意小的分段三次多项式扰动下, 从未扰系统的

周期环域中至多分支出 7 个极限环, 而且此上界是可以达到的.
注 Li 和 Zhao 已在文献 [1] 中研究了系统 (1.1) 在光滑扰动情况下的极限环分支问题,

得到的结论是最多可以从未扰动系统的周期环域中分支出 3 个极限环. 与得到的结论相比可
知, 非光滑扰动比光滑扰动能分支出更多的极限环.
本文的结构安排如下: 第二部分简要介绍非光滑系统的一阶平均理论；第三部分计算系

统 (1.2) 的一阶平均函数；第四部分证明定理 1.1.
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2 非光滑系统的平均理论

在定理 1.1 的证明过程中将会用到一阶平均方法, 所谓的平均方法即是将极限环的个数
问题转化为研究一阶平均函数的简单零点个数. 下面首先对平均理论做一个简单介绍, 详细
论述见文献 [12, 16, 17].
引理 2.1 [12] 考虑如下非光滑微分系统

dr

dθ
= εF (θ, r) + ε2R(θ, r, ε), (2.1)

其中

F (θ, r) = F1(θ, r) + sign(h(θ, r))F2(θ, r),

R(θ, r, ε) = R1(θ, r, ε) + sign(h(θ, r))R2(θ, r, ε),

F1, F2 : R×D → R, R1, R2 : R×D × (−ε0, ε0) → R, h : R×D → R 都是连续函数, 且这些
函数均是关于变量 θ 以 T 为周期的周期函数, D 是 R 中的开子集, sign(h) 是如下定义的符
号函数

sign(h) =





1, h > 0,

0, h = 0,

− 1, h < 0.

假定 h(θ, r) 是 C1 函数且 0 为其正则值, 记M = h−1(0), Σ = {0} × D * M, Σ0 =
Σ \M 6= ∅, 和 z ≡ (0, z) /∈M. 定义系统 (2.1) 的一阶平均函数 f : D → R 如下

f(r) =
∫ T

0

F (θ, r)dθ. (2.2)

假定系统 (2.1) 满足下面 (i), (ii), (iii) 三个条件.
(i) F1, F2, R1, R2 和 h 关于 r 满足局部 Lipschitz 条件;
(ii) 对于 a ∈ Σ0, 存在 a 的一个邻域 V , 使得对任意的 z ∈ V̄ \{a}, 有 f(z) 6= 0 及

Brouwer 度函数 dB(f, V, a) 6= 0;
(iii) 如果 ∂h

∂θ
6= 0, 那么对所有的 (θ, r) ∈ M, 有 ∂h

∂θ
(θ, r) 6= 0. 如果 ∂h

∂θ
≡ 0, 则对所有的

(θ, z) ∈ [0, T ]×M, 有 〈∇rh, F1〉2 − 〈∇rh, F2〉2 > 0, 其中∇rh 是函数 h 关于变量 r 的梯度.
则当 |ε| > 0 充分小时, 系统 (2.1) 存在一个周期为 T 的解 r(θ, ε), 使得当 ε → 0 时,
r(0, ε) → a (在 Hausdorff 度量意义下).
为了更方便地验证引理 2.1 中的条件 (ii), 本文中我们用文献 [16] 中一个充分条件 ˜(ii) 来

代替条件 (ii).
注 2.1 ˜(ii) 假定 f : D → R 是 C1 函数且 f(a) = 0, 其中 D 是 R 中的开子集且

a ∈ D. 如果雅克比行列式 Jf (a) 6= 0 时, 存在 a 的一个邻域 V 使得对所有的 r ∈ V̄ \ {a}, 有
f(r) 6= 0. 则 dB(f, V, 0) 6= 0.
考虑如下形式的平面微分系统

{
ẋ = P (x, y) + εp(x, y),

ẏ = Q(x, y) + εq(x, y),
(2.3)
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其中 P (x, y), Q(x, y), p(x, y), q(x, y) : R2 → R 是连续函数, ε 是小参数. 假设系统 (2.3)|ε=0

围绕中心 (0, 0) 的周期环域

{γh} ⊂ {(x, y)|H(x, y) = h, h ∈ (hc, hs)},

其中 H(x, y) = h 是系统 (2.3)|ε=0 的一个首次积分, hc 和 hs 分别对应中心和分界线处的

Hamilton 函数值.
引理 2.2 [16] 考虑系统 (2.3)|ε=0 及其首次积分 H(x, y) = h. 假设对于周期环域中的所

有 (x, y), 都有 xQ(x, y) − yP (x, y) 6= 0 成立. 设 ρ : (
√

hc,
√

hs) × [0, 2π) → [0,+∞) 是一个
连续函数, 并且对所有的 r ∈ (

√
hc,

√
hs) 和 θ ∈ [0, 2π) 都有

H (ρ(r, θ) cos θ, ρ(r, θ) sin θ) = r2,

则对于系统 (2.3), 描述 h 的平方根 r =
√

h 和角度 θ 之间相关性的微分方程为

dr

dθ
= ε

µ(x2 + y2)(Qp− Pq)
2r(Qx− Py) + 2rε(qx− py)

,

其中 µ = µ(x, y) 是系统 (2.3)|ε=0 相应于首次积分H(x, y) = h 的积分因子, x = ρ(r, θ) cos θ,
y = ρ(r, θ) sin θ. P, Q, p 和 q 同前.

3 平均函数的计算

对于系统 (1.1) 的 Hamilton 函数

H(x, y) =
x2 + y2

1− x2
,

选择如下的函数

ρ(r, θ) =
r√

1 + r2 cos2 θ
,

使得

H(ρ(r, θ) cos θ, ρ(r, θ) sin θ) = r2, r ∈ (0,+∞).

对系统 (1.2) 做变换

x =
r cos θ√

1 + r2 cos2 θ
, y =

r sin θ√
1 + r2 cos2 θ

, (3.1)

则有

dr

dθ
=

{
εX1(θ, r) + ε2Y1(θ, r, ε), cos θ > 0,

εX2(θ, r) + ε2Y2(θ, r, ε), cos θ < 0,
(3.2)

其中

Xi(θ, r) =
√

1 + r2 cos2 θ cos θ(1 + r2)Pi(θ, r) +
√

1 + r2 cos2 θ sin θQi(θ, r),

Yi(θ, r, ε) = −Xi(θ, r)
√

1 + r2 cos2 θ(cos θQi(θ, r)− sin θPi(θ, r))
r + ε

√
1 + r2 cos2 θ(cos θQi(θ, r)− sin θPi(θ, r))

,
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这里 Pi(θ, r) 和 Qi(θ, r) 是 (1.2) 式中的 Pi(x, y), Qi(x, y) (i = 1, 2) 通过 (3.1) 式变换得到的.
令

Fi(θ, r) =
1
2

(
X1(θ, r)− (−1)iX2(θ, r)

)
,

Ri(θ, r, ε) =
1
2

(
Y1(θ, r, ε)− (−1)iY2(θ, r, ε)

)
, i = 1, 2.

则系统 (3.2) 可以写成以下标准形式

dr

dθ
= εF (θ, r) + ε2R(θ, r, ε), (3.3)

其中

F (θ, r) = F1(θ, r) + sign(cos θ)F2(θ, r),

R(θ, r, ε) = R1(θ, r, ε) + sign(cos θ)R2(θ, r, ε).

易验证方程 (3.3) 满足引理 2.1 中的三个条件, 其一阶平均函数为

f(r) =
∫ 2π

0

F (θ, r)dθ =
∫ π

2

−π
2

X1(θ, r)dθ +
∫ 3π

2

π
2

X2(θ, r)dθ, (3.4)

对上式中第二个积分做变量替换 θ → π − θ, 则 (3.4) 式转化为

f(r) =
∫ π

2

−π
2

[√
1 + r2 cos2 θ cos θ(1 + r2)P (θ, r) +

√
1 + r2 cos2 θ sin θQ(θ, r)

]
dθ, (3.5)

其中

P (θ, r) =
3∑

i+j=0

(aij − (−1)icij)
(

r cos θ√
1 + r2 cos2 θ

)i (
r sin θ√

1 + r2 cos2 θ

)j

,

Q(θ, r) =
3∑

i+j=0

(bij + (−1)idij)
(

r cos θ√
1 + r2 cos2 θ

)i (
r sin θ√

1 + r2 cos2 θ

)j

.

直接计算可得下列结论.
引理 3.1 以下积分等式成立

∫ π
2

−π
2

cos θ
√

1 + r2 cos2 θdθ = 1 +
1 + r2

r
arctan(r),

∫ π
2

−π
2

cos θ√
1 + r2 cos2 θ

dθ =
2
r

arctan(r),

∫ π
2

−π
2

cos3 θ√
1 + r2 cos2 θ

dθ =
1
r2

+
r2 − 1

r3
arctan(r),

∫ π
2

−π
2

1
1 + r2 cos2 θ

dθ =
π√

1 + r2
,

∫ π
2

−π
2

cos2 θ

1 + r2 cos2 θ
dθ =

π

r2
− π

r2
√

1 + r2
,

∫ π
2

−π
2

cos4 θ

1 + r2 cos2 θ
dθ =

π

2r2
− π

r4
+

π

r4
√

1 + r2
.
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将引理 3.1 代入 (3.5) 式整理得

f(r) = k1f1(r) + k2f2(r) + k3f3(r) + k4f4(r) + k5f5(r) + k6f6(r) + k7f7(r) + k8f8(r), (3.6)

其中

f1(r) = 1, f2(r) = r, f3(r) = r2 f4(r) = r3, f5(r) = r
√

1 + r2,

f6(r) =
√

1 + r2 − 1
r

, f7(r) =
r2 + 1

r
arctan(r), f8(r) =

r4 − 1
r

arctan(r),

且

k1 = (a00 − c00) + (a20 − c20)− (a02 − c02)− (b11 − d11),

k2 =
π

2
[(a10 + c10)− (a30 + c30) + 3(a12 + c12) + (b01 + d01)

− 3(b03 + d03) + (b21 + d21)],

k3 = (a00 − c00) + (a20 − c20)− (a02 − c02),

k4 =
π

2
[(a10 + c10) + (a30 + c30) + (a12 + c12)],

k5 = π[−(a12 + c12) + (b03 + d03)],

k6 = π[(a30 + c30)− (a12 + c12) + (b03 + d03)− (b21 + d21)],

k7 = 2(a00 − c00) + 2(a02 − c02) + (b11 − d11),

k8 = (a00 − c00) + (a20 − c20) + (a02 − c02).

命题 3.1 式 (3.6) 中的 8 个函数 fi : (0,+∞) → R (i = 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8) 是线性无关的
且系数 k1, k2, · · · , k8 关于扰动参数是相互独立的.
证 易知函数 fi : (0,+∞) → R(i = 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8) 在 r = 0 处的泰勒展开式分别为

f1(r) = 1,

f2(r) = r,

f3(r) = r2,

f4(r) = r3,

f5(r) = r +
1
2
r3 − 1

8
r5 +

1
16

r7 +O(r8),

f6(r) =
1
2
r − 1

8
r3 +

1
16

r5 − 5
128

r7 +O(r8),

f7(r) = 1 +
2
3
r2 − 2

15
r4 +

2
35

r6 +O(r8),

f8(r) = −1 +
1
3
r2 +

4
5
r4 − 4

21
r6 +O(r8).

通过计算可以得到

∂(f1(r), f2(r), f3(r), f4(r), f5(r), f6(r), f7(r), f8(r))
∂(1, r, r2, r3, r4, r5, r6, r7)

∣∣∣∣
r=0

=
1

50400
6= 0,
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所以这些函数是线性无关的. 进一步有

∂(k1, k2, k3, k4, k5, k6, k7, k8)
∂(a00, a10, a20, a02, b01, b11, b03, b21)

= π4 6= 0,

由此可知系数 k1, k2, · · · , k8 关于扰动参数是相互独立的.

4 主要结果的证明

这一部分主要研究 f(r) 的零点个数, 为此介绍一个重要的引理.
引理 4.1 [2] 考虑 n 个线性无关的解析函数 hi(x) : D → R, i = 1, 2, · · · , n, 其中 D ⊂ R

是一个区间. 假设存在 k ∈ {1, 2, · · · , n} 使得 hk(x) 在 D 上不变号, 则一定存在 n 个常数

ci (i = 1, 2, · · · , n) 使得
n∑

i=1

cihi(x) 在 D 上至少有 n− 1 个简单零点.

由此引理及命题 3.1 得
命题 4.1 函数 f(r) 在区间 (0,+∞) 上零点个数的最大值至少为 7.
定理 1.1的证明为了估计 f(r)在 r ∈ (0,+∞)上零点个数的最小上界,令 F (r) = rf(r).

显然 F (r) 和 f(r) 在 r ∈ (0,+∞) 上有完全相同的零点个数. 进一步有

F (r) = −k6 + k1r + k2r
2 + k3r

3 + k4r
4

+(k5r
2 + k6)

√
1 + r2 + (k7 − k8 + k7r

2 + k8r
4) arctan(r).

对 F (r) 求五阶导得

F (5)(r) = −
√

1 + r2A(r) + (60k6 − 15k5)r3 + (90k5 − 45k6)r
(1 + r2) 9

2
, (4.1)

其中 A(r) = (96k8 − 80k7)r2 − 96k8 + 16k7. 因为
√

1 + r2 > 1, 所以令

√
1 + r2 =

1 + t2

1− t2
, t ∈ (0, 1),

那么

r =
2t

1− t2
.

则函数 (4.1) 变为

F (5)(r) = g(t) =
2(−1 + t2)6

(1 + t2)9
B(t),

其中

B(t) = (48k8 − 8k7)t6 + (45k6 − 90k5)t5 + (168k7 − 240k8)t4

+(240k5 − 330k6)t3 + (168k7 − 240k8)t2

+(45k6 − 90k5)t + (48k8 − 8k7).

由于多项式 B(t) 的系数是对称的, 若 t0 6= 0 是其零点的话, 则 1/t0 也为其零点, 所以 g(t)
在 (0, 1) 上至多有 3 个零点, 即 F (5)(r) 在 (0,+∞) 上至多有 3 个零点, 从而 F (r) 在 [0,+∞)



438 数 学 杂 志 Vol. 39

上至多有 8 个零点. 由于 F (0) ≡ 0, 所以 F (r) 在 (0,+∞) 上至多有 7 个零点, 由其定义知函
数 f(r) 在 (0,+∞) 至多有 7 个零点. 再根据命题 4.1 得 f(r) 零点个数的最大值为 7.
根据引理 2.1, 系统 (1.2) 至多有 7 个极限环从未扰动系统的周期环域中分支出来, 而且

最大个数 7 是可以达到的. 定理 1.1 得证.
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LIMIT CYCLES BIFURCATION FROM A CUBIC ISOCHRONOUS

CENTER UNDER NON-SMOOTH PERTURBATIONS

SONG Hai-feng1, PENG Lin-ping1,2

(1.School of Mathematics and System Sciences, Beihang University, Beijing 100191, China)
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Abstract: This paper is devoted to study the bifurcation of limit cycles from a cubic

isochronous center under any small non-smooth perturbations. By using the averaging theory

for discontinuous differential systems, it proves that under any small piecewise cubic polynomial

perturbations, at most seven limit cycles bifurcate from the period annulus sounding the center of

the unperturbed system, and this upper bound can be reached, which extends the resultant under

smooth perturbations.

Keywords: cubic isochronous center; non-smooth perturbations; limit cycles; averaging

method
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