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一类带组合项的分数阶边值问题两个解的存在性

李姗姗,王智勇
(南京信息工程大学数学与统计学院,江苏南京 210044)

摘要: 本文研究一类带组合项的分数阶边值问题

{
− d

dt

(
1
2 0D

−β
t (u′(t)) + 1

2 tD
−β
T (u′(t))

)
= ∇W (t, u(t)) a.e. t ∈ [0, T ],

u(0) = 0, u(T ) = 0,

其中W 在无穷远处是一个超二次和次二次的组合. 利用山路引理和Ekeland变分原理, 得到上述问题

至少存在两个非平凡解, 推广和发展了已有文献中的结果.
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1 引言

考虑如下分数阶边值问题

{
− d

dt

(
1
2 0D

−β
t (u′(t)) + 1

2 tD
−β
T (u′(t))

)
= ∇W (t, u(t)) a.e. t ∈ [0, T ],

u(0) = 0, u(T ) = 0,
(1.1)

其中 0D
−β
t 与 tD

−β
T 分别是 0 ≤ β < 1阶的左Riemann-Liouville积分与右Riemann-Liouville积

分, ∇W (t, u(t))是W (t, u(t))关于u的梯度.
随着分数阶微积分的发展, 其已涵盖了科学与工程的很多应用领域, 特别是近 30年以来,

已应用到流体力学, 粘弹性力学, 反常扩散, 分数控制系统, 各种电子回路, 生物系统的电传
导, 神经的分数模型等, 并且已有了成熟的发展, 见文献 [1–6].
近年来, 许多学者利用各种方法对问题 (1.1)进行了研究, 并得到了很多重要的结果.

2011年, Jiao和Zhou在文献 [7]中首次建立了问题 (1.1)的变分结构, 并利用极小化作用原理
以及山路引理得到了问题 (1.1)解的存在性; 在文献 [1]中, 陈在位势函数W (t, x)满足渐近二
次的条件下, 利用山路引理研究了问题 (1.1)解的存在性; 文献 [2]中, 陈和唐运用喷泉定理和
对偶喷泉定理分别考虑了位势函数W (t, x)为超二次和次二次的情形, 得到了问题 (1.1)存在
无穷多个解.
令

W (t, u(t)) = λG(t, u(t)) + F (t, u(t)), (1.2)
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其中λ > 0 , F (t, u(t))和G(t, u(t))在无穷远处分别是超二次和次二次的. 最近, 文献 [4]首
次研究了具有形如 (1.2)式这样组合项的位势函数, 借助于山路引理和极小化方法得到问
题 (1.1)至少存在两个非平凡解. 受上述结果的启发, 本文利用山路引理以及Ekeland变分原
理, 进一步讨论此类带组合项的问题 (1.1)两个解的存在性. 我们有
定理 1.1 假设W 满足如下条件

[F1] ∀x ∈ RN , F (t, x) 关于 t是可测的, 对 a.e. t ∈ [0, T ] , F (t, x)关于x是连续可微的,
且存在 a ∈ C(R+, R+) , b ∈ L1([0, T ], R+)使得

|F (t, x)| ≤ a(|x|)b(t), |∇F (t, x)| ≤ a(|x|)b(t),

∀x ∈ RN和 a.e. t ∈ [0, T ] 成立;
[F2] lim inf

|x|→0
F (t, x) ≥ 0 对 a.e. t ∈ [0, T ] 一致成立;

[F3] lim sup
|x|→0

F (t,x)
|x|2 < | cos(πα)|Γ2(α+1)

2T 2α 对 a.e. t ∈ [0, T ] 一致成立;

[F4] lim inf
|x|→+∞

F (t,x)
|x|2 > π2

| cos(πα)|Γ2(2−α)T 2α(3−2α)
对 a.e. t ∈ [0, T ]一致成立;

[F5] 存在常数 r > 2, 使得 lim sup
|x|→+∞

F (t,x)
|x|r < +∞ 对 a.e. t ∈ [0, T ]一致成立;

[F6] 存在常数µ > r − 1, 使得 lim inf
|x|→+∞

(∇F (t,x),x)−2F (t,x)
|x|µ > 0 对 a.e. t ∈ [0, T ]一致成立;

[G1] G(t, 0) = 0 , G(t, x) ∈ C1([0, T ],RN );
[G2] 存在常数 t̄ ∈ [0, T ], 1 < r0 < 2, ω0 > 0以及 δ > 0, 使得当 |x| ≤ δ时, 有

G(t̄, x) > ω0|x|r0 ;

[G3] 存在常数 1 < r1 < r2 < · · · < rm < µ − r + 2 < 2, 函数ωi ∈ L
2

2−ri (R, R+),
(i = 1, 2, · · · ,m) 使得∀(t, x) ∈ [0, T ]× RN , 有

|∇G(t, x)| ≤
m∑

i=1

riωi(t)|x|ri−1,

其中Γ为通常的伽马函数, α = 1 − β/2, 则存在常数Λ0 > 0, 使得当λ ∈ (0,Λ0)时, 问
题 (1.1)至少存在两个非平凡解.
注 1.1 容易看出, 这里定理 1.1所给的条件同文献 [4]相比要更一般, 因此结果推广和发

展了文献 [4]中的结论.
本文结构安排如下: 第二部分简要介绍一些分数阶微积分的基本概念并给出本文所需要

的预备引理; 第三部分给出了定理 1.1的证明; 最后一部分将给出一个例子来说明结果.

2 预备知识

本节将简要介绍一些分数阶微积分的基本概念, 并且给出问题 (1.1)的工作空间和变分
结构.
定义 2.1 [8] 设 γ > 0 , 函数 f(t)定义在 [a, b]上, 它的 γ阶左和右Riemann-Liouville分数

积分分别定义为

aD
−γ
t f(t) =

1
Γ(γ)

∫ t

a

(t− s)γ−1f(s)ds, t > a
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和

tD
−γ
b f(t) =

1
Γ(γ)

∫ b

t

(s− t)γ−1f(s)ds, t < b,

其中右式在 [a, b]上逐点有定义. 相应的, 当 γ = n ∈ N时, 上式分别与以下的n次积分形式相

对应

aD
−n
t f(t) =

1
(n− 1)!

∫ t

a

(t− s)n−1f(s)ds

和

tD
−n
b f(t) =

1
(n− 1)!

∫ b

t

(s− t)n−1f(s)ds.

定义 2.2 [8] 设 γ > 0 , 函数 f(t)定义在 [a, b]上, 它的 γ阶左和右Riemann-Liouville分数
导数分别定义为

aD
γ
t f(t) =

dn

dtn aD
γ−n
t f(t) =

1
Γ(n− γ)

dn

dtn

(∫ t

a

(t− s)n−γ−1f(s)ds

)
, t > a

和

tD
γ
b f(t) = (−1)n dn

dtn tD
γ−n
b f(t) =

1
Γ(n− γ)

(−1)n dn

dtn

(∫ b

t

(s− t)n−γ−1f(s)ds

)
, t < b,

其中 t ∈ [a, b] , n − 1 ≤ γ < n, n ∈ N, 其中n = [γ] + 1, [γ]为 γ的整数部分. 特别地,
若 γ = n ∈ N, 则

aD
0
t f(t) = tD

0
bf(t) = f(t),

aD
n
t f(t) = f (n)(t) 和 tD

n
b f(t) = (−1)nf (n)(t),

其中 f (n)(t)为 f(t)的n阶导数; 若 0 < γ < 1 , 则

aD
γ
t f(t) =

1
Γ(1− γ)

d

dt

(∫ t

a

(t− s)−γf(s)ds

)
, t > a

和

tD
γ
b f(t) =

1
Γ(1− γ)

d

dt

(∫ b

t

(s− t)−γf(s)ds

)
, t < b.

记AC
(
[a, b],RN

)
为绝对连续函数空间. 对 k ∈ N,

ACk
(
[a, b],RN

)
=

{
f ∈ Ck−1

(
[a, b],RN

)
: f (k−1) ∈ AC

(
[a, b],RN

)}
.

定义 2.3 [8] 设 γ > 0, n ∈ N. 若 γ ∈ [n − 1, n)且 f(t) ∈ ACn
(
[a, b],RN

)
, 则函

数 f(t)的 γ阶左和右Caputo分数导数于 [a, b]上几乎处处存在, 且分别定义为

c
aD

γ
t f(t) = aDt

γ−nf (n)(t) =
1

Γ(n− γ)

(∫ t

a

(t− s)n−γ−1f (n)(s)ds

)
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和

c
tD

γ
b f(t) = (−1)n

tDb
γ−nf (n)(t) =

(−1)n

Γ(n− γ)

(∫ b

t

(s− t)n−γ−1f (n)(s)ds

)
.

设 0 < α ≤ 1以及 1 < p < +∞, 考虑空间
Eα,p

0 =
{
u ∈ Lp

(
[0, T ], RN

)
: c

0D
α
t u(t) ∈ Lp

(
[0, T ], RN

)
, u(0) = u(T ) = 0

}
,

其范数为

‖u‖α,p =
[∫ T

0

(|u(t)|p + |c0Dα
t u(t)|p) dt

]1/p

,∀u ∈ Eα,p
0 .

命题 2.4 [8] 设 0 < α ≤ 1 , 1 < p < +∞ , 对u ∈ Eα,p
0 , 有

‖u‖p ≤ T α

Γ(α + 1)
‖c
0D

α
t u‖p. (2.1)

进一步, 若α > 1/p且 1/p + 1/q = 1, 则有

‖u‖∞ ≤ T α−1/p

Γ(α) ((α− 1)q + 1)1/q
‖c
0D

α
t u‖p.

特别的, 当 p = 2时, 有以下两个不等式成立

‖u‖2 ≤ τ2‖c
0D

α
t u‖2, (2.2)

‖u‖∞ ≤ τ∞‖c
0D

α
t u‖2, (2.3)

其中 τ2 = T α

Γ(α+1)
, τ∞ = T α−1/2

Γ(α)
√

2α−1
.

注 2.1 由 (2.1)式, Eα,p
0 上的范数等价于如下定义的 ‖ · ‖α,p ,

‖u‖α,p = ‖c
0D

α
t u‖p =

(∫ T

0

|c0Dα
t u|pdt

)1/p

.

引理 2.5 [7] 设 0 < α ≤ 1 , 1 < p < +∞, 且满足α > 1/p , 若序列 {un} 在Eα,p
0 上弱收

敛于u , 即un ⇀ u , 则在C([0, T ], RN )上有un → u , 即当n → +∞时, ‖un − u‖∞ → 0.
下面将在空间Eα := Eα,2

0 中讨论问题 (1.1)的多解性, 此时其范数为 ‖u‖α := ‖u‖α,2.
定义 2.6 若对u ∈ Eα以及∀v ∈ Eα有

−
∫ T

0

1
2

[(c
0D

α
t u(t), c

tD
α
T v(t)) + (c

tD
α
T u(t), c

0D
α
t v(t))] dt

−
∫ T

0

λ(∇G(t, u(t)), v(t))dt−
∫ T

0

(∇F (t, u(t)), v(t))dt = 0,

则称u为问题 (1.1)的弱解.
考虑泛函

ϕ(u) =
∫ T

0

[
−1

2
(c
0D

α
t u(t), c

tD
α
T u(t))− λG(t, u(t))− F (t, u(t))

]
dt, ∀u ∈ Eα. (2.4)
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根据条件 (F1), (G1)和 (G3), 由文献 [7]中的定理 4.1可知, ϕ ∈ C1(Eα,R)且有

〈ϕ′(u), v〉 =−
∫ T

0

1
2

[(c
0D

α
t u(t), c

tD
α
T v(t)) + (c

tD
α
T u(t), c

0D
α
t v(t))] dt

−
∫ T

0

λ(∇G(t, u(t)), v(t))dt−
∫ T

0

(∇F (t, u(t)), v(t))dt, ∀u, v ∈ Eα, (2.5)

其中 〈·, ·〉表示通常的Eα和 (Eα)∗的对偶作用. 进一步可知, u ∈ Eα为问题 (1.1)的弱解当且
仅当u为泛函ϕ的临界点.
引理 2.7 [7] 若 1/2 < α ≤ 1 , 则对u ∈ Eα , 有

| cos(πα)|‖u‖2
α ≤ −

∫ T

0

(c
0D

α
t u(t), c

tD
α
T u(t)) dt ≤ 1

| cos(πα)|‖u‖
2
α. (2.6)

定义 2.8 [6] 设X是实Banach空间, ϕ ∈ C1(X,R) , 如果 {un} ⊂ X , ϕ(un)有界并
且ϕ′(un) → 0 (n → +∞), 则称序列 {un} ⊂ X 为ϕ的 (PS) 序列. 如果它的每一 (PS)序列
都有一收敛子列, 则称泛函ϕ满足 (PS)条件.
定义 2.9 [6] 设X是实Banach空间, ϕ ∈ C1(X,R) , 如果 {un} ⊂ X , ϕ(un) 有界并

且 (1 + ‖un‖α)ϕ′(un) → 0 (n → +∞), 则称序列 {un} ⊂ X为ϕ的 (C)序列. 如果它的每
一 (C)序列都有一收敛子列, 则称泛函ϕ满足 (C)条件.
引理 2.10 [6] (山路引理)设X是实Banach空间, ϕ ∈ C1(X,R)满足 (PS)条件, ϕ(0) = 0,

且有

(I1) 存在常数 ρ, β > 0 , 使得ϕ|∂Bρ
≥ β;

(I2) 存在 e ∈ X\B̄ρ, 使得ϕ(e) ≤ 0,
则ϕ存在一个临界值 c ≥ β, 且 c = inf

g∈Γ
max
s∈[0,1]

ϕ(g(s)), 其中 B̄ρ = {u ∈ X : ‖u‖ ≤ ρ},
Γ = {g ∈ C([0, 1], X) : g(0) = 0, g(1) = e}.
注 2.2 由文献 [9]可知, 山路引理在 (C)条件下依然成立.

3 定理的证明

为了叙述方便, 令Ci(i = 1, 2, 3, · · · )表示一系列不同的正常数, X = Eα.
引理 3.1 假设条件 (F1), (F5), (F6), (G1)和 (G3)成立, 则泛函ϕ满足 (C)条件.
证 首先证明 {un}在X上有界. 假设 {un}是泛函ϕ的 (C)序列, 即 {ϕ(un)}有界, 且

当n → +∞时, 有 ‖ϕ′(un)‖X∗(1 + ‖un‖α) → 0, 其中 X∗ 为 X 的对偶空间, 则∀n ∈ N, 有

ϕ(un) ≤ C1, ‖ϕ′(un)‖X∗(1 + ‖un‖α) ≤ C1. (3.1)

根据条件 (F5), 存在常数R1 > 0 , 使得∀|x| ≥ R1以及 a.e. t ∈ [0, T ] , 有

F (t, x) ≤ C2|x|r. (3.2)

再结合条件 (F1), ∀x ∈ RN和 a.e. t ∈ [0, T ], 可知

F (t, x) ≤ C2|x|r + g1(t), (3.3)
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其中 g1(t) = max
s∈[0,R1]

a(s)b(t). 由条件 (G3)可知

|(∇G(t, x), x)| ≤
m∑

i=1

riωi(t)|x|ri ,

所以利用 (2.2)式以及Hölder不等式, 可得

∫ T

0

λ|(∇G(t, x), x)|dt ≤
∫ T

0

λ

m∑
i=1

riωi(t)|x|ridt

≤
m∑

i=1

λri‖ωi(t)‖ 2
2−ri

(∫ T

0

|x|2dt

)ri/2

≤
m∑

i=1

λriτ
ri

2 ‖ωi(t)‖ 2
2−ri

‖x‖ri
α ≤ C3

m∑
i=1

‖x‖ri
α . (3.4)

而由条件 (G1)和 (G3), 有

|G(t, x)| = |G(t, x)−G(t, 0)| ≤
∫ 1

0

|∇G(t, sx)||x|ds

≤
∫ 1

0

m∑
i=1

riωi(t)|x|risri−1ds =
m∑

i=1

ωi(t)|x|ri , (3.5)

因此, 进一步依据 (2.2), (3.4), (3.5)式和Hölder不等式, 可得

∫ T

0

λ|G(t, x)|dt ≤
∫ T

0

λ

m∑
i=1

ωi(t)|x|ridt ≤
m∑

i=1

λτ ri

2 ‖ωi(t)‖ 2
2−ri

‖x‖ri
α ≤ C4

m∑
i=1

‖x‖ri
α . (3.6)

这样由 (2.4), (2.6), (3.1), (3.3)和 (3.6) 式可得

| cos(πα)|
2

‖un‖2
α ≤ ϕ(un) +

∫ T

0

λG(t, un(t))dt +
∫ T

0

F (t, un(t))dt

≤ C1 +
∫ T

0

λ|G(t, un(t))|dt +
∫ T

0

g1(t)dt + C2

∫ T

0

|un(t)|rdt

≤ C4

m∑
i=1

‖un‖ri
α + C2

∫ T

0

|un(t)|rdt + C5. (3.7)

另一方面, 由条件 (F6) , 存在常数R2 > 0 , 使得∀|x| ≥ R2和 a.e. t ∈ [0, T ] , 有

(∇F (t, x), x)− 2F (t, x) ≥ C6|x|µ,

因此再由条件 (F1) , ∀x ∈ RN和 a.e. t ∈ [0, T ] , 可得

(∇F (t, x), x)− 2F (t, x) ≥ C6|x|µ − g2(t), (3.8)

其中 g2(t) = (2 + R2) max
s∈[0,R2]

a(s)b(t) + C6R
µ
2 .



No. 2 李姗姗等: 一类带组合项的分数阶边值问题两个解的存在性 311

由条件 (G3)可知µ < r. 取 εi = C6| cos(πα)|
4mC2τr−µ

∞ τ
ri
2 λ(ri+2)

, 利用 (2.2), (3.5) 式, 条件 (G1),

(G3)以及Hölder不等式和带 εi (i = 1, 2, · · ·m) 的Young不等式, 有
∫ T

0

λ|(∇G(t, un(t)), un(t))|dt +
∫ T

0

2λ|G(t, un(t))|dt

≤
∫ T

0

λ(ri + 2)
m∑

i=1

ωi(t)|un(t)|ridt

≤λ

m∑
i=1

(ri + 2)τ ri

2 ‖ωi‖ 2
2−ri

‖un‖ri
α

≤λ

m∑
i=1

(ri + 2)τ ri

2 εi‖un‖ripi
α + λ

m∑
i=1

(ri + 2)τ ri

2

1
εi

‖ωi‖qi
2

2−ri

, (3.9)

其中 ripi = µ− r + 2 , 1/pi + 1/qi = 1. 考虑 (2.4), (2.5), (3.1), (3.4), (3.6), (3.8)和 (3.9) 式,
有

3C1 ≥2ϕ(un)− 〈ϕ′(un), un〉

=
∫ T

0

[(∇F (t, un(t)), un(t))− 2F (t, un(t))] dt

+
∫ T

0

λ [(∇G(t, un(t)), un(t))− 2G(t, un(t))] dt

≥C6

∫ T

0

|un(t)|µdt−
∫ T

0

g2(t)dt−
∫ T

0

λ|((∇G(t, un(t))), un(t))|dt

≥C6

∫ T

0

|un(t)|µdt−
∫ T

0

g2(t)dt− λ

m∑
i=1

(ri + 2)τ ri

2 εi‖un‖ripi
α

− λ

m∑
i=1

(ri + 2)τ ri

2

1
εi

‖ωi‖qi
2

2−ri

.

因此可以得到
∫ T

0

|un(t)|µdt ≤ λ

C6

m∑
i=1

(ri + 2)τ ri

2 εi‖un‖ripi
α +

λ

C6

m∑
i=1

(ri + 2)τ ri

2

1
εi

‖ωi‖qi
2

2−ri

+ C7. (3.10)

由于µ > r − 1, 利用 (3.7)和 (3.10) 式, 并注意到 εi的定义, 有

| cos(πα)|
2

‖un‖2
α ≤ C4

m∑
i=1

‖un‖ri
α + C2τ

r−µ
∞ ‖un‖r−µ

α

∫ T

0

|un(t)|µdt + C5

≤C2τ
r−µ
∞ ‖un‖r−µ

α

[
λ

C6

m∑
i=1

(ri + 2)τ ri

2 εi‖un‖ripi
α +

λ

C6

m∑
i=1

(ri + 2)τ ri

2

1
εi

‖ωi‖qi
2

2−ri

]

+ C2τ
r−µ
∞ ‖un‖r−µ

α C7 + C4

m∑
i=1

‖un‖ri
α + C5

≤C4

m∑
i=1

‖un‖ri
α +

| cos(πα)|
4

‖un‖2
α + C8‖un‖r−µ

α + C5.
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注意到这里µ > r − 1, 因此, ‖un‖α有界.
最后证明 {un}在X上有强收敛子列. 因为 {un}在X上有界,并且X是自反的Banach空

间 (见文献 [8] ) , 则存在子序列, 不妨仍记为 {un} , 使得在X上, 有un ⇀ u. 于是当n →
+∞时, 有

〈ϕ′(un)− ϕ′(u), un − u〉 = 〈ϕ′(un), un − u〉 − 〈ϕ′(u), un − u〉
≤ ‖ϕ′(un)‖X∗‖un − u‖α − 〈ϕ′(u), un − u〉 → 0. (3.11)

由 (2.3)式和引理 2.5可知 {un} 在C([0, T ],RN )上有界. 进一步, 当n → +∞时, 有 ‖un −
u‖∞ → 0. 因此再依据条件 (F1)和 (G3), 当n → +∞时, 有

∫ T

0

∇F (t, un(t))dt →
∫ T

0

∇F (t, u(t))dt,

∫ T

0

∇G(t, un(t))dt →
∫ T

0

∇G(t, u(t))dt. (3.12)

此外, 由 (2.5), (2.6)和 (3.12) 式, 有

〈ϕ′(un)− ϕ′(u), un − u〉

= −
∫ T

0

(c
0D

α
t (un(t)− u(t)), c

tD
α
T (un(t)− u(t)))dt

−
∫ T

0

(∇F (t, un(t))−∇F (t, u(t)), un(t)− u(t))dt

−
∫ T

0

λ(∇G(t, un(t))−∇G(t, u(t)), un(t)− u(t))dt

≥ | cos(πα)|‖un − u‖2
α − ‖un − u‖∞

∣∣∣∣
∫ T

0

(∇F (t, un(t))−∇F (t, u(t))) dt

∣∣∣∣

− ‖un − u‖∞
∣∣∣∣
∫ T

0

λ (∇G(t, un(t))−∇G(t, u(t))) dt

∣∣∣∣ .

所以结合 (3.11)式可得, 当n → +∞时, ‖un − u‖α → 0, 即ϕ满足 (C)条件.
引理 3.2 假设W 满足条件 (F3), (F5), (G1)和 (G3),则存在常数 ρ > 0, β > 0 和Λ0 > 0 ,

使得当 ‖u‖α = ρ , λ ∈ (0,Λ0)时, 有ϕ(u) ≥ β.
证 根据条件 (F3), (F5)可知, 存在常数 δ1 ∈ (0, | cos(πα)|) , ∀x ∈ RN 和 a.e. t ∈ [0, T ],

有

F (t, x) ≤ (| cos(πα)| − δ1)
Γ2(α + 1)

2T 2α
|x|2 + C9|x|r. (3.13)

由 (2.1) , (2.4) , (2.6) , (3.13)式及条件 (G1), (G3), 有

ϕ(u) =
∫ T

0

[
−1

2
(c
0D

α
t u(t), c

tD
α
T u(t))− λG(t, u(t))− F (t, u(t))

]
dt

≥ | cos(πα)|
2

‖u‖2
α − λ

∫ T

0

m∑
i=1

ωi(t)|u(t)|ridt− C9

∫ T

0

|u(t)|rdt

− (| cos(πα)| − δ1)
Γ2(α + 1)

2T 2α

∫ T

0

|u(t)|2dt
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≥ | cos(πα)|
2

‖u‖2
α − λ

m∑
i=1

τ ri

2 ‖ωi‖ 2
2−ri

‖u‖ri
α − C10‖u‖r

α −
(| cos(πα)| − δ1)

2
‖un‖2

α

≥ δ1

2
‖u‖2

α − λC11

m∑
i=1

‖u‖ri
α − C10‖u‖r

α

= ‖u‖2
α

(
δ1

2
− λC11

m∑
i=1

‖u‖ri−2
α − C10‖u‖r−2

α

)
.

设

g(z) = λC11

m∑
i=1

zri−2 + C10z
r−2, z > 0, Ω = {z ∈ R+ : g′(z) = 0}. (3.14)

因为 1 < ri < 2 < r, 且当 z → 0+和 z → +∞时, 都有 g(z) → +∞, 故Ω 6= ∅. 于是,
∀z0 ∈ Ω , 根据 (3.14)式, 有

(r − 2)C10z
r−2
0 = λC11

m∑
i=1

(2− ri)zri−2
0 . (3.15)

利用 (3.14)和 (3.15)式可得, 存在不依赖于λ的常数C12 , 使得

g(z0) = λC11

m∑
i=1

zri−2
0 + C10z

r−2
0

≤ C12λC11

m∑
i=1

(2− ri)zri−2
0 + C10z

r−2
0

= (C12(r − 2) + 1) C10z
r−2
0 .

所以存在 ẑ ∈ R+ , 使得当 z0 ∈ (0, ẑ)
⋂

Ω时, 有 0 < g(z0) = β1 < δ1
2
. 下面证明, 若λ充分小,

则必有Ω ⊂ (0, ẑ). 事实上, 由 (3.15)式可知, 存在不依赖于λ的常数C13 , 使得

C13λ ≥ zr−2
0

m∑
i=1

zri−2
0

=
zr
0

m∑
i=1

zri

0

.

设 y(z) = zr

m∑
i=1

zri

, z ∈ R+, 则 y(z)在R+上严格递增且当 z → 0时, y(z) → 0 . 因此存

在 y−1(z)使得, y−1(y(z)) = z. 进一步可知 y−1(z)在R+上也是严格递增的且当 z → 0时,
有 y−1(z) → 0. 所以存在常数Λ0 > 0, 当λ ∈ (0,Λ0)时, 有

ẑ > y−1(C13λ) ≥ y−1(y(z0)) = z0.

取β =
(

δ1
2
− β1

)
ρ , 故存在常数 ρ = z0 > 0 , 当 ‖u‖α = ρ且λ ∈ (0,Λ0)时, 有ϕ(u) ≥ β.

引理 3.3 假设W 满足条件 (F1), (F4), (G1)和 (G3), 则存在 e ∈ X, 并且 ‖e‖α > ρ, 使
得ϕ(e) < 0.
证 由条件 (F4)知, 存在常数 δ2 > 0和R3 > 0 , 使得∀|x| ≥ R3 以及 a.e. t ∈ [0, T ] , 有

F (t, x) ≥
(

π2

| cos(πα)|Γ2(2− α)T 2α(3− 2α)
+ δ2

)
|x|2,
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再由条件 (F1), ∀x ∈ RN和 a.e. t ∈ [0, T ] , 有

F (t, x) ≥
(

π2

| cos(πα)|Γ2(2− α)T 2α(3− 2α)
+ δ2

)
(|x|2 −R2

3)− g3(t), (3.16)

其中 g3(t) = max
s∈[0,R3]

a(s)b(t).

选取u0 = (T
π

sin πt
T

, 0, · · · , 0) ∈ X, 计算可得

‖u0‖2
2 =

T 3

2π2
, ‖u0‖2

α ≤
T 3−2α

Γ2(2− α)(3− 2α)
. (3.17)

根据 (2.4), (2.6), (3.5), (3.16)和 (3.17) 式, 注意到 1 < ri < 2, 当 s → +∞时, 有

ϕ(su0) =
∫ T

0

[
−s2

2
(c
0D

α
t u0(t), c

tD
α
T u0(t))− λG(t, su0(t))− F (t, su0(t))

]
dt

≤ s2

2| cos(πα)|‖u0‖2
α + λ

∫ T

0

|G(t, su0(t))|+
∫ T

0

g3(t)dt

−
(

s2π2

| cos(πα)|Γ2(2− α)T 2α(3− 2α)
+ s2δ2

)∫ T

0

|u0(t)|2dt

≤ s2

2| cos(πα)| ·
T 3−2α

Γ2(2− α)(3− 2α)
− s2δ2T

3

2π2
+ C4

m∑
i=1

sri‖u0‖ri
α + C14

− s2π2

| cos(πα)|Γ2(2− α)T 2α(3− 2α)
· T 3

2π2

= −s2δ2T
3

2π2
+ C4

m∑
i=1

sri

(
T 3−2α

Γ2(2− α)(3− 2α)

)ri/2

+ C14

→ −∞.

所以存在充分大的 s0使得ϕ(s0u0) < 0, 取 e = s0u0 ∈ X , 有ϕ(e) < 0.
引理 3.4 假设条件 (F2)和 (G2)成立, 则

−∞ < inf{ϕ(u) : u ∈ B̄ρ} < 0,

其中 ρ由引理 3.2给出.
证 因为X是Banach空间 (见文献 [8] ), 设Ω = B̄ρ ⊂ X是弱列紧的序列式弱闭集, 泛

函ϕ : Ω → R在Ω上是弱下半连续的. 首先证明ϕ有下界且达到下确界, 即存在u0 ∈ Ω, 使
得ϕ(u0) = inf

u∈Ω
ϕ(u).

若h := ϕ(u0) = inf
u∈Ω

ϕ(u) = −∞, 则存在 {un}+∞
n=1 ⊂ Ω, 使得ϕ(un) < −n. 因为Ω是弱

列紧的, 不妨认为, 当n → +∞时, 有un ⇀ u0. 又因为Ω是序列式弱闭集, 所以u0 ∈ Ω. 根
据ϕ的弱下半连续性得

ϕ(u0) ≤ lim
n→+∞

inf ϕ(un) = −∞.

该矛盾说明ϕ在Ω上有下界, 从而有下确界. 记 {un}+∞
n=1 ⊂ Ω是极小化序列, 即当n → +∞

时, 有ϕ(un) → h. 因为Ω是弱列紧的序列式弱闭集, 不妨认为, 当n → +∞时, 有un ⇀ u0 ∈
Ω. 利用ϕ的弱下半连续性得 h ≤ ϕ(u0) ≤ lim

n→+∞
inf ϕ(un) = lim

n→+∞
ϕ(un) = h, 即ϕ(u0) = h.
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下证存在ϕ(u0) = h < 0.
由条件 (F2)知, 存在常数 δ3 > 0 , 使得∀|x| ≤ δ3以及 a.e. t ∈ [0, T ] , 有

F (t, x) ≥ 0. (3.18)

由条件 (G2)得, 存在常数 δ4 > 0, ∀|x| ≤ δ和∀t ∈ (t̄− δ4, t̄ + δ4), 有

G(t, x) ≥ ω0|x|r0 . (3.19)

取φ ∈ C∞
0 ((t̄ − δ4, t̄ + δ4),RN ). 令 δ5 = min{δ, δ3}, 则对充分小的 s ∈ (0, δ5

‖φ‖∞ ], 由 (2.4),
(2.6), (3.18)和 (3.19) 式, 可得

ϕ(sφ) =
∫ T

0

[
−s2

2
(c
0D

α
t φ(t), c

tD
α
T φ(t))− λG(t, sφ(t))− F (t, sφ(t))

]
dt

≤ s2

2| cos(πα)|‖φ‖
2
α − λω0s

r0

∫ t̄+δ4

t̄−δ4

|φ(t)|r0dt

< 0.

因此有−∞ < inf{ϕ(u) : u ∈ B̄ρ} < 0.
定理 1.1 的证明 根据引理 3.1可知ϕ满足 (C)条件,由条件 (F3)和 (G1)知W (t, 0) = 0 ,

所以有ϕ(0) = 0 , 再利用引理 3.2和引理 3.3可知引理 2.9 (山路引理) 中的条件 (I1) , (I2) 成
立. 因此问题 (1.1)存在一个非平凡解u1 ∈ X , 使得ϕ(u1) = c > 0 . 另一方面, 由引理 3.4
和Ekeland变分原理 (见文献 [6] ), 类似于文献 [10]中定理 2.1的证明, 可得有界的 (PS)序
列 {un} , 即ϕ(un)有界, 且当n → +∞时, ϕ′(un) → 0. 又因为un ∈ B̄ρ , 即 ‖un‖α < ρ , 所
以当n → +∞时, 有 (1 + ‖un‖α)ϕ′(un)α → 0 , 即 {un} 为ϕ中有界的 (C)序列, 再结合引
理 3.1 , 则问题 (1.1)存在另一个非平凡解u2 ∈ X , 使得ϕ(u2) < 0. 综上所述, 问题 (1.1)至少
存在两个非平凡解u1, u2 ∈ X, 使得ϕ(u2) < 0 < ϕ(u1).

4 例子

在本节中, 给出一个具体的例子来说明我们的结果. 考虑如下分数阶边值问题:
{
− d

dt

(
1
2 0D

−β
t (u′(t)) + 1

2 tD
−β
T (u′(t))

)
= ∇W (t, u(t)) a.e. t ∈ [0, T ],

u(0) = 0, u(T ) = 0,

其中W (t, x) = (1 + t2) ln(1 + 2|x|2)|x|2 + λ 4
5
t|x| 54 . 令F (t, x) = (1 + t2) ln(1 + 2|x|2)|x|2,

G(t, x) = 4
5
t|x| 54 . 选取 r = 2.5, µ = 2, 则容易验证W (t, x)满足条件 (F1)–(F6)和条件 (G1)–

(G3). 由定理 1.1, 则存在常数Λ0 > 0, 使得当λ ∈ (0,Λ0)时, 问题 (1.1)在Eα上至少有两个

非平凡解. 但显然W (t, x)不满足文献 [1–5, 7, 8]中的相关条件.
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TWO SOLUTIONS FOR A CLASS OF FRACTIONAL BOUNDARY

VALUE PROBLEMS WITH MIXED NONLINEARITIES

LI Shan-shan, WANG Zhi-yong

(School of Mathematics and Statistics, Nanjing University of Information Science and Technology,

Nanjing 210044, China)

Abstract: In this paper, we deal with the following kind of fractional boundary value

problems with mixed nonlinearities

{
− d

dt

(
1
2 0D

−β
t (u′(t)) + 1

2 tD
−β
T (u′(t))

)
= ∇W (t, u(t)) a.e. t ∈ [0, T ],

u(0) = 0, u(T ) = 0,

where W is a combination of superquadratic and subquadratic terms. By using mountain pass

lemma and Ekeland’s variational principle, we prove that the above boundary value problem has

at least two nontrivial solutions, which extends and improves some existed literature.

Keywords: fractional boundary value problem; mountain pass lemma; Ekeland’s varia-

tional principle
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