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摘要: 本文研究了灰色模型对振荡序列的预测问题. 在已有 GM(1, 1 | sin) 模型的基础上, 利

用分数阶算子对原始序列进行累加生成的方法, 获得了分数阶累加 GM(1, 1 | sin) 模型的表达式; 以平

均相对误差最小化为目标, 利用粒子群算法求解非线性优化问题, 获得了模型的最优参数. 最后以城市

交通流的模拟预测为例, 结果表明本文提出的模型比 GM(1, 1 | sin) 模型具有更高的模拟精度, 推广了

GM(1, 1 | sin) 预测模型的结果.
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1 引言

针对 “小样本、贫信息” 的系统序列的预测问题, 邓聚龙教授提出了灰色系统理论 [1], 其
中灰色预测是该理论中的核心体系. GM(1, 1) 模型作为灰色预测模型中的典型代表, 已被广
泛应用于众多领域 [2−4]. 研究表明, 该模型对近似齐次指数律的数据序列的模拟预测具有较
高的精度, 而对其他一般序列尤其是振荡序列的模拟预测效果并不理想. 为拓广灰色预测模
型的适用范围, 许多学者针对不同类型的序列进行了深入研究, 提出了一系列的灰色预测模
型. 针对非齐次指数律特征的数据序列的预测问题, 战立青等 [5] 提出了 NHGM(1, 1, k) 模
型, 并将其应用于北京地铁客流量和江苏省财政科技投入预测中; 针对部分指数特征并含时
间幂次项的数据序列的预测问题, 钱吴永等 [6] 提出了 GM(1, 1, tα) 模型, 并将其应用于某省
沿海高速公路软土地基沉降预测中; 为更好地描述系统的非线性的本质, 王正新等 [7] 提出

了 GM(1, 1) 幂模型, 并将其应用于南京市水路货运量预测中; 为减少以离散形式估计参数且
用连续函数模拟预测过程中产生的误差, 谢乃明等 [8,9] 提出了离散灰色预测模型, 并将其应
用于纯指数序列模拟中; 针对振荡序列的预测问题, 毛树华等 [10] 构建了 GM(1, 1 | sin) 模型,
并将其应用于城市交通流的模拟预测中. 相比于传统 GM(1, 1) 模型, 以上拓展模型在各自应
用中都取得了更好的模拟预测效果, 具有一定的实用性.
为充分利用系统的新信息, 本文结合分数阶累加思想 [11,12], 将文献 [10] 的 GM(1, 1 | sin)

模型中对原始序列的一阶累加方式转变为分数阶累加. 由于 GM(1, 1 | sin) 模型是利用离散
方程估计参数, 而预测时采用的是连续函数, 所以在从离散到连续的转换过程中不可避免地
会产生误差. 为尽量减少转换误差, 本文在分数阶累加的基础上, 对 GM(1, 1 | sin) 模型的
白化微分方程进行推导, 构建了分数阶累加 GM(1, 1 | sin) 模型. 由于模型参数的不同, 模
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拟预测精度也有所不同, 本文采用粒子群算法对模型参数进行优化, 使模型具有最高的模
拟精度, 且更加有效应用于振荡序列的模拟预测. 最后以城市交通流预测为例, 证实了与
GM(1, 1 | sin) 模型相比, 本文提出的分数阶累加 GM(1, 1 | sin) 模型显著提高了预测精度.

2 GM(1, 1 | sin) 模型简介

定义 1 设非负序列X(0) = {x(0)(1), x(0)(2), · · · , x(0)(n)},称X(1) = {x(1)(1), x(1)(2), · · · ,
x(1)(n)} 为 X(0) 的一阶累加生成序列, 其中

x(1)(k) =
k∑

i=1

x(0)(i), k = 1, 2, · · · , n; (2.1)

Z(1) = {z(1)(1), z(1)(2), · · · , z(1)(n)} 为 X(1) 的紧邻均值生成序列, 其中

z(1)(k) = 0.5[x(1)(k) + x(1)(k − 1)], k = 2, 3, · · · , n.

定义 2 方程

x(0)(k) + az(1)(k) = b1 sin pk + b2 (2.2)

称为 GM(1, 1 | sin) 模型. 将一阶微分方程

dx(1)(t)
dt

+ ax(1)(t) = b1 sin pt + b2 (2.3)

称为 GM(1, 1 | sin) 模型的白化方程.
假设 â = [a, b1, b2]T 为参数列, 且令

B =




−z(1)(2) sin 2p 1
−z(1)(3) sin 3p 1

...
...

...
−z(1)(n) sin np 1




, Y =




x(0)(2)
x(0)(3)

...
x(0)(n)




,

则 GM(1, 1 | sin) 模型参数列的最小二乘估计满足

â = (BT B)−1BT Y. (2.4)

在已知 p 值的前提下, 利用方程 (2.4) 可求解得到模型的各个参数, 再将这些参数代入到
白化方程 (2.3) 中, 则可求出微分方程的数值解即模型的预测函数 x̂(1)(t). 从预测系统的角
度出发, 模型的预测函数 x̂(1)(t) 即为模型的时间响应函数, 对其离散化可得到时间响应序列
x̂(1)(k) (k = 1, 2, · · · ). 根据一阶累加生成公式 (2.1), 对 x̂(1)(k) 做一阶累减还原可以得到原
始序列的模拟值 x̂(0)(k) (k = 1, 2, · · · ).
定理 1 假设 B、Y 和 â 如定义 2 所述, 即 â = [a, b1, b2]T = (BT B)−1BT Y , 则

GM(1, 1 | sin) 模型的时间响应序列为

x̂(1)(k + 1) =
[
x(0)(1) +

b1p

a2 + p2
− b2

a

]
e−ak +

b1

a2 + p2
(a sin pk− p cos pk) +

b2

a
, k = 0, 1, · · · .

(2.5)
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一阶累减还原值为

x̂(0)(k + 1) = x(1)(k + 1)− x(1)(k), k = 1, 2 · · · . (2.6)

3 基于分数阶累加的 GM(1, 1 | sin) 模型的构建

定义 3 设非负序列X(0) = {x(0)(1), x(0)(2), · · · , x(0)(n)},称X(r) = {x(r)(1), x(r)(2), · · · ,
x(r)(n)} 为 X(0) 的 r(r ≥ 0) 阶累加生成序列, 其中

x(r)(k) =
k∑

i=1

(
k − i + r − 1

k − i

)
x(0)(i), (3.1)

且规定
(

k − i + r − 1
k − i

)
=

(r + k − i− 1)(r + k − i− 2) · · · (r + 1)r
(k − i)!

,

(
r − 1

0

)
= 1,

(
k − 1

k

)
= 0, k = 1, 2, · · · , n;

称矩阵

Dr =




1

(
r

1

)
· · ·

(
r + n− 3

n− 2

) (
r + n− 2

n− 1

)

0 1 · · ·
(

r + n− 4
n− 3

) (
r + n− 3

n− 2

)

...
...

. . .
...

...

0 0 · · · 1

(
r

1

)

0 0 · · · 0 1




(3.2)

为 r 阶累加生成矩阵, X(r) 可表示为

X(r) = X(0)Dr; (3.3)

称 Z(r) = {z(r)(1), z(r)(2), · · · , z(r)(n)} 为 X(r) 的紧邻均值生成序列, 其中

z(r)(k) = 0.5[x(r)(k) + x(r)(k − 1)], k = 2, 3, · · · , n.

由于 GM(1, 1 | sin) 模型利用离散方程 (2.2) 估计参数, 且通过由微分方程 (2.3) 求解得
到的时间响应序列进行模拟预测, 所以在从离散到连续的转换过程中不可避免地产生误差,
此误差将直接影响到模型的模拟预测精度. 为尽量减少此误差, 以提高模型的模拟预测精度,
本文利用积分运算对白化方程进行推导, 得到近似程度较高的离散方程.
现对序列 X(r) 建立结构形式同方程 (2.3) 的一阶线性微分方程

dx(r)(t)
dt

+ ax(r)(t) = b sin pt + c. (3.4)
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在区间 [k − 1, k] 上对式 (3.4) 两边同时积分, 得
∫ k

k−1

dx(r)(t)
dt

dt +
∫ k

k−1

ax(r)(t)dt =
∫ k

k−1

b sin ptdt +
∫ k

k−1

cdt,

则

x(r)(t)
∣∣k
k−1

+ a

∫ k

k−1

x(r)(t)dt = b
1
p
(− cos pt) |kk−1 + ct|kk−1 ,

即

x(r)(k)− x(r)(k − 1) + a

∫ k

k−1

x(r)(t)dt =
b

p
[cos p(k − 1)− cos pk] + c.

利用三角函数和差化积公式, 可得

x(r)(k)− x(r)(k − 1) + a

∫ k

k−1

x(r)(t)dt = 2
b

p
sin

p

2
sin

(
k − 1

2
)
p + c.

用背景值 z(r)(k) 近似代替
∫ k

k−1

x(r)(t)dt, 并作如下定义.

定义 4 称方程

x(r)(k)− x(r)(k − 1) + az(r)(k) = 2
b

p
sin

p

2
sin

(
k − 1

2
)
p + c (3.5)

为基于 r 阶累加的 GM(1, 1 | sin) 模型 (简称 r 阶 GM(1, 1 | sin) 模型). 方程 (3.4) 为模型的
白化方程.
令

Br =




−z(r)(2)
2
p

sin
p

2
sin

3p

2
1

−z(r)(3)
2
p

sin
p

2
sin

5p

2
1

...
...

...

−z(r)(n)
2
p

sin
p

2
sin(n− 1

2
)p 1




, Yr =




x(r)(2)− x(r)(1)
x(r)(3)− x(r)(2)

...
x(r)(n)− x(r)(n− 1)




, (3.6)

由最小二乘估计可得模型参数列

â = (a, b, c)T = (BT
r Br)−1BT

r Yr. (3.7)

同 GM(1, 1 | sin) 模型的预测原理, 将求解得出的参数代入方程 (3.4) 可得到模型的时间
响应函数 x̂(r)(t). 对其离散化可得模型的时间响应序列 x̂(r)(k) (k = 1, 2, · · · ), 再经 r 阶累减

还原可得原始序列的模拟值 x̂(0)(k) (k = 1, 2, · · · ).
定理 2 若取初值 x̂(r)(1) = x(r)(1) = x(0)(1), 则 r 阶 GM(1, 1 | sin) 模型的时间响应序

列为

x̂(r)(k) =
[
x(0)(1)− b

a2 + p2
(a sin p− p cos p)− c

a

]
e−a(k−1)

+
b

a2 + p2
(a sin pk − p cos pk) +

c

a
, k = 1, 2, · · · . (3.8)
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r 阶累减还原值为

x̂(0)(1) = x̂(r)(1);

x̂(0)(k) =
k∑

i=1

(
k − i− r

k − i

)
x̂(r)(i)−

k−1∑
i=1

(
k − 1− i− r

k − 1− i

)
x̂(r)(i), k = 2, 3, · · · . (3.9)

证 由于 r 阶 GM(1, 1 | sin) 模型的白化方程 (3.4) 为非齐次的一阶线性微分方程, 若令
P (t) = a, Q(t) = b sin pt + c, 则由非齐次的一阶线性微分方程的通解公式可得

x(r)(t) = C0e
− ∫

P (t)dt + e−
∫

P (t)dt

∫
Q(t)e

∫
P (t)dtdt

= C0e
− ∫

adt + e−
∫

adt

∫
(b sin pt + c)e

∫
adtdt

= C0e
−at + be−at

∫
sin pteatdt +

c

a

= C0e
−at +

b

p2 + a2
(a sin pt− p cos pt) +

c

a
.

令 t = k, 则 x(r)(t) = x(r)(k). 于是可得 r 阶 GM(1, 1 | sin) 模型的时间响应序列为

x̂(r)(k) = C0e
−ak +

b

p2 + a2
(a sin pk − p cos pk) +

c

a
. (3.10)

令 k = 1, 得

x̂(r)(1) = C0e
−a +

b

p2 + a2
(a sin p− p cos p) +

c

a
. (3.11)

把初值条件 x̂(r)(1) = x(r)(1) = x(0)(1) 代入式 (3.10), 得

C0 = ea
[
x(0)(1)− b

p2 + a2
(a sin p− p cos p)− c

a

]
. (3.12)

将 C0 代入式 (3.10), 得

x̂(r)(k) =
[
x(0)(1)− b

a2 + p2
(a sin p− p cos p)− c

a

]
e−a(k−1)

+
b

a2 + p2
(a sin pk − p cos pk) +

c

a
, k = 1, 2, · · · .

由于X(r) = X(0)Dr (其中Dr 为定义 3 中 r 阶累加生成矩阵), 则 X̂(r) 与原始序列X(0)

的模拟值 X̂(0) 之间满足 X̂(r) = X̂(0)Dr. 又矩阵 Dr 的行列式 |Dr| = 1 6= 0, 则矩阵 Dr 可

逆. 故 X̂(0) = X̂(r)(Dr)−1. 于是 r 阶累减还原值为

x̂(0)(1) = x̂(r)(1);

x̂(0)(k) = x̂(r)(k)(Dr)−1

=
k∑

i=1

(
k − i + 1− r − 1

k − i

)
x̂(r)(i)−

k−1∑
i=1

(
k − 1− i + 1− r − 1

k − 1− i

)
x̂(r)(i)

=
k∑

i=1

(
k − i− r

k − i

)
x̂(r)(i)−

k−1∑
i=1

(
k − 1− i− r

k − 1− i

)
x̂(r)(i), k = 2, 3, · · · .
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4 r 阶 GM(1, 1 | sin) 模型参数 p 和累加阶数 r 的确定

上述 r 阶 GM(1, 1 | sin) 模型是基于参数 p 和累加阶数 r 确定的前提下建立的. 一般情
况下, p 和 r 的取值不同, 模型的模拟精度也会相应不同. 平均相对误差是判别灰色预测模型
的模拟效果优劣的常用准则, 因此, 为达到最优的模拟效果, 本文以平均相对误差最小化为目
标, 模型参数之间的关系以及 p 和 r 自身的取值范围为约束, 建立如下非线性优化模型

min
p,r

f(p, r) =
1
n

n∑
k=1

∣∣∣∣
x(0)(k)− x̂(0)(k)

x(0)(k)

∣∣∣∣ (4.1)

s.t. x̂(r)(k) =
[
x(0)(1)− b

a2 + p2
(a sin p− p cos p)− c

a

]
e−a(k−1)

+
b

a2 + p2
(a sin pk − p cos pk) +

c

a
, k = 1, 2, · · · ;

x̂(0)(k) =
k∑

i=1

(
k − i− r

k − i

)
x̂(r)(i)−

k−1∑
i=1

(
k − 1− i− r

k − 1− i

)
x̂(r)(i), k = 2, 3, · · · ;

− 3 ≤ p ≤ 3, 0 ≤ r ≤ 3;

â =[a, b, c]T .

为得出 p 和 r 的最优值, 本文采用粒子群优化算法 (简记为 PSO) 对该优化模型进行求
解. PSO 是由 Eberhart 博士和 Kennedy 博士于 1995 年提出的一种新的进化算法 [13], 其源
于对鸟群捕食的行为研究. 由于 PSO 具有概念简单、参数少和易于计算与编程等优点, 所以
在函数优化和神经网络训练等领域得到了广泛的应用 [14].

PSO 的基本思路是: 首先对优化问题初始化一组随机解, 每个随机解都视为搜索空间中
的 “粒子”, 然后通过迭代找到最优解. 在每一次迭代中, 所有粒子都有一个由被优化的函数
决定的适应值. 基于适应值, 粒子本身所找到的最优解称为个体极值 (pBest), 整个种群目前
找到的最优解称为全局极值 (gBest). 当找到这两个极值时, 粒子根据以下公式来更新自己的
速度 v 和位置 x:

v(k + 1) = ω · v(k) + c1 · rand()× [pBest(k)− x(k)]

+c2 · rand() · [gBest(k)− x(k)], (4.2)

x(k + 1) = x(k) + v(k + 1), (4.3)

其中 ω 是惯性权重, 它决定了粒子先前速度对当前速度的影响程度, 起到平衡算法全局搜索
和局部搜索能力的作用 [15]. 当取值范围在 0.9 和 1.2 之间时, 优化效果较好; c1 和 c2 是学习

因子, 这两个常数使粒子具有自我总结和向群体中优秀个体学习的能力, 从而向最优点靠近.
c1 和 c2 通常都取等于 2, 并且范围在 0 和 4 之间; rand() 为在 [0, 1] 之间的随机数. 粒子当
前的速度决定了粒子下一步搜索的距离和方向, 且有一个最大速度 Vmax, 最大速度决定粒子
在每一次迭代中最大的移动距离, 通常设定为粒子的范围宽度. 整个算法停止准则是达到最
大迭代次数或获得可以接受的满意解.
基于粒子群算法的 r 阶 GM(1, 1 | sin) 模型的建模求解步骤如下:
步骤 1 取粒子数为 30, 在问题可行域中初始化所有粒子的位置和速度.
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步骤 2 取平均相对误差即目标函数 (4.1) 作为适应度函数, 计算出每个粒子的适应值.
分别比较每个粒子的适应值与个体极值 pBest 和全局极值 gBest 之间的关系, 如果前者优于
后者, 则将当前粒子位置设置为 pBest 位置和 gBest 位置.
步骤 3 按照式 (4.2) 和 (4.3) 更新粒子的速度和位置.
步骤 4 循环回到步骤 2. 终止条件设置为达到最大迭代次数 2000 或所有个体极值的最

大值与全局极值之间的误差小于 10−25. 若满足终止条件, 则转到步骤 5.
步骤 5 输出全局极值以及相应的原始序列的模拟值 x̂(0)(k), 算法结束.

5 应用实例

为了验证本文提出的分数阶累加 GM(1, 1 | sin) 模型的模拟预测效果, 以文献 [10] 中的
数据为例, 原始数据为纽约市某天 6 时至 18 时的交通流量 (以 1 小时为间隔), 即

X(0) ={37908, 71249, 76975, 68285, 63315, 56786, 53642,53197,54194,58615,64593, 70076, 74693}.
易见, 该序列为振荡序列. 为体现本文提出的新模型的优化效果, 对序列 X(0) 分别建立文

献 [10] 中 GM(1, 1 | sin) 模型 x(0)(k) + az(1)(k) = b1 sin pk + b2, 累加阶数 r = 1 时的 r 阶

GM(1, 1 | sin) 模型 x(0)(k) + az(1)(k) = 2 b
p

sin p
2
sin(k − 1

2
)p + c 和 r 阶 GM(1, 1 | sin) 模型

x(r)(k)− x(r)(k− 1) + az(r)(k) = 2 b
p

sin p
2
sin(k− 1

2
)p + c, 得到的模拟值及平均相对误差结果

见表 1 和图 1.

表 1: 三种模型的模拟结果比较

时点 原始值
GM(1, 1 | sin) 模
型 (p = 0.7003)

r 阶 GM(1, 1 | sin) 模
型 (r = 1, p = 0.6251)

r 阶 GM(1, 1 | sin) 模型
(r = 0.4010, p = 0.2866)

6 37908 37908.00 37908.00 37908.00
7 71249 67417.97 70782.42 71248.72
8 76975 71284.66 72930.66 74338.41
9 68285 71770.35 70965.56 69265.41
10 63315 68448.87 65643.44 62561.97
11 56786 62687.37 58990.18 57009.58
12 53642 57002.81 53535.12 53780.40
13 53179 53877.23 51354.46 53196.54
14 54194 54589.39 53286.03 55078.07
15 58615 58612.91 58612.50 58933.88
16 64593 63863.97 65332.60 64085.90
17 70076 67682.20 70918.02 69763.37
18 74693 68082.91 73269.58 75181.96

平均相对误差 (%)
GM(1, 1 | sin) 模型 4.4651
r 阶 GM(1, 1 | sin) 模型 (r = 1, p = 0.6251) 2.0760
r 阶 GM(1, 1 | sin) 模型 (r = 0.4010, p = 0.2866) 0.8280

由表 1可以看出,累加阶数为 1时的 r阶GM(1, 1 | sin)模型的平均相对误差为 2.0760%,
显著小于 GM(1, 1 | sin) 模型的 4.4651%, 说明新模型能有效较少离散到连续的转换误差. 同
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图 1: 三种模型对交通流的模拟预测曲线

时, r 阶 GM(1, 1 | sin) 模型的平均相对误差仅为 0.8280%, 进一步提高了模拟精度. 从图 1 同
样可看出, r 阶 GM(1, 1 | sin) 模型的预测效果要显著优于 GM(1, 1 | sin) 模型. 综合分析说
明, 与 GM(1, 1 | sin) 模型相比, 本文提出的 r 阶 GM(1, 1 | sin) 模型能更准确地反映交通流
的变化规律, 能更好地适应振荡序列的模拟预测.

6 结语

由于振荡序列具有随机性和不稳定性的特点, 所以利用传统灰色模型难以得到满意的预
测效果. 为此, 本文提出了基于分数阶累加的 GM(1, 1 | sin) 模型, 一方面利用了分数阶蕴含
着的 “in between” 思想, 能充分利用系统的新信息; 另一方面利用了对白化方程推导的方式
构建模型, 能有效减少模型从离散到连续的转换中所带来的误差. 实例表明, 采用粒子群算法
找到最优参数, 可使新模型对振荡序列的预测效果好于现有的 GM(1, 1 | sin) 模型, 并且达到
较高的精度.
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RESEARCH ON GM (1, 1 | sin) MODEL BASED ON FRACTIONAL

ORDER ACCUMULATION AND ITS APPLICATION

LI Ya-nan

(Department of Basic Courses, Guangdong Polytechnic College, Zhaoqing 526100, China)

Abstract: In this paper, the prediction problem of oscillation sequence by grey model is

studied. On the basis of the existing GM(1, 1 | sin) model, by using the fractional order operator to

accumulate the original sequence, a fractional order cumulative GM(1, 1 | sin) model is obtained.

Moreover, aiming at minimizing the mean relative error, the particle swarm optimization algorithm

is used to solve the nonlinear optimization problem, and the optimal parameters of the model are

obtained. Finally, taking the simulation and prediction of urban traffic flow as an example, the

results show that the proposed model exhibits a higher simulation precision than the GM(1, 1 | sin)

model, which extends the results of the GM(1, 1 | sin) prediction model.

Keywords: grey model; fractional order accumulation; GM(1, 1 | sin) model; oscillation

sequence
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