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一类非局部椭圆方程正解的存在性
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摘要: 本文研究了一类非局部椭圆方程非平凡弱解的存在性问题. 利用 Nehari 流形及纤维环

映射, 获得了该问题正解的存在性条件, 推广了该领域的相关结果.
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1 引言

椭圆型方程是偏微分方程理论的一个重要组成部分, 其解的存在性问题具有很高的学术
价值和理论价值, 是偏微分方程领域中一个重要的研究课题. 文献 [1] 研究了如下拟线性椭圆
边值问题

{
−4pu = f(x)|u|q−2u + g(x)|u|p∗−2u, x ∈ Ω,

u = 0, x ∈ ∂Ω
(1.1)

多个正解的存在性, 其中 1 < q < p < N, p∗ = Np
N−p

, Ω ⊂ RN 是边界光滑的有界区域, 函数
f, g ∈ C(Ω̄)且满足 g+ = max{g, 0} 6≡ 0, f+ = max{f, 0} 6≡ 0.本文运用 Nehari 流形和极小
- 极大原理证明了当 Ω是一不可收缩区域且 g 在 Ω̄上恒等于 1 而 f 在 Ω̄上充分小时, 问题
(1.1) 至少存在三个解, 从而进一步证明了对于一般的区域, 当 f 的正部在 Ω̄上足够小时, 问
题 (1.1) 至少存在两个正解.
近年来, 对非局部椭圆方程的研究日益受到人们的重视 [2–5]. 本文研究如下一类非局部

椭圆方程





−M(
∫

RN

|x|−ap|∇u|pdx)div(|x|−ap|∇u|p−2∇u)

= h(x)|u|m−2u + λH(x)|u|n−2u, x ∈ RN ,

u(x) > 0, x ∈ RN

(1.2)

非平凡弱解的存在性, 其中 λ > 0是实参数, 1 < p < N (N ≥ 3), 1 < n < p < m < p∗, 0 ≤
a < (N − p)/p, p∗ = Np/(N − pd), a ≤ b < a+1, d = a+1− b > 0, h(x),H(x)是在 RN 上可

变号的权函数. 文献 [6] 运用 Nehari 流形及纤维环映射的方法得到当 a = 0, p = 2时, 问题
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(1.2) 在有界区域上至少存在两个正解; 文献 [7] 运用山路引理和 Ekeland 变分原理证明了当
a = 0时, 问题 (1.2) 至少存在两个非平凡的弱解. 受文献 [1, 6, 7] 的启发, 我们将运用 Nehari
流形及纤维环映射证明问题 (1.2) 在全空间 RN 上至少存在两个非平凡的弱解. 由于所讨论
的问题定义区域是全空间 RN ,从而本文不能得到类似于文献 [1] 中三个弱解的存在性结果.
设 Lp(RN , |x|−b)是空间 C∞

0 (RN )的完备化空间, 其上的范数定义为

‖u‖Lp(RN ,|x|−b) =
(∫

RN

|x|−bp|u|pdx

)1/p

.

而问题 (1.2) 所使用的函数空间为 X = W 1,p
a (RN ),它是空间 C∞

0 (RN )关于范数

‖u‖ =
(∫

RN

|x|−ap|∇u|pdx

)1/p

的完备化空间.
由文献 [8] 可知, 存在一常数 S > 0使得

(∫

RN

|x|−bp∗ |u|p∗dx

)1/p∗

≤ S

(∫

RN

|x|−ap|∇u|pdx

)1/p

, (1.3)

其中 −∞ < a < (N − p)/p, a ≤ b < a + 1, d = a + 1− b, p∗ = pN/(N − pd). 此不等式被称为
Caffarelli-Kohn-Nirenberg 不等式. 在证明本文的主要结论时, 此不等式将被反复使用.
为研究问题的方便, 做如下假设:
(A1) M(s) = k + lsτ , 其中 k > 0, l ≥ 0, n < p(τ + 1) < m;
(A2) h(x)|x|bm ∈ Lα(RN ) ∩ L∞(RN ), α = p∗/(p∗ −m);
(A3) H(x)|x|bn ∈ Lβ(RN ) ∩ L∞(RN ), β = p∗/(p∗ − n).
本文的主要结果为

定理 1.1 若条件 (A1)–(A3)成立. 则存在正数 λ1使当 λ ∈ (0, λ1)时, 问题 (1.2) 至少具
有两个正解.

2 预备知识

定义 2.1 若 u ∈ X 且对于任意的 ϕ ∈ X 有

M(‖u‖p)
∫

RN

|x|−ap|∇u|p−2∇u∇ϕdx−
∫

RN

h(x)|u|m−2uϕdx (2.1)

−
∫

RN

λH(x)|u|n−2uϕdx = 0

成立, 则称 u为问题 (1.2) 的一个弱解.
显然问题 (1.2) 具有变分结构. 设 Iλ(u)是问题 (1.2) 所对应的 Euler 泛函, 其具体表达

式为

Iλ(u) =
k

p
‖u‖p +

l

σ
‖u‖σ − 1

m

∫

RN

h(x)|u|mdx− 1
n

∫

RN

λH(x)|u|ndx,∀u ∈ X, (2.2)
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其中 σ = p(τ + 1). 则 Iλ(u) ∈ C1(X,R)且对于任意的 ϕ ∈ X 有

〈I ′λ(u), ϕ〉 =M(‖u‖p)
∫

RN

|x|−ap|∇u|p−2∇u∇ϕdx

−
∫

RN

h(x)|u|m−2uϕdx−
∫

RN

λH(x)|u|n−2uϕdx. (2.3)

特别地,

〈I ′λ(u), u〉 = k‖u‖p + l‖u‖σ −
∫

RN

h(x)|u|mdx−
∫

RN

λH(x)|u|ndx. (2.4)

由于 Iλ在 X 上无界, 因此引入 Nehari 流形

Nλ = {u ∈ X\{0} : 〈I ′λ(u), u〉 = 0}, (2.5)

其中 〈, 〉指的是通常的对偶积. 从而 u ∈ Nλ当且仅当

∫

RN

h(x)|u|mdx = k‖u‖p + l‖u‖σ − λ

∫

RN

H(x)|u|ndx, (2.6)

λ

∫

RN

H(x)|u|ndx = k‖u‖p + l‖u‖σ −
∫

RN

h(x)|u|mdx. (2.7)

从而当 u ∈ Nλ时, 有

Iλ(u) = k
(1
p
− 1

m

)‖u‖p + l
( 1
σ
− 1

m

)‖u‖σ +
( 1
m
− 1

n

) ∫

RN

λH(x)|u|ndx (2.8)

= k
(1
p
− 1

n

)‖u‖p + l
( 1
σ
− 1

n

)‖u‖σ +
( 1
n
− 1

m

) ∫

RN

h(x)|u|mdx. (2.9)

引入纤维环映射 φu : t ∈ R+ 7→ Iλ(tu), 则

φu(t) =
ktp

p
‖u‖p +

l

σ
tσ‖u‖σ − 1

m
tm

∫

RN

h(x)|u|mdx− 1
n

tn

∫

RN

λH(x)|u|ndx, (2.10)

φ′u(t) =ktp−1‖u‖p + ltσ−1‖u‖σ − tm−1

∫

RN

h(x)|u|mdx− tn−1

∫

RN

λH(x)|u|ndx, (2.11)

φ′′u(t) =k(p− 1)tp−2‖u‖p + l(σ − 1)tσ−2‖u‖σ − (m− 1)tm−2

∫

RN

h(x)|u|mdx

− (n− 1)tn−2

∫

RN

λH(x)|u|ndx. (2.12)

易见, u ∈ Nλ当且仅当 φ′u(1) = 0.更一般地, φ′u(t) = 0当且仅当 tu ∈ Nλ.将 Nλ分成

N+
λ = {u ∈ Nλ : φ′′u(1) > 0}; (2.13)

N−
λ = {u ∈ Nλ : φ′′u(1) < 0}; (2.14)

N0
λ = {u ∈ Nλ : φ′′u(1) = 0}. (2.15)



252 数 学 杂 志 Vol. 39

由于当 u ∈ Nλ时, φ′u(1) = 0,从而

φ′′u(1) = k(p−m)‖u‖p + l(σ −m)‖u‖σ + (m− n)
∫

RN

λH(x)|u|ndx (2.16)

= k(p− n)‖u‖p + l(σ − n)‖u‖σ + (n−m)
∫

RN

h(x)|u|mdx. (2.17)

引理 2.2 Iλ是强制的且在 Nλ上有下界.
证 由 Hölder 不等式及不等式 (1.3), 得

∫

RN

H(x)|u|ndx ≤
(∫

RN

(|H(x)||x|bn)βdx
)1/β( ∫

RN

|x|−bp∗ |u|p∗dx
)n/p∗

≤ Sn
(∫

RN

(|H(x)||x|bn)βdx
)1/β( ∫

RN

|x|−ap|∇u|pdx
)n/p

≤ HβSn‖u‖n, (2.18)

其中 Hβ =
(∫

RN

(|H(x)||x|bn
)β

dx)1/β, β = p∗/(p∗ − n). 同理

∫

RN

h(x)|u|mdx ≤ hαSm‖u‖m, (2.19)

其中 hα =
(∫

RN

(|h(x)||x|bm)αdx
)1/α

, α = p∗/(p∗ −m). 从而有

Iλ(u) ≥ k
(1

p
− 1

m

)
‖u‖p + l

( 1
σ
− 1

m

)
‖u‖σ − λ

( 1
n
− 1

m

)
HβSn‖u‖n. (2.20)

由于 n < p ≤ σ < m, 从而 Iλ在 Nλ上强制有下界.
引理 2.3 存在 λ0 > 0使得当 λ ∈ (0, λ0)时 N0

λ = ∅.
证 设 λ0 = k(m−p)

(m−n)HβSn ( k(p−n)
(m−n)hαSm )

p−n
m−p .假设结论不真, 则存在 λ ∈ (0, λ0)使得 N0

λ 6= ∅.
从而存在 u ∈ N0

λ 使得

0 = φ′′u(1) = k(p−m)‖u‖p + l(σ −m)‖u‖σ + (m− n)
∫

RN

λH(x)|u|ndx

= k(p− n)‖u‖p + l(σ − n)‖u‖σ + (n−m)
∫

RN

h(x)|u|mdx. (2.21)

将 (2.18) 及 (2.19) 式运用于 (2.21) 式得

k(m− p)‖u‖p ≤ (m− n)
∫

RN

λH(x)|u|ndx ≤ λ(m− n)HβSn‖u‖n, (2.22)

k(p− n)‖u‖p ≤ (m− n)
∫

RN

h(x)|u|mdx ≤ (m− n)hαSm‖u‖m. (2.23)

从而

( k(p− n)
(m− n)hαSm

)1/(m−p)

≤ ‖u‖ ≤
(λ(m− n)HβSn

k(m− p)

)1/(p−n)

. (2.24)
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由此可得 λ ≥ λ0, 矛盾！因此, 存在 λ0 > 0使当 λ ∈ (0, λ0)时 N0
λ = ∅.

引理 2.4 假定 u0 是 Iλ 在 Nλ 上的一个局部极小值点. 如果 u0 6∈ N0
λ ,则 u0 是 Iλ(u)的

一个临界点.
证 设

F (u) = k‖u‖p + l‖u‖σ −
∫

RN

h(x)|u|mdx− λ

∫

RN

H(x)|u|ndx, u ∈ X.

考虑最优化问题: 在 F (u) = 0的条件下求 min
u∈Nλ

Iλ(u).由 Lagrange 乘子原理知存在 µ ∈ R使
得 I ′λ(u0) = µF ′(u0). 因此

〈I ′λ(u0), u0〉 = µ〈F ′(u0), u0〉. (2.25)

由于 u0 ∈ Nλ, 从而

〈I ′λ(u0), u0〉 = 0. (2.26)

然而

〈F ′(u0), u0〉 = kp‖u0‖p + lσ‖u0‖σ − n

∫

RN

λH(x)|u0|ndx−m

∫

RN

h(x)|u0|mdx

= k(p− n)‖u0‖p + l(σ − n)‖u0‖σ + (n−m)
∫

RN

h(x)|u0|mdx. (2.27)

因此, 如果 u0 6∈ N0
λ , 则 〈F ′(u0), u0〉 6= 0. 进而由 (2.25) 式知 µ = 0. 从而 I ′λ(u0) = 0. 证毕.

由引理 2.3, 当 λ ∈ (0, λ0)时, Nλ = N+
λ ∪N−

λ . 定义

δ+
λ = inf

u∈N+
λ

Iλ(u), δ−λ = inf
u∈N−

λ

Iλ(u).

引理 2.5 设 λ1 = n
p
λ0. 则当 0 < λ < λ1时有

(1)δ+
λ < 0;

(2) 存在 k0 > 0, 使得 δ−λ ≥ k0.

证 (1) 设 u ∈ N+
λ ,则由 (2.13) 和 (2.17) 式得
∫

RN

h(x)|u|mdx <
k(p− n)
m− n

‖u‖p +
l(σ − n)
m− n

‖u‖σ. (2.28)

从而

Iλ(u) <
k(m− p)(n− p)

pmn
‖u‖p +

l(m− σ)(n− σ)
m− n

‖u‖σ < 0. (2.29)

从而 δ+
λ < 0.

(2) 设 u ∈ N−
λ , 则由 (2.14) 和 (2.16) 式得

Iλ(u) ≥ k(m− p)
pm

‖u‖p − λ
m− n

mn
HβSn‖u‖n

= ‖u‖n

(
k(m− p)

pm
‖u‖p−n − λ

m− n

mn
HβSn

)

>

(
k(p− n)

(m− n)hαSm

) n
m−p

(
k(m− p)

pm
(

k(p− n)
(m− n)hαSm

)
p−n
m−p − m− n

mn
λHβSn

)
. (2.30)
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从而对于任意 u ∈ N−
λ , 当 0 < λ < λ1 时, 存在某常数 k0 = k0(m,n, p, hα,Hβ, S) > 0, 使得

Iλ(u) ≥ k0.证毕.

设 u ∈ X 且

∫

RN

h(x)|u|mdx > 0. 令

z(t) = ktp−n‖u‖p + ltσ−n‖u‖σ − tm−n

∫

RN

h(x)|u|mdx. (2.31)

则 z′(t) = tp−n−1E(t), 其中

E(t) = k(p− n)‖u‖p + l(σ − n)tσ−p‖u‖σ − (m− n)tm−p

∫

RN

h(x)|u|mdx

= k(p− n)‖u‖p + l(σ − n)tpτ‖u‖σ − (m− n)tm−p

∫

RN

h(x)|u|mdx. (2.32)

则

E′(t) = lpτ(σ − n)tpτ−1‖u‖σ − (m− n)(m− p)tm−p−1

∫

RN

h(x)|u|mdx. (2.33)

令 E′(t) = 0得

t = t∗ =
(

lp(σ − n)‖u‖σ

(m− p)(m− n)
∫

RN

h(x)|u|mdx

)1/(m−σ)

. (2.34)

则 E(t) 在 [0, t∗) 单调递增, 在 (t∗,+∞) 单调递减. 从而 E(t) 在 t∗ 处取得最大值. 由于
E(0) = k(p − n)‖u‖p > 0, E(+∞) = −∞,因此存在唯一的 tl > t∗ > 0, 使得 E(tl) = 0且当
t ∈ [0, tl)时函数 z(t)递增, 当 t ∈ (tl,+∞)时, 函数 z(t)递减; 在 tl 处取得最大值. 特别地,
当 l = 0时, 有

t0 =
(

k(p− n)‖u‖p

(m− n)
∫

RN

h(x)|u|mdx

)1/(m−p)

. (2.35)

由 E(t0) = E(tl) = 0可知 t0 ≤ tl.从而

z(tl) ≥ k
m− p

m− n
tp−n
l ‖u‖p ≥ k

m− p

m− n
tp−n
0 ‖u‖p = z(t0). (2.36)

引理 2.6 对于满足
∫

RN

h(x)|u|mdx > 0的 u ∈ X 及 0 < λ < λ0,有

(1) 若
∫

RN

H(x)|u|ndx ≤ 0, 则存在唯一的 t− > tl 使得 t−u ∈ N−
λ 且有 Iλ(t−u) =

sup
t≥0

Iλ(tu).

(2) 若
∫

RN

H(x)|u|ndx > 0, 则存在唯一的 0 < t+ < tl < t− 使得 t+u ∈ N+
λ , t−u ∈ N−

λ

且 Iλ(t+u) = inf
0≤t≤tl

I(tu), Iλ(t−u) = sup
t≥0

I(tu).
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证 设

Ψ0(t) = Φ(tu) = 〈I ′λ(tu), tu〉

= ktp‖u‖p + ltσ‖u‖σ − tm

∫

RN

h(x)|u|mdx− tn

∫

RN

λH(x)|u|ndx,

Ψ1(t) = 〈Φ′(tu), tu〉

= kptp‖u‖p + lσtσ‖u‖σ −mtm

∫

RN

h(x)|u|mdx− ntn

∫

RN

λH(x)|u|ndx,

Ψ2(t) = Iλ(tu)

=
k

p
tp‖u‖p +

l

σ
tσ‖u‖σ 1

m
tm

∫

RN

h(x)|u|mdx− 1
n

tn

∫

RN

λH(x)|u|ndx. (2.37)

则

Ψ0(t) = tn(z(t)−
∫

RN

λH(x)|u|ndx). (2.38)

(1) 若
∫

RN

H(x)|u|ndx ≤ 0, 则存在唯一的 t− > tl 使得 z(t−) = λ

∫

RN

H(x)|u|ndx以及

z′(t−) < 0. 从而Ψ0(t−) = 0且有 t−u ∈ Nλ. 又Ψ1(t−) = (t−)n+1z′(t−) < 0,从而 t−u ∈ N−
λ .

易见 Ψ′
2(t) = tn−1

(
z(t) −

∫

RN

λH(x)|u|ndx
)
, 且当 t ∈ [0, t−)时 Ψ′

2(t) > 0; 当 t ∈ [t−,+∞)

时 Ψ′
2(t) < 0. 所以 Ψ2(t)在 t−处取得最大值, 即 Iλ(t−u) = sup

t≥0
Iλ(tu).

(2) 若
∫

RN

H(x)|u|ndx > 0. 由 (2.36) 式, 当 λ ∈ (0, λ0)时有

0 = z(t) <

∫

RN

λH(x)|u|ndx < λHβSn‖un‖ < λ0HβSn‖u‖n ≤ z(t0) ≤ z(tl). (2.39)

从而由函数 z(t)的特性可知存在 0 < t+ < tl < t−使得

z(t+) = z(t−) =
∫

RN

λH(x)|u|ndx

以及 z′(t+) > 0 > z′(t−). 由于 Ψ1(t) = tn+1z′(t), 从而 t+u ∈ N+
λ , t−u ∈ N−

λ . 由于当

t ∈ [0, t+)时, Ψ′
2 < 0; 当 t ∈ [t+, tl)时, Ψ′

2(t) > 0, 从而 Iλ(t+u) = inf
0≤t≤tl

Iλ(tu). 另外, 易验

证当 t ∈ [t+, t−)时, Ψ′
2(t) > 0; 当 t ∈ [t−,+∞)时, Ψ′

2(t) < 0; 当 t ∈ [0, t+]时, Ψ2(t) ≤ 0.
又由于 t−u ∈ N−

λ , 从而由引理 2.5 中的 (2) 可知 Ψ2(t−) > 0. 从而由 Ψ2(t)的单调性可知
Iλ(t−u) = sup

t≥0
Iλ(tu). 证毕.

对于任意 u ∈ X,

∫

RN

λH(x)|u|ndx > 0. 定义函数

η(t) = ktp−m‖u‖p + ltσ−m‖u‖σ − tn−m

∫

RN

λH(x)|u|ndx, t > 0, (2.40)

则 η(0+) = −∞, η(+∞) = 0, η(t)在某个 t = Tl > 0处取得最大值.
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引理 2.7 对于每一满足
∫

RN

λH(x)|u|ndx > 0的 u ∈ X, 当 0 < λ < λ1时, 有

(1) 若
∫

RN

h(x)|u|mdx ≤ 0, 则存在唯一的 0 < t+ < Tl 使得 t+u ∈ N+
λ 且有 Iλ(t+u) =

inf
0≤t≤Tl

Iλ(tu).

(2) 若
∫

RN

h(x)|u|mdx > 0, 则存在唯一的 0 < t+ < Tl < t− 使得 t+u ∈ N+
λ , t−u ∈ N−

λ

且有 Iλ(t+u) = inf
0≤t≤Tl

Iλ(tu), Iλ(t−u) = sup
t≥0

Iλ(tu).

证 由于 Ψ′
2(t) = tm−1

(
η(t) −

∫

RN

h(x)|u|mdx
)
, 从而可应用引理 2.6 的证明方法得到

引理 2.7 的证明, 故在此略去.
引理 2.8 假定 (A1)–(A3)成立. 若 {uk}在X 中收敛于 u ∈ X, 则存在 {uk}的一个子列

(不妨仍记为 {uk} ) 满足

lim
k→∞

∫

RN

h(x)|uk − u|mdx = 0, (2.41)

lim
k→∞

∫

RN

H(x)|uk − u|ndx = 0. (2.42)

证 只证明 (2.42), (2.41) 式的证明是类似的, 在此略去. 因为 H(x)|x|bn ∈ Lβ(RN ) ∩
L∞(RN ), 从而对于任意 ε > 0, 存在 R0 > 0 使得

∫

RN

(|H(x)||x|bn)βdx < εβ, (2.43)

其中 Br = {x ∈ RN : |x| ≤ r}而 Bc
r = {x ∈ RN : |x| > r}, r > 0.由于 {uk}在X 中弱收敛于

u, 则 {uk}在 X 中有界且 {uk}在空间W 1,p
a (RN )中弱收敛于 u. 进而, 由不等式 (2.43) 推出

{uk}在空间 Lp∗

b 中有界. 因此, 存在 {uk}的子列 (不妨仍记为 {uk} )使得 {uk}在 Lp∗

b,loc(RN )
中弱收敛于 u, 在 RN 中几乎处处收敛于 u. 从而对于任意 k ≥ 1存在与 k无关的常数M 使

得
∫

RN

|x|−bp∗ |uk|p∗dx ≤ Mp∗ ,

∫

RN

|x|−bp∗ |u|p∗dx ≤ Mp∗ . (2.44)

因此对于足够大的 k成立,
∫

BR0

|x|−bp∗ |uk − u|p∗dx < εp∗ . (2.45)

另一方面, 由 Hölder 不等式, 当 k足够大时, 有

∫

Bc
R0

H(x)|uk − u|ndx ≤
(∫

Bc
R0

(|H(x)||x|bn)βdx

) 1
β
(∫

Bc
R0

|x|−bp∗ |uk − u|p∗dx

) n
p∗

≤ 2nMnεn. (2.46)

因此 lim
k→∞

∫

RN

H(x)|uk − u|ndx = 0. 证毕!
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3 正解的存在性

引理 3.1 如果 0 < λ < λ1, 则泛函 Iλ在 N+
λ 上存在一个最小值点且有

(1) Iλ(u0) = δ+
λ ;

(2) u0是问题 (1.2) 的一个非平凡的非负解.
证 由引理 2.2 知 Iλ 在 Nλ 上有下界 (从而在 N+

λ 上有下界), 因此存在一个极小化序列
{uk} ⊆ N+

λ 使得 lim
k→∞

Iλ(uk) = inf
u∈N+

λ

Iλ(u). 因为泛函 Iλ 是强制的, 所以 {uk}在 X 中有界.

不失一般性, 可假定 {uk}在X 中弱收敛于 u0. 由引理 2.5 和引理 2.8 可得, 当 k →∞时, 有

Iλ(uk) → δ+
λ < 0,

∫

RN

H(x)|uk|ndx →
∫

RN

H(x)|u0|ndx. (3.1)

由 (2.8) 式得

Iλ(uk) = k
(1

p
− 1

m

)
‖uk‖p + l

( 1
σ
− 1

m

)
‖uk‖σ +

( 1
m
− 1

n

)∫

RN

λH(x)|uk|ndx. (3.2)

因此

( 1
n
− 1

m

)∫

RN

λH(x)|uk|ndx = k
(1

p
− 1

m

)
‖uk‖p + l

( 1
σ
− 1

m

)
‖uk‖σ − Iλ(uk). (3.3)

在 (3.3) 式的两边取极限 k → ∞, 则有
∫

RN

H(x)|u0|ndx > 0.进而由引理 2.7, 存在唯一的

t+0 < Tl 使得

t+0 u+
0 ∈ N+

λ ,Ψ0(t+0 ) = 〈I ′λ(t+0 u+
0 ), t+0 u+

0 〉 = 0.

接下来证明 {un}在 X 中强收敛于 u+
0 .

假若结论不成立, 则有 ‖u+
0 ‖ < lim inf

n→∞
‖un‖, 则对

〈I ′λ(t+0 un), t+0 un〉 =k(t+0 )p‖un‖p + l(t+0 )σ‖un‖σ

− (t+0 )m

∫

RN

h(x)|u|mdx− (t+0 )n

∫

RN

λH(x)|u|ndx. (3.4)

两边当 n →∞取极限, 再由 Ψ0(t+0 ) = 0可得, 当 n充分大时,

〈I ′λ(t+0 un), t+0 un〉 > 0. (3.5)

另一方面, 由 {un} ⊆ N+
λ 可知 〈I ′λ(un), un〉 = 0, 且当 0 < t < 1时, 〈I ′λ(tun), tun〉 < 0.

从而由 (3.5) 式知 t+0 > 1. 因为 Iλ(tu+
0 )在 [0, t+0 )上是递减的, 所以

Iλ(t+0 u+
0 ) < Iλ(u+

0 ) < lim inf
n→∞

Iλ(un) = δ+. (3.6)

这与下确界的定义矛盾！故 {un}在 X 中强收敛于 u+
0 . 从而

Iλ(u+
0 ) = lim

n→∞
Iλ(un) = δ+, (3.7)
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即 u+
0 是 Iλ 在 N+

λ 上的一个极小值点. 又由于 Iλ(u+
0 ) = Iλ(|u+

0 |)且 |u+
0 | ∈ N+

λ , 从而由引理
2.4 可知 u+

0 是问题 (1.2) 的非负弱解. 再由极值原理 (参见文献 [9]) 知 u+
0 > 0, v+

0 > 0.
引理 3.2 假定 λ ∈ (0, λ1), 则泛函 Iλ在 N−

λ 上有极小值点 u−0 使得

(1) Iλ(u−0 ) = δ−;
(2) u−0 是问题 (1.2) 的一个非平凡的非负解.
证 由引理 2.2 知 Iλ在 N−

λ 上是强制的. 从而存在一极小化序列 {uk} ⊆ N−
λ 使得

lim
k→∞

Iλ(uk) = inf
u∈N−

λ

Iλ(u). (3.8)

由于 Iλ强制, 从而 {uk}在 X 中有界. 因此, 存在 {uk}的一个子列 (不妨仍记为 {uk} ) 在 X

中弱收敛于元 u−0 . 由引理 2.5 可知, 当 u ∈ N−
λ 时, Iλ(u) > 0, 因此有

inf
u∈N−

λ

Iλ(u) > 0. (3.9)

进而由 (2.9) 式得

Iλ(uk) = k
(1
p
− 1

n

)‖uk‖p + l(
1
σ
− 1

n
)‖uk‖σ +

( 1
n
− 1

m

) ∫

RN

h(x)|uk|mdx, (3.10)

令 k → ∞, 由引理 2.8 得
∫

RN

h(x)|u−0 |mdx > 0. 因此由引理 2.6, 存在唯一的 t0 使得

t0u0 ∈ N−
λ .

接下来证明 {uk}在 X 中强收敛于 u−0 . 假若不然, 则有

‖u−0 ‖ < lim inf
k→∞

‖uk‖. (3.11)

由于 uk ∈ N−
λ , 从而当 t ≥ 0时, Iλ(uk) ≥ Iλ(tuk). 因此有

Iλ(t−0 u−0 ) < lim inf
n→∞

Iλ(t−0 un) ≤ lim
n→∞

Iλ(un) = δ−. (3.12)

这与 δ−的定义矛盾！从而 {uk}在 X 中强收敛于 u−0 . 从而

Iλ(u0) = lim
n→∞

Iλ(un) = δ−. (3.13)

类似于引理 3.1 的讨论可知 u−0 是问题 (1.2) 的一个正解. 证毕！
定理 1.1的证明 由引理 3.1 和引理 3.2 知, 当 λ ∈ (0, λ1)时, 问题 (1.2) 有两个非平凡的

正解 u+
0 ∈ N+

λ 和 u−0 ∈ N−
λ . 又由于 N+

λ ∩N−
λ = ∅, 从而 u+

0 和 u−0 是问题 (1.2) 的两个不同
的正解. 定理 1.1 证毕！
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THE EXISTENCE OF POSITIVE SOLUTIONS FOR A NONLOCAL

ELLIPTIC EQUATION

CHEN Lin
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Abstract: In this paper, we study the existence of nontrivial week solutions for a class of

nonlocal elliptic equation. By using Nehari manifold and the fibbering maps, we establish some

conditions on the existence of positive solutions, which extends and improves the corresponding

results in this area.
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