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求解稀疏分裂可行问题的一种投影算法

孙 军,屈 彪
(曲阜师范大学管理学院,山东日照 276826)

摘要: 本文研究了稀疏分裂可行问题. 通过将分裂可行问题转化为一个目标函数为凸函数的稀

疏约束优化问题, 设计一种梯度投影算法来求解此问题, 获得了算法产生的点列可以收敛到稀疏分裂

可行问题的一个解. 用数值例子说明了算法的有效性.
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1 引言

在 1994 年, 分裂可行问题最早是由 Censor 和 Elfving [1] 依据医学中调强放射治疗的实

践经验和理论提出的. 分裂可行问题的具体形式如下: 找一个向量 x, 满足

x ∈ C, Ax ∈ Q,

这里 C 和 Q 是非空闭凸集, C ⊆ RN , Q ⊆ RM , A 是一个M ×N 的矩阵.
分裂可行问题不仅仅在信号处理、图像恢复上有重要的应用, 而且在系统识别、经济、军

事领域也有重要的应用. 因此, 从问题被提出至今, 许多学者对其进行了大量的分析和研究,
如 Byrne [2,3] 提出的 CQ 算法, Yang [4] 接着提出了一种松弛的 CQ 算法. 后来, Qu 和 Xiu
[5] 利用类 Aimijo 搜索来获得步长, 对松弛 CQ 法进行了修正, 改进后的算法不需要求矩阵范
数, 克服了往常算法计算矩阵特征值等缺点, 并且在此算法的基础之上进行了进一步的改进,
提出了修正松弛 CQ 算法.
近几年, 随着压缩传感技术在信号处理、图像恢复等方面的应用, 要求变量具有稀疏性.

因此我们考虑稀疏分裂可行问题.
对于稀疏约束优化问题, 已经有了较多的研究. 对于线性目标函数, 已经有了一些算法,

如 Agarwal [6] 改进严格强凸性 (RSC) 条件并且引进了严格强光滑性 (RSS) 条件来保证一
种一阶方法的收敛性. 后来, 有些学者对 RSC 和 RSS 进行改进以保证唯一解的存在 [7−10].
Bahmani 等在文献 [11] 中对于二阶连续可微目标函数提出了稳定严格 Hessen (SRH) 性质且
对于非光滑的函数提出了稳定严格线性性质 (SRL). Cands 和 Tao [12] 在压缩传感 [12,13] 中

提出了严格等距性条件 (RIP) 来保证线性目标函数优化问题具有唯一解. 最近几年 Beck 和
Eldar [14] 提出了目标函数是非线性的优化问题, 并且给出了几种最优性条件以及一些相应的
算法. 在此基础上, Pan 和 Xiu [15] 提出了一种新的步长规则, 以加快计算.
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稀疏分裂可行问题是分裂可行问题与稀疏限制优化问题的一个结合问题. 虽然, 关于上
面两个问题有较多的学者在研究, 但是对于稀疏分裂可行问题, 这方面的专门研究还没看到.
问题形式如下: 找向量 x, 满足

x ∈ C, Ax ∈ Q s.t. ‖x‖0 ≤ s, (1.1)

其中 C 和 Q 是非空闭凸集, C ⊆ RN , Q ⊆ RM , A 是一个M ×N 的实矩阵, ‖x‖0 是 x 的 l0

范数, 即向量 x 中非零元素的向量的全体.
本文将问题 (1.1) 转化为下述问题

min 1
2
(‖Ax− PQ(Ax)‖2 + ‖x− PC(x)‖2) s.t. ‖x‖0 ≤ s. (1.2)

通过求解此问题得到 (1.1) 的一个解.

2 最优性条件

在本文中, CS 表示所有最多 s 个非零元素的向量全体.
定义 2.1 [14] 称集合 CS = {x ∈ Rn : ‖x‖0 ≤ s} 为稀疏集合, 这里 s ∈ {1, 2, · · · , n}.
定义 2.2 [14] 支撑集: 对于向量 x, 记 I1(x) ≡ {i ∈ {1, · · · , n} : xi 6= 0} 为向量 x 的支撑

集. 记 I0(x) ≡ {i ∈ {1, · · · , n} : xi = 0} 为向量 x 的外支撑集. 显然 I0(x) 和 I1(x) 满足如下
关系: I1(x) ∩ I0(x) = ∅, I1(x) ∪ I0(x) = {1, · · · , n}.
定义 2.3 [14] 称由 RN 往稀疏集 CS 上的投影为支撑映射, 即

PCS
(x) := arg min

y∈CS

‖x− y‖.

向量 x往稀疏集CS 上的投影 PCS
,其分量包括向量 x的 s个绝对值最大的分量和N−s

个零.
对于一个向量 x ∈ Rn 和 i ∈ {1, 2, · · · , n}, Mi(x) 代表向量 x 中第 i 个绝对值最大的元

素, 所以
M1(x) ≥ M2(x) ≥ · · · ≥ Mn(x),

并且 M1(x) = max
i=1,··· ,n

|xi|, Mn(x) = min
i=1,··· ,n

|xi|. 取 x 的指标集 Is = {j1, j2, · · · , js} ⊆
{1, 2, · · · , n} 使得 min

i∈Is(x)
|xi| ≥ max

i 6∈Is(x)
|xi|, 有

PCs
(x) = {y ∈ Rn | yi = xi, i ∈ Is(x); yi = 0, i 6∈ Is(x)}.

因为 Cs 是非凸的, 所以投影 PCs
(x) 可能不是唯一的. 如果Ms(x) = 0 或者Ms(x) >

Ms+1(x), 那么 PCs
(x) 是唯一的. 即下面这种情况

(PCs
(x))i =

{
xi, |xi| ≥ Ms(x),

0, |xi| < Ms(x).

如果多于一个 xi 使得 |xi| = Ms(x), 即下面这种情况

(PCs
(x))i =





xi, |xi| > Ms(x),

xi 或者 0, |xi| = Ms(x),

0, |xi| < Ms(x).
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如果多于一个 xi 使得 |xi| = Ms(x), 那么在取投影点时, 可以随意的选取其中一个
|xi| = Ms(x), 或者根据已经定好的规则去选取, 其他取零.
举个例子, 如 x = {5, 4, 3, 1,−3}, CS = {x ∈ R5 : ‖x‖0 ≤ 3}, 则 PCs

(x) = {5, 4, 3, 0, 0}
或者 PCs

(x) = {5, 4, 0, 0,−3}. 对于问题 (1.2), 令

f(x) =
1
2
(‖Ax− PQ(Ax)‖2 + ‖x− PC(x)‖2).

很显然 f(x) 是连续可微函数, 且它的梯度为

∇f(x) = AT (I − PQ)Ax + (I − PC)x.

引理 2.1 目标函数 f(x) 的梯度∇f(x) 是 Lipschitz 连续的.
证 对于任意的 x, y ∈ RN , 有

‖∇f(x)−∇f(y)‖
= ‖AT (I − PQ)Ax + (I − PC)x−AT (I − PQ)Ay − (I − PC)y‖
≤ ‖AT (I − PQ)Ax−AT (I − PQ)Ay‖+ ‖(I − PC)x− (I − PC)y‖
≤ ‖A‖‖(I − PQ)Ax− (I − PQ)Ay‖+ ‖(I − PC)x− (I − PC)y‖
≤ ‖A‖‖Ax−Ay‖+ ‖x− y‖
≤ ‖A‖2‖x− y‖+ ‖x− y‖
= (‖A‖2 + 1)‖x− y‖.

取 L = (‖A‖2 + 1), 则 ‖∇f(x)−∇f(y)‖ ≤ L‖x− y‖.
在下文中, 所有的 L 取 ‖A‖2 + 1 为 Lipschitz 常数.
定义 2.4 [14] 向量 x∗ ∈ Cs 是问题 (1.2) 一个 BF 点. 如果
1. 当 ‖x∗‖0 < s,5f(x∗) = 0;
2. 当 ‖x∗‖0 = s,5if(x∗) = 0, 对于所有的 i ∈ I1(x∗).
定理 2.1 [14] 假设 x∗ 是问题 (1.2) 的最优解, 那么 x∗ 是一个 BF 点.
定义 2.5 [14] 一个向量 x∗ ∈ Cs 称为问题 (1.2) 的 α - 稳定点, 如果它满足

x∗ ∈ PCs
(x∗ − α∇f(x∗)). (2.1)

引理 2.2 [14] 对于 1
α

> 0, x∗ 是一个 α - 稳定点当且仅当 ‖x∗‖0 ≤ s, 且

|∇if(x∗)|
{
≤ 1

α
Ms(x∗), 如果 i ∈ I0(x∗),

= 0, 如果 i ∈ I1(x∗).
(2.2)

推论 2.1 [14] 假设 x∗ 是一个 α - 稳定点对于一些 α > 0. 那么 x∗ 是一个 BF 点.
定理 2.2 [14] 假设 x∗ 是问题 (1.2) 的最优解, 那么
1. x∗ 是一个 α - 稳定点;
2.集合 PCs

(x∗ − α∇f(x∗)) 是单点集.
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引理 2.3 [16] 设 f 是一个连续可微的函数, 并且其梯度函数是 Lipschtz 连续的, Lipschtz
常数为 L, 则对 L

′ ≥ L, 有 f(x) ≤ hL′(x, y), 其中

hL′ (x, y) ≡ f(y) + 〈∇f(y), x− y〉+
L
′

2
‖x− y‖2.

引理 2.4 [14] 对于任意的 L
′ ≥ L, 则对任意的 y ∈ CS , x ∈ RN , 满足

y ∈ PCs

(
x− 1

L′∇f(x)
)
,

有 f(x)− f(y) ≥ L
′−L
2
‖x− y‖2.

3 算法及收敛性分析

下面给出算法.
步骤 0 选取 x0 ∈ Rn, ε > 0, 0 < α0 < 1

L
, 0 < αmin < α0, 0 < λ < 1

4L
, 令 k ⇐ 0.

步骤 1 计算 xk+1 ∈ PCS
(xk − αk∇f(xk)), 这里 αk 满足下面不等式

‖xk(αk)− xk‖ ≤ ‖xk − xk−1‖;αmin ≤ αk ≤ α0,

其中 xk(α) ∈ PCS
(xk − α∇f(xk)). 否则, 转步骤 2.

步骤 2 计算 xk+1 ∈ PCS
(xk − αk∇f(xk)), 其中 αk ∈ [ 1−

√
1−4λL
2L

, 1+
√

1−4λL
2L

].
步骤 3 若 ‖xk+1 − xk‖ ≤ ε, 则停止, 否则令 k ⇐ k + 1, 转步骤 1.
引理 3.1 设 {xk}k≥0 为由算法产生的点列, 则

f(xk+1) ≤




f(xk+1)− 1
2
( 1

αk
− L)‖xk+1 − xk‖2; αk ∈ (αmin, α0),

f(xk+1)− λ
2
‖xk+1−xk‖2

α2
k

; αk ∈ [ 1−
√

1−4λL
2L

, 1+
√

1+4λL
2L

].

证 根据引理 2.4下降性定理和算法可得到.
引理 3.2 设 {xk}k≥0 为由算法产生的点列, 则
1. 当 k →∞ 时, {f(xk)} 收敛;
2. ‖xk − xk+1‖ → 0;
3. 对于每个 k = 0, 1, 2, · · · , 如果 xk 6= xk+1, 则 f(xk+1) < f(xk).
证 1. 若 xk+1 是由步骤 1 产生的, 根据引理 2.4 可以得出

f(xk+1) ≤ f(xk)− 1
2
(

1
αk

− L)‖xk+1 − xk‖2;αk ∈ [αmin, α0]. (3.1)

若 xk+1 是由步骤 2 产生的, 根据算法, 可以得出

f(xk+1) ≤ f(xk)− λ

2
‖xk+1 − xk‖2

(αk)2
. (3.2)

所以 f(xk) 是单调非增的. 又因为函数 f(x) 是有下界的, 所以 {f(xk)} 收敛.
2. 若 xk+1 是由步骤 1 产生的, 则

f(xk)− f(xk+1) ≥ 1
2
(

1
α0

− L)‖xk+1 − xk‖2.
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若 xk+1 是由步骤 2 产生的,

f(xk)− f(xk+1) ≥ λ

2
‖xk+1 − xk‖2

(αk)2
.

取 c = max{ 1
2
( 1

α0
− L), λ

2
(2L)2

(1+
√

1+4λL)2
}, 则有 f(xk) − f(xk+1) ≥ c‖xk+1 − xk‖2. 对不等式两

边取极限有 lim
k→∞

c‖xk+1 − xk‖2 ≤ 0, 又因为 ‖xk+1 − xk‖ ≥ 0, 所以 lim
k→∞

‖xk+1 − xk‖ = 0. 综

上所述, 可得当 k →∞ 时, ‖xk+1 − xk‖ → 0.

3. 根据结论 1 可以直接得到.
定理 3.1 设 {xk}k≥0 为由算法产生的点列, 则 {xk}k≥0 的任一聚点都为 α - 稳定点.
证 设 x∗ 为 {xk}k≥0 的任意聚点, 则存在子列 {xkn}kn≥0 收敛到 x∗. 由引理 3.1 可以得

出 {f(xkn)} 和 {f(xkn+1)} 收敛到同一极限 f̂ . 当 n → ∞ 时, 有 f(xkn)− f(xkn+1) → 0, 当
n →∞, 有 xkn+1 → x∗. 又因为

xkn+1 = PCS
(xkn − αkn

∇f(xkn)).

取 i ∈ I1(x∗). 因为 xkn 和 xkn+1 都收敛到 x∗, 所以存在N , 对所有的 n > N , 有 xkn

i , xkn+1
i 6=

0. 从而对所有的 n > N , 有 xkn+1
i = xkn

i − αkn
∇if(xkn). 因为 {αk} 有界的, 不妨假设当

n → ∞ 时, 有 αkn
→ α. 因此可得 ∇if(x∗) = 0. 再取 i ∈ I0(x∗). 如果存在无限个 kn 且

xkn+1
i 6= 0, 则有 xkn+1

i = xkn

i − αkn
∇if(xkn). 取极限可得∇if(x∗) = 0.

另一方面, 如果存在M > 0 使得对所有的 n > M 都有 xkn+1
i = 0, 则

|xkn

i − αkn
∇if(xkn)| ≤ Ms(xkn − αkn

∇f(xkn)) = Ms(xkn+1).

再取 n →∞, 利用函数Ms 的连续性可得

|∇if(x∗)| ≤ 1
α

Ms(x∗).

所以 x∗ 是问题 (1.2) 的一个 α - 稳定点.
定理 3.2 设 {xk}k≥0 为由算法产生的点列 x∗ 是它的一个聚点, 那么
1. 如果 ‖x∗‖0 < s, 那么 x∗ 是问题 (1.2) 的全局最优解;
2. 如果 ‖x∗‖0 = s, 那么 x∗ 是问题 (1.2) 的局部最优解.
证 1. 如果 ‖x∗‖0 < s 并且 x∗ 是一个 α - 稳定点, 通过定义 2.3 和推论 2.1, 知

∇f(x∗) = 0. 又因为 f(x) 是凸函数, 所以 x∗ 是问题 (1.2) 的最优解.
2. 若 ‖x∗‖0 = s, 取 J = I0(x∗) 且 R̃ = {x ∈ Rn, xJ = 0}. 因为 x∗ 是一个 α - 稳定点, 所

以有

x∗ ∈ arg min
x∈Cs

‖x− (x∗ − α∇f(x∗))‖2,

所以

x∗ = arg min
x∈R̃

‖x− (x∗ − α∇f(x∗))‖2,

根据凸规划的一阶最优性条件得 〈∇f(x∗), y − x∗〉 ≥ 0,∀y ∈ R̃. 并且因为 R̃ 是凸集, f 是

凸函数, 所以有 x∗ ∈ arg min{f(x) : x ∈ R̃}. 对于所有的 x ∈ Θ̃(x∗; ε), 有 f(x) ≥ f(x∗),
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这里 Θ̃(x∗; ε) = {x ∈ R̃ : ‖x − x∗‖ < ε}, ε = min{|x∗i | : i ∈ I1(x∗)}. 根据 ε 的定义和

‖x∗‖0 = s, 可以得到 Θ̃(x∗; ε) = Θ(x∗; ε), 这里 Θ(x∗; ε) = {x ∈ Cs : ‖x− x∗‖ < ε}. 对于所有
的 x ∈ Θ(x∗; ε), 能得到 f(x) ≥ f(x∗). 所以 x∗ 是问题 (1.2) 的局部最优解.

4 数值实验

本章节给出一个数值例子来证明算法的可行性. 所有的程序是在 LENONVE ideapad,
Windows 10 Inter(R) Core(TM)i5-6200U CPU @2.30GHz 2.40GHz and 4GB 内存的电脑上
运行.
例 设 C = {x ∈ RN |‖x‖2 ≤ 0.25}, Q = {y ∈ RM | − 1 ≤ yi ≤ 1}, A = (aij)M×N . 求

x ∈ C, Ax ∈ Q s.t. ‖x‖0 ≤ s .

在表 1 中, 取M = 1, N = 5, A = rand(M, N), s = 3. x0 表示初始点, iter 表示迭代步
数, CPU time 表示运行时间, x∗ 表示收敛点.

表 1: 数值结果

x0 iter CPU time x∗

(1, · · · , 1) 8 0.045917 (0.1458, 0, -0.1229, 0.1617, 0)
rand(1, N) 12 0.040736 ( 0.1994, 0.0611, 0, 0, 0.0491)

100*rand(1, N) 18 0.068903 (0, -0.0842, -0.1788, -0.1531, 0)

在表 2 中, 取 M = 150, N = 150, A = I, s = 50. x0 表示初始点, iter 表示迭代步数,
CPU time 表示运行时间. 由于收敛点维数过高, 我们就不在表中给出收敛点.

表 2: 数值结果

x0 iter CPU time
(1,· · · ,1) 2 0.051928

rand(1, N) 17 0.056722
100*rand(1, N) 19 0.054583

从数值实验中可以看到所有的计算时间都在 0.1 秒内完成, 并且可以收敛到一个问题 (1.2)
的近似解. 因此可以看出算法是可行的.

5 本文小结

本文主要求解了带有稀疏约束的分裂可行问题. 我们通过将稀疏分裂可行问题近似的转
化为目标函数为凸函数的稀疏约束优化问题, 再设计了一种梯度投影算法来求解此问题, 并
且证明了此算法的收敛性. 最后给出了一些数值例子, 数值实验的结果表明本文的算法具有
较强的可行性.
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A PROJECTION METHOD FOR SOLVING THE SPARSITY SPLIT

FEASIBILITY PROBLEM

SUN Jun, QU Biao

(School of Management, Qufu Normal University, Rizhao 276826, China)

Abstract: In this paper, we study the solution of sparsity split feasibility problem. By

transforming the sparsity split feasibility problem into an sparsity constraints optimization problem

whose objective function is convex, we design a gradient projection algorithm for solving the

problem, and get that this method can converge to a solution. The numerical example is given to

prove the effectiveness of the algorithm.
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