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具有加权测度的 H 型群上漂移 Laplace 算子的

Levitin-Parnovski 型特征值不等式
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摘 要: 本文研究了具有加权测度 dµ = e−ϕdv 的 H 型群 G 上漂移 Laplace 算子

−∆G + 〈∇Gϕ,∇G (·)〉 的 Dirichlet 特征值问题, 建立了该问题的 Levitin-Parnovski 型特征值不等式,

推广包含了 Ilias 和 Makhoul 对 Heisenberg 群上次 Laplace 算子所获得的结果 (J. Geom. Anal.,

2012, 22(1): 206–222).
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1 引言

Heisenberg 型群是一类 Carnot 群, 简称为 H 型群, 其在满足 Hörmander 条件的向
量场理论研究中起着重要作用 [1−3]. 而漂移 Laplace 算子是一类重要的椭圆算子, 也被称
为Witten-Laplace 算子, 在几何分析、概率论等研究中发挥着重要作用 (参见文献 [4–6]).
本文研究具有加权测度的 H 型群 G 上漂移 Laplace 算子的特征值估计问题. 具体来

说, 具有加权测度 dµ = e−ϕdv 的 2n + m 维 H 型群 G 上漂移 Laplace 算子的形式如下

−∆G + 〈∇Gϕ,∇G (·)〉 ,

其中 ∆G 和 ∇G 分别是 H 型群 G 上的次 Laplace 算子和梯度算子, ϕ 为光滑函数. 设 Ω
是 H 型群 G 上的一个有界区域. 考虑如下 Dirichlet 特征值问题

{
−∆Gu + 〈∇Gϕ,∇Gu〉 = λu, 在Ω上,

u|∂Ω = 0.
(1.1)

由文献 [7–8] 可知, 该算子有离散谱 0 < λ1 ≤ λ2 ≤ · · · ≤ λi ≤ · · · ↗, 其中每个特征值按

照其重数排列.
问题 (1.1) 包含了几种有趣的特征值问题. 由 H 型群的定义可知: 一方面, 当 m = 1

时, H 型群即为 Heisenberg 群. 此时, 问题 (1.1) 变为如下 Heisenberg 群 Hn 上漂移
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Laplace 算子的 Dirichlet 特征值问题

{
−∆Hnu + 〈∇Hnϕ,∇Hnu〉 = λu 在Ω上,

u|∂Ω = 0.
(1.2)

另一方面, 当 ϕ 为常数时, 问题 (1.1) 变为如下 H 型群 G 上的次 Laplace 算子的
Dirichlet 特征值问题 {

−∆Gu = λu 在Ω上,

u|∂Ω = 0.
(1.3)

因此当 m = 1 时, 问题 (1.3) 进一步变为如下 Heisenberg 群 Hn 上次 Laplace 算子的
Dirichlet 特征值问题 {

−∆Hnu = λu 在Ω上,

u|∂Ω = 0.
(1.4)

随着黎曼流形上微分算子研究的深入, Heisenberg 群、H 型群上微分算子的特征值估计
问题开始被学者们所关注 (参见文献 [9–10]). 2006 年, 韩军强和钮鹏程 [11] 获得了 H 型
群上次 Laplace 算子相邻特征值之差的估计; 2015 年, 谭沈阳和黄体仁 [12] 建立了 H 型群
上漂移 Laplace 算子问题 (1.1) 的 Yang 型特征值不等式.

本文的目标是对 H 型群上漂移 Laplace 算子的问题 (1.1) 建立 Levitin-Parnovski 型
特征值不等式. 对任意的正整数 j, Ilias 和 Makhoul[13] 在 2012 年对 Heisenberg 群 Hn

上次 Laplace 算子的 Dirichlet 特征值问题 (1.4) 建立了如下 Levitin-Parnovski 型特征值
不等式

n∑

l=1

λj+l ≤ (n + 2) λj . (1.5)

当 j = 1 时, 不等式 (1.5) 变为
n∑

l=1

λl+1 ≤ (n + 2) λ1. 这就变为文献 [14–15] 等所获得类型

的低阶特征值估计结果. 即用第一特征值给出了从第 2 个到第 n + 1 个特征值之和的上界
估计.

在本文中, 首先建立了具有加权测度的 H 型群上漂移 Laplace 算子问题 (1.1) 的一个
特征值一般不等式.

定理 1 设 Ω 是具有加权测度 dµ = e−ϕdv 的 2n + m 维 H 型群 G 上的有界区域, ϕ

是区域 Ω 闭包
−
Ω 上的光滑函数, λl 是 Ω 上漂移 Laplace 算子−∆G + 〈∇Gϕ,∇G (·)〉 特征

值问题 (1.1) 的第 l 个特征值, ul 为对应于 λl 的单位正交特征函数, 且对应于不同特征值
的特征函数相互正交. 那么对任意正整数 j, 有

n∑

l=1

(λj+l − λj) ≤ 1
2

∫

Ω

(
u2

j |∇Gϕ|2 + 4|∇Guj |2 − 4uj 〈∇Guj ,∇Gϕ〉
)

dµ. (1.6)

进而获得了问题 (1.1) 的如下 Levitin-Parnovski 型特征值不等式.
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定理 2 设 Ω 是具有加权测度 dµ = e−ϕdv 的 2n + m 维 H 型群 G 上的有界区域, ϕ

是区域 Ω 闭包
−
Ω 上的光滑函数, λl 为 Ω 上漂移 Laplace 算子−∆G + 〈∇Gϕ,∇G (·)〉 特征

值问题 (1.1) 的第 l 个特征值. 如果 |∇Gϕ| ≤ c, 则对任意正整数 j, 有
n∑

l=1

λj+l ≤ (n + 2)λj + 2cλ
1
2
j +

c2

2
. (1.7)

不难看出, (1.7) 式对问题 (1.2) 也成立. 即有如下结论.
推论 1 设 Ω 是具有加权测度 dµ = e−ϕdv 的 n 维 Heisenberg 群Hn 上的有界区域,

ϕ是区域 Ω闭包
−
Ω上的光滑函数, λl 为 Ω上漂移 Laplace算子−∆Hn + 〈∇Hnϕ,∇Hn (·)〉

特征值问题 (1.2) 的第 l 个特征值. 如果 |∇Hnϕ| ≤ c, 则对任意正整数 j, 有
n∑

l=1

λj+l ≤ (n + 2)λj + 2cλ
1
2
j +

c2

2
.

另外, 当 ϕ 为常数时, 问题 (1.1) 变为问题 (1.3). 因此可由定理 2 得到如下推论.
推论 2 设 Ω 是 2n + m 维 H 型群 G 上的有界区域, λl 为 Ω 上次 Laplace 算子 ∆G

特征值问题 (1.3) 的第 l 个特征值, 则对任意正整数 j, 有
n∑

l=1

λj+l ≤ (n + 2) λj .

当 m = 1 时, 推论 2 即变为 Ilias 和Makhoul[13] 对 Heisenberg 群 Hn 上次 Laplace
算子的 Dirichlet 特征值问题 (1.4) 所获得结果. 因此本文的结果推广并包含了 Ilias 和
Makhoul[13] 所获得的结果.

2 基础知识

本节给出 H 型群的一些基本概念与性质. 设 U1, U2, · · ·, U2n 是满足下列条件的矩阵

(1) U j 是m×m 阶反对称正交矩阵, ∀j = 1, 2, · · ·, 2n;
(2) U iU j + U jU i = 0, ∀i, j ∈ {1, 2, · · ·, 2n}, i 6= j.

在 2n + m 维欧氏空间 Rn × Rn × Rm 定义如下群运算:

(z, t) ◦ (
z′, t′

)
= (x, y, t) ◦ (

x′, y′, t′
)

=
(

zi + z′i, tj + t′j +
1
2

〈
z, U jz′

〉)
,

其中 i = 1, 2, · · ·, 2n; j = 1, 2, · · ·,m, z = (x, y) ∈ R2n, t ∈ Rm, 〈·, ·〉 表示欧氏内积. 满足
这种群运算的 2n + m 维欧氏空间称为 H 型群, 李代数 g 的基底为

Xj =
∂

∂xj
+

1
2

m∑

k=1

(
2n∑

l=1

zlU
(k)
l,j

)
∂

∂tk
, Yj =

∂

∂yj
+

1
2

m∑

k=1

(
2n∑

l=1

zlU
(k)
l,j+n

)
∂

∂tk
, Tk =

∂

∂tk
,

其中
(
U

(k)
l,j

)
2n×2n

= U (k). 当 m = 1 时, H 型群即为 Heisenberg 群. H 型群 G 上的次

Laplace 算子和梯度算子定义为

∆G =
n∑

j=1

(
X2

j + Y 2
j

)
, ∇G = (X1, X2, · · ·, Xn, Y1, Y2, · · ·, Yn) .
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在定理 1 的证明过程中, 需要使用 Levitin 和 Parnovski[16] 获得的代数恒等式.
引理 1 设 M 是一个给定内积 〈·, ·〉 的复 Hilbert 空间, A : D ⊂ M → M 是定义

在有界稠密区域 D 上的一个自伴算子, 并且 A 有一组离散谱 λ1 ≤ λ2 ≤ λ3 ≤ · · ·. 设
{Bl : A (D) → M}N

l=1 是由一组对称算子构成的集合, 且满足 Bl (D) ⊂ D. 令 {ui}∞i=1 是

算子 A 的正交特征向量构成的集合, ui 是第 i 个特征值 λi 对应的特征向量, 并且这组特
征向量可构成M 的一组正交基. 那么, 对任意正整数 j, 如下代数恒等式成立

∞∑

k=1

|〈[A,Bl]uj , uk〉|2
λk − λj

= −1
2
〈[[A,Bl] , Bl]uj , uj〉, (2.1)

其中 [A,Bl] := ABl −BlA 是 A 和 Bl 的括号积.

3 主要定理及其证明

本节给出定理 1 和定理 2 的证明.
定理 1 的证明 因为 ui 为问题 (1.1) 的对应于第 i 个特征值 λi 的单位正交特征函

数, 即 ui 满足 



−∆Gui + 〈∇Gϕ,∇Gui〉 = λiui 在Ω上,

u|∂Ω = 0,∫

Ω
uiujdµ = δij .

(3.1)

设 y1, · · · , yn 是 Rn 上的一组标准坐标函数, 定义如下 n× n 阶矩阵 T

T :=




〈[−∆G + 〈∇Gϕ,∇G (·)〉 , y1]uj , uj+1〉 · · · 〈[−∆G + 〈∇Gϕ,∇G (·)〉 , y1]uj , uj+n〉
〈[−∆G + 〈∇Gϕ,∇G (·)〉 , y1]uj , uj+1〉 · · · 〈[−∆G + 〈∇Gϕ,∇G (·)〉 , y2]uj , uj+n〉

· · · · · · · · ·
〈[−∆G + 〈∇Gϕ,∇G (·)〉 , yn]uj , uj+1〉 · · · 〈[−∆G + 〈∇Gϕ,∇G (·)〉 , yn]uj , uj+n〉


 .

根据 QR - 因式分解定理, 存在一个 n× n 阶正交矩阵 Q = (qlr)n×n 使得 S = QT , 其中
S 是一个上三角矩阵. 因此有

n∑

r=1

qlr 〈[−∆G + 〈∇Gϕ,∇G (·)〉 , yl]uj , uj+k〉 = 0, 1 ≤ k < l ≤ n.

令 xl =
n∑

r=1
qlryr, 可知 Rn 上的一组标准坐标函数 x1, · · · , xn 满足如下等式

〈[−∆G + 〈∇Gϕ,∇G (·)〉 , xl]uj , uj+k〉 = 0, 1 ≤ k < l ≤ n. (3.2)

从而, 根据 (3.2) 式, 可以得到

l−1∑

k=1

|〈[−∆G + 〈∇Gϕ,∇G (·)〉 , xl]uj , uj+k〉|2
λj+k − λj

= 0. (3.3)
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在 (2.1) 式中取 A = −∆G + 〈∇Gϕ,∇G (·)〉, Bl = xl, l = 1, 2, · · ·, n, 有

∞∑

k=1

|〈[−∆G + 〈∇Gϕ,∇G (·)〉 , xl]uj , uk〉|2
λk − λj

=− 1
2
〈[[−∆G + 〈∇Gϕ,∇G (·)〉 , xl] , xl]uj , uj〉 .

(3.4)

通过直接计算, 可得

∞∑

k=1

|〈[−∆G + 〈∇Gϕ,∇G (·)〉 , xl]uj , uk〉|2
λk − λj

=
j−1∑

k=1

|〈[−∆G + 〈∇Gϕ,∇G (·)〉 , xl]uj , uk〉|2
λk − λj

+
j+l−1∑

k=j+1

|〈[−∆G + 〈∇Gϕ,∇G (·)〉 , xl]uj , uk〉|2
λk − λj

+
∞∑

k=j+l

|〈[−∆G + 〈∇Gϕ,∇G (·)〉 , xl]uj , uk〉|2
λk − λj

.

(3.5)
根据特征值的单调性, 知道

j−1∑

k=1

|〈[−∆G + 〈∇Gϕ,∇G (·)〉 , xl]uj , uk〉|2
λk − λj

≤ 0. (3.6)

并且根据 (3.2) 式, 有

j+l−1∑

k=j+1

|〈[−∆G + 〈∇Gϕ,∇G (·)〉 , xl]uj , uk〉|2
λk − λj

=
l−1∑

k=1

|〈[−∆G + 〈∇Gϕ,∇G (·)〉 , xl]uj , uj+k〉|2
λj+k − λj

= 0.

(3.7)

结合 (3.5), (3.6) 和 (3.7) 式, 有

∞∑

k=1

|〈[−∆G + 〈∇Gϕ,∇G (·)〉 , xl]uj , uk〉|2
λk − λj

≤
∞∑

k=j+l

|〈[−∆G + 〈∇Gϕ,∇G (·)〉 , xl]uj , uk〉|2
λk − λj

≤ 1
λj+l − λj

∞∑

k=1

|〈[−∆G + 〈∇Gϕ,∇G (·)〉 , xl]uj , uk〉|2.

(3.8)

由 Parseval 等式可知

∞∑

k=1

|〈[−∆G + 〈∇Gϕ,∇G (·)〉 , xl]uj , uk〉|2 = ‖[−∆G + 〈∇Gϕ,∇G (·)〉 , xl]uj‖2. (3.9)
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将 (3.4) 和 (3.9) 式代入 (3.8) 式中, 整理并对 l 从 1 到 n 求和, 可得

− 1
2

n∑

l=1

(λj+l − λj) 〈[[−∆G + 〈∇Gϕ,∇G (·)〉 , xl] , xl]uj , uj〉

≤
n∑

l=1

‖[−∆G + 〈∇Gϕ,∇G (·)〉 , xl]uj‖2.

(3.10)

同理, 在 (2.1) 式中取 A = −∆G + 〈∇Gϕ,∇G (·)〉, Bl = yl, l = 1, 2, · · ·, n, 可得与 (3.10)
式类似的关于 yl 的不等式. 进而有

− 1
2

n∑

l=1

(λj+l − λj) 〈[[−∆G + 〈∇Gϕ,∇G (·)〉 , xl] , xl]uj , uj〉

− 1
2

n∑

l=1

(λj+l − λj) 〈[[−∆G + 〈∇Gϕ,∇G (·)〉 , yl] , yl]uj , uj〉

≤
n∑

l=1

‖[−∆G + 〈∇Gϕ,∇G (·)〉 , xl]uj‖2 +
n∑

l=1

‖[−∆G + 〈∇Gϕ,∇G (·)〉 , yl]uj‖2.

(3.11)

直接计算可知

[−∆G + 〈∇Gϕ,∇G (·)〉 , xl]uj

=−∆G (xluj) + 〈∇Gϕ,∇G (xluj)〉 − xl (−∆Guj + 〈∇Gϕ,∇G (uj)〉)
=− (

X2
l + Y 2

l

)
(xluj) + ujXlϕ + 〈∇Gϕ, xl∆Guj〉 − xl (−∆Guj + 〈∇Gϕ, ∆Guj〉)

=−Xl (uj + xlXluj)− xlY
2
l uj + ujXlϕ + xl∆Guj

=− 2Xluj + ujXlϕ.

同理, 可得
[−∆G + 〈∇Gϕ,∇G (·)〉 , yl]uj = −2Yluj + ujYlϕ.

因此有

n∑

l=1

‖[−∆G + 〈∇Gϕ,∇G (·)〉 , xl]uj‖2 +
n∑

l=1

‖[−∆G + 〈∇Gϕ,∇G (·)〉 , yl]uj‖2

=
∫

Ω
(u2

j |∇Gϕ|2 + 4|∇Guj |2 − 4uj 〈∇Guj ,∇Gϕ〉)dµ.

(3.12)

又因为

[[−∆G + 〈∇Gϕ,∇G (·)〉 , xl] , xl]uj = [−2Xl + Xlϕ, xl]uj

= [(−2Xl + Xlϕ) xl − xl (−2Xl + Xlϕ)]uj

= −2Xl (xluj) + xlujXlϕ + 2xlXluj − xlujXlϕ

= −2uj .

(3.13)
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同理可得

[[−∆G + 〈∇Gϕ,∇G (·)〉 , yl] , yl]uj = [−2Yl + Ylϕ, yl]uj = −2uj . (3.14)

所以

〈[[−∆G + 〈∇Gϕ,∇G (·)〉 , xl] , xl]uj , uj〉 = −2
∫

Ω
u2

jdµ = −2, (3.15)

〈[[−∆G + 〈∇Gϕ,∇G (·)〉 , yl] , yl]uj , uj〉 = −2
∫

Ω
u2

jdµ = −2. (3.16)

最后将 (3.12), (3.15) 和 (3.16) 式代入 (3.11) 式中, 就可以得到 (1.6) 式. 从而完成定理 1
的证明.
定理 2 的证明 因为

−
∫

Ω
uj 〈∇Gϕ,∇Guj〉 dµ ≤

∫

Ω
|uj | |∇Gϕ| |∇Guj | dµ

≤ c

(∫

Ω
u2

jdµ

) 1
2
(∫

Ω
|∇Guj |2dµ

) 1
2

= c

(∫

Ω
|∇Guj |2dµ

) 1
2

.

(3.17)

并且注意到
∫

Ω
|∇Guj |2dµ =

∫

Ω
〈∇Guj ,∇Guj〉dµ

=
∫

Ω
uj(−∆Guj + 〈∇Gϕ,∇Guj〉)dµ = λj .

(3.18)

由 (3.17) 和 (3.18) 式, 可得

−
∫

Ω
uj 〈∇Gϕ,∇Guj〉 dµ ≤ cλ

1
2
j . (3.19)

将 (3.17)–(3.19) 式代入 (1.6) 式中, 可获得 (1.7) 式. 这就完成了定理 2 的证明.
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LEVITIN-PARNOVSKI-TYPE INEQUALITY FOR EIGENVALUES

OF THE DRIFTING LAPLACIAN ON THE H-TYPE GROUP

WITH THE WEIGHTED MEASURE

HAN Cheng-yue, SUN He-jun, JIANG Xu-yong

(College of Science, Nanjing University of Science and Technology, Nanjing 210014, China)

Abstract: In this paper, we study the Dirichlet eigenvalue problem of the drifting Laplacian

−∆G + 〈∇Gϕ,∇G (·)〉 on the H-type group G with the weighted measured dµ = e−ϕdv. We

establish a Levitin-Parnovski universal inequality for eigenvalues of this problem, which generalize

the result derived by Ilias and Makhoul for the Kohn Laplacian on the Heisenberg group (J. Geom.

Anal., 2012, 22(1): 206–222).
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