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摘要: 本文研究了一类抛物型 Monge-Ampère 型方程的 Cauchy-Neumann 问题. 通过构造辅

助函数, 利用函数在极大值点的性质及柯西不等式等方法对方程的解进行估计, 得到了方程解的全局

二阶梯度估计. 接着利用抛物方程的一般理论, 进一步得到在光滑条件下, 解的长时间存在性, 推广了

抛物型 Monge-Ampère 方程的结果.
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1 引言

椭圆型 Monge-Ampère 方程已得到广泛研究, 具体可见文献 [3–5]. 在文献 [5] 中, 作者
考虑 Monge-Ampère 型方程半线性 Neumann 边值问题, 通过证明二阶导数的先验估计得
到该类方程 Neumann 边值问题经典解的存在性, 唯一性以及正则性. 关于完全非线性方程
Neumann 边值问题也有一些研究成果, 如参考文献 [9]. 抛物型 Monge-Ampère 型方程是一
类典型的完全非线性抛物方程, 它在最优控制理论等方面的研究中具有重要的应用, 许多
学者对此类方程进行了深入研究 [1, 2, 7, 8, 10–12]. 本文考虑抛物型 Monge-Ampère 型方程的
Cauchy-Neumann 问题, 形如

∂u

∂t
= det

1
n [D2u−A(x, u, Du)]−B(x, u, Du), 在 Ω× [0, T ) 内, (1.1)

Dνu = ϕ(x, u), 在 ∂Ω× [0, T ) 上, (1.2)

u(x, 0) = u0(x), 在 Ω 内, (1.3)

其中 Ω 是 Rn 中的 A - 凸区域, n ≥ 2, ∂Ω ∈ C4, Du 为梯度向量, D2u 为 u 的 Hessian 矩
阵, A ∈ C2(Ω̄×R×Rn) 是 n× n 的对称矩阵值函数, B ∈ C2(Ω̄×R×Rn) 是正的向量值函
数, ϕ ∈ C2,1(∂Ω×R) 是向量值函数, u0 ∈ C2(Ω̄), ν 是 ∂Ω 上的单位内法向量. 一般用 x, z, p

分别表示 Ω,R,Rn 中的元素.
进一步地, 当 D2u−A(x, u, Du) 正定时, 称 u 是椭圆解. 为了得到问题 (1.1)–(1.3) 椭圆

解的先验估计, 要求 A,B, ϕ, u0 满足适当的光滑性条件和结构性条件: 若函数 A 满足

Aij,kl(x, z, p)ξiξjηkηl ≥ 0 (> 0), (1.4)
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则称 A是正则 (严格正则)的,其中 (x, z, p) ∈ Ω×R×Rn, ξ, η ∈ Rn, ξ ⊥ η, Aij,kl = D2
pkpl

Aij .
若函数 A 满足

DzAij(x, z, p)ξiξj ≥ 0 (> 0), ∀(x, z, p) ∈ Ω× R× Rn, ξ ∈ Rn, (1.5)

称 A 对 z 是非减 (严格递增) 的. 同样地, 若函数 B 和 ϕ 满足

DzB(x, z, p) ≥ 0 (> 0), ∀ (x, z, p) ∈ Ω× R× Rn, (1.6)

Dzϕ(x, z) ≥ 0 (> 0), ∀ (x, z) ∈ ∂Ω× R, (1.7)

则称 B 和 ϕ 对 z 是非减 (严格递增) 的, u0 满足相容性条件

det
1
n [D2u0 −A(x, u0, Du0)]−B(x, u0, Du0) ≥ 0. (1.8)

另外, 区域 Ω 满足 A - 凸条件, 即存在函数 φ ∈ C2(Ω) 使得在 ∂Ω 上 φ = 0, Dφ 6= 0, 在 Ω
内 φ < 0 且满足不等式

Dijφ−Dpk
Aij(x, u, Du)Dkφ ≥ δ1I, (1.9)

其中 I 为单位矩阵, δ1 为正常数. 为了获得问题 (1.1)–(1.3) 解的 C2 估计, 还需要假设问题
(1.1)–(1.3) 的有界上解 ū 存在且满足

∂ū

∂t
≥ det

1
n [D2ū−A(x, ū,Dū)]−B(x, ū,Dū), 在 Ω× [0, T ) 内, (1.10)

Dν ū = ϕ(x, ū), 在 ∂Ω× [0, T ) 上, (1.11)

ū(x, 0) = u0(x), 在 Ω 上. (1.12)

下面给出本文的主要结论.
定理 1.1 设 u ∈ C4,2(Ω̄× [0, T ]) 为抛物型 Monge-Ampère 型方程的 Cauchy-Neumann

问题 (1.1)–(1.3)的椭圆解, Ω ∈ C4 是 Rn 中 A -凸区域, A ∈ C2(Ω̄×R×Rn)满足 (1.4)–(1.5)
式, 0 < B ∈ C2(Ω̄×R×Rn) 满足 (1.6) 式, ϕ ∈ C2,1(Ω̄×R) 满足 (1.7) 式, u0 ∈ C4(Ω̄) 满足
(1.8) 式. 假设问题 (1.1)–(1.3) 的有界上解 ū ∈ C2,1(Ω̄× [0, T ]) 存在且满足 (1.10)–(1.12) 式,
则有

sup
Ω̄×[0,T ]

|D2u| ≤ C, (1.13)

其中 C 是依赖于 n,A, B, ϕ, u0, ū, |u|1,Ω, δ1 的常数.
注 定理 1.1 中假设 (1.1)–(1.3) 式的上解有界, 因为定理 1.1 得到 (1.13) 式中二阶导数被

C 控制, 而 C 是依赖于 ū 的常数, 故如果不假设上解有界, 则不能得到解的二阶梯度估计．
为了保证 t = 0 处的光滑性, 需要假设 u0 满足相容性条件

(
d

dt
)m(νiui − ϕ(x, u))|t=0 = 0, (1.14)

其中 m ≥ 0, u, ui, · · · 关于时间的导数可以由 (1.1) 和 (1.3) 式得到.



No. 6 向妮等: 抛物型 Monge-Ampère 型方程的 Cauchy-Neumann 问题 1263

在梯度估计的证明中, 还需要 A 的结构性条件

A(x, z, p) ≥ −µ0(1 + |p|2)I, (1.15)

其中 p ∈ Rn, µ0 为正常数.
基于前面的先验估计, 结合连续性方法以及抛物方程的一般理论, 可以得到问题 (1.1)–

(1.3) 光滑解的存在性和正则性如下.
定理 1.2 设 Ω 是 Rn 中有界光滑的 A - 凸区域, n ≥ 2, A ∈ C∞(Ω̄× R× Rn) 且满足

(1.4), (1.5)和 (1.15)式, 0 < B ∈ C∞(Ω̄×R×Rn)满足 (1.6)式, ϕ ∈ C∞(Ω̄×R) 满足 (1.7)
式, u0 ∈ C∞(Ω̄) 满足相容性条件 (1.8) 和 (1.14) 式. 假设问题 (1.1)–(1.3) 的光滑有界上解
ū ∈ C∞(Ω̄× [0, T ]) 存在且满足 (1.10)–(1.12) 式, 则对任意的 t ≥ 0, 问题 (1.1)–(1.3) 存在光
滑解. 另外, 当 t →∞ 时, u 光滑地收敛到光滑函数 u∞, 其中 u∞ 满足 Neumann 边值问题

det
1
n [D2u∞ −A(x, u∞, Du∞)] = B(x, u∞, Du∞), 在 Ω 内,

Dνu∞ = ϕ(x, u∞), 在 ∂Ω 上.

2 预备知识

这一节, 先介绍与证明相关的一些基本概念和基本引理, 然后给出解的 C0 和 C1 估

计. 定义算子 Lt = − ∂
∂t

+ F ij(Dij − Dpl
AijDl) − Dpl

BDl, 记 Di = ∂
∂xi

, Dij = ∂2

∂xi∂xj
,

wij = uij − Aij(x, u, Du), wξξ = wijξiξj , F ij = ∂det
1
n wij

∂wij
= 1

n
(det

1
n wij)wij , 其中 {wij} 是

{wij} 的逆矩阵.
引理 2.1 设 u, v ∈ C2,1(Ω̄× [0, T ]), 且 u, v 是椭圆解, A ∈ C2(Ω̄× R× Rn) 是 n× n 对

称矩阵值函数满足 (1.5) 式, B ∈ C2(Ω̄ × R × Rn) 是向量值函数满足 (1.6) 式, 假设 u, v 满

足如下条件

(1) 在 Ω× [0, T ) 上,

− ∂u

∂t
+ det

1
n [D2u−A(x, u, Du)]−B(x, u, Du)

≥− ∂v

∂t
+ det

1
n [D2v −A(x, v, Dv)]−B(x, v, Dv);

(2) 在 ∂Ω× [0, T ] 上, 如果 u > v, 那么 uν > vν ;
(3) 在 Ω̄× {t = 0} 上, u ≤ v,

则在 Ω̄× [0, T ] 内, u ≤ v.
证 令 w = D2u−A(x, u, Du), w̃ = D2v −A(x, v, Dv), 考虑

−∂u

∂t
+ det

1
n [D2u−A(x, u, Du)]−B(x, u, Du)

−(−∂v

∂t
+ det

1
n [D2v −A(x, v, Dv)]−B(x, v, Dv))

= −(
∂u

∂t
− ∂v

∂t
) +

∫ 1

0

∂det
1
n [hw + (1− h)w̃]

∂[hwij + (1− h)w̃ij ]
dh(w − w̃)ij

−
∫ 1

0

∂B(x, hu + (1− h)v, hDu + (1− h)Dv)
∂[hu + (1− h)v]

dh(u− v)
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−
∫ 1

0

∂B(x, hu + (1− h)v, hDu + (1− h)Dv)
∂[huk + (1− h)vk]

dh(u− v)k

= − ∂

∂t
(u− v) + aij(u− v)ij − aij [Aij(x, u, Du)−Aij(x, v, Dv)]

−b(u− v)− ck(u− v)k

= − ∂

∂t
(u− v) + aij(u− v)ij − (aijDpk

Aij(x, z̄, p̄) + ck)(u− v)k

−(aijDzAij(x, z̄, p̄) + b)(u− v),

其中 h ∈ [0, 1], z̄ = ϑu + (1− ϑ)v, p̄ = ϑDu + (1− ϑ)Dv, ϑ ∈ [0, 1],

aij =
∫ 1

0

∂det
1
n [hw + (1− h)w̃]

∂[hwij + (1− h)w̃ij ]
dh,

b =
∫ 1

0

∂B(x, hu + (1− h)v, hDu + (1− h)Dv)
∂[hu + (1− h)v]

dh,

ck =
∫ 1

0

∂B(x, hu + (1− h)v, hDu + (1− h)Dv)
∂[huk + (1− h)vk]

dh.

由 u(x, t), v(x, t)是椭圆解可知 (aij)是正定矩阵,又由 (1.5), (1.6)式可得 aijDzAij(x, z̄, p̄)+
b ≥ 0. 由条件 (1), 可以得到

− ∂

∂t
(u− v) + aij(u− v)ij − (aijDpk

Aij(x, z̄, p̄) + ck)(u− v)k

− (aijDzAij(x, z̄, p̄) + b)(u− v) ≥ 0,

由抛物方程的极值原理得

sup
Ω̄×[0,T ]

(u− v) ≤ sup
∂Ω×[0,T ]∪Ω̄×{t=0}

(u− v)+,

这里 (u− v)+ = max{u− v, 0}.
接下来, 假设 u− v 在 ∂Ω× [0, T ] 上取得正极大值, 则 u− v > 0, 且 Dν(u− v) ≤ 0, 这

与条件 (2) 矛盾, 故 u − v 不能在 ∂Ω × [0, T ] 上取得正极大值. 再根据条件 (3), 故有 u ≤ v

在 Ω̄× [0, T ] 上恒成立.
为了证明问题 (1.1)–(1.3) 解的先验估计, 给出以下引理.
引理 2.2 设 Ω 是 Rn 中的 A - 凸区域, u ∈ C3,2(Ω̄ × [0, T ]) 为问题 (1.1)–(1.3) 的椭圆

解, A ∈ C2(Ω̄× R× Rn) 满足 (1.5) 式, B ∈ C2(Ω̄× R× Rn) 满足 (1.6) 式, ϕ ∈ C2(Ω̄× R)
满足 (1.7) 式. 如果 0 6≡ ∂u

∂t
≥ 0 对 t = 0 成立, 则对任意的 t > 0, 有 ∂u

∂t
> 0 恒成立.

证 对 (1.1) 式关于 t 求导可得

∂

∂t
(
∂u

∂t
) =

∂

∂t
(det

1
n wij)− ∂

∂t
B = F ij ∂wij

∂t
− (DzB)

∂u

∂t
− (Dpk

B)
∂uk

∂t

=F ij(
∂u

∂t
)ij − F ij ∂Aij

∂t
− (DzB)

∂u

∂t
− (Dpk

B)∂k(
∂u

∂t
)

=F ij(
∂u

∂t
)ij − F ij(DzAij)(

∂u

∂t
)− F ij(Dpk

Aij)∂k(
∂u

∂t
)− (DzB)

∂u

∂t
− (Dpk

B)∂k(
∂u

∂t
)

=F ij(
∂u

∂t
)ij − (F ijDpk

Aij + Dpk
B)∂k(

∂u

∂t
)− (F ijDzAij + DzB)(

∂u

∂t
),
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由椭圆解知 F ij 为正定矩阵, 由 (1.5), (1.6) 式得 DzAij ≥ 0, DzB ≥ 0, 从而可以得到
F ijDzAij + DzB ≥ 0, 则由抛物方程的极值原理得

inf
Ω̄×[0,T ]

(
∂u

∂t
) ≥ inf

∂Ω×[0,T ]∪Ω̄×{t=0}
(
∂u

∂t
)−,

其中 (∂u
∂t

)− = min{∂u
∂t

, 0}.
假设 ∂u

∂t
在 ∂Ω× [0, T ] 上取得负极小值, 则 ∂u

∂t
< 0 , 又有

(
∂u

∂t
)ν =

∂

∂t
(
∂u

∂ν
) = (Dzϕ)

∂u

∂t
≤ 0,

这与 (∂u
∂t

)ν > 0 矛盾.

根据相容性条件 (1.8) 知在 Ω̄× {t = 0} 上, ∂u
∂t
≥ 0. 由上面的计算得

inf
Ω̄×[0,T ]

(
∂u

∂t
) ≥ inf

∂Ω×[0,T )∪Ω̄×{t=0}
(
∂u

∂t
)− = 0.

若存在点 (x0, t0) ∈ Ω× (0, T ) 使得 ∂u
∂t

= 0, 则由抛物方程的强极值原理得 ∂u
∂t
≡ 0, 这与

t = 0 时 ∂u
∂t
6≡ 0 矛盾; 若存在点 (x0, t0) ∈ ∂Ω× (0, T ) 使得 ∂u

∂t
= 0, 则 (∂u

∂t
)ν = Dzϕ

∂u
∂t

= 0,
与 Hopf 引理矛盾.

综上可得, 对任意的 t > 0, ∂u
∂t

> 0 恒成立.

接下来给出问题 (1.1)–(1.3) 解的 C0 和 C1 估计.

定理 2.1 设 Ω是 Rn 中有界的 A -凸区域, u ∈ C2,1(Ω̄× [0, T ])为问题 (1.1)–(1.3)的椭
圆解, A ∈ C2(Ω̄×R×Rn)满足 (1.5)式, B ∈ C2(Ω̄×R×Rn)满足 (1.6)式, ϕ ∈ C2,1(Ω̄×R)
满足 (1.7)式,假设问题 (1.1)–(1.3)的有界上解 ū ∈ C2,1(Ω̄×[0, T ])存在且满足 (1.10)–(1.12)
式, 则有 sup

Ω̄×[0,T ]

|u| ≤ C, 其中 C 是依赖于 n,A, B, ϕ, u0, ū 的常数.

证 由相容性条件 (1.8) 和引理 2.2 可得对任意的 t > 0 有 ∂u
∂t

> 0, 则有 u(x, t) ≥
u(x, 0) = u0(x), 已知问题 (1.1)–(1.3) 存在上解 ū, 根据引理 2.1 有 u ≤ ū, 从而可以得到
sup

Ω̄×[0,T ]

|u| ≤ C, 其中 C 是依赖于 n,A, B, ϕ, u0, ū 的常数.

定理 2.2 设 Ω 是 Rn 中有界的 A - 凸区域, u ∈ C3,2(Ω̄ × [0, T ]) 为问题 (1.1)–(1.3)
的 A - 凸解, A ∈ C2(Ω̄ × R × Rn) 满足 (1.5) 式, B ∈ C2(Ω̄ × R × Rn) 满足 (1.6) 式,
ϕ ∈ C2,1(Ω̄ × R) 满足 (1.7) 式. 假设问题 (1.1)–(1.3) 的有界上解 ū ∈ C2,1(Ω̄ × [0, T ]) 存在
且满足 (1.10)–(1.12) 式. 如果对 t = 0 有 0 6≡ ∂u

∂t
≥ 0 成立, 则有 sup

Ω̄×[0,T ]

|∂u
∂t
| ≤ C, 其中 C 是

依赖于 n,A, B, ϕ, u0, ū, Ω 的常数.

证 首先对 (∂u
∂t

)2 关于 t 求导得

∂

∂t
[(

∂u

∂t
)2] =2

∂u

∂t

∂2u

∂t2
= 2

∂u

∂t

∂[det
1
n wij −B]
∂t

=2
∂u

∂t
[F ij ∂wij

∂t
− (DzB)

∂u

∂t
− (Dpk

B)
∂uk

∂t
]
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=2F ij ∂u

∂t
∂ij(

∂u

∂t
)− 2F ij(DzAij)(

∂u

∂t
)2 − 2F ij(Dpk

Aij)
∂u

∂t
∂k(

∂u

∂t
)

− 2(DzB)(
∂u

∂t
)2 − 2(Dpk

B)
∂u

∂t
∂k(

∂u

∂t
)

=F ij [(
∂u

∂t
)2]ij − 2F ij(

∂u

∂t
)i(

∂u

∂t
)j − 2F ij(DzAij)(

∂u

∂t
)2

− F ij(Dpk
Aij)∂k(

∂u

∂t
)2 − 2(DzB)(

∂u

∂t
)2 − (Dpk

B)∂k(
∂u

∂t
)2,

由上面的计算可得

0 ≤2F ij(
∂u

∂t
)i(

∂u

∂t
)j = − ∂

∂t
[(

∂u

∂t
)2] + F ij [(

∂u

∂t
)2]ij

− [F ijDpk
Aij + Dpk

B]∂k(
∂u

∂t
)2 − [2F ijDzAij + 2DzB](

∂u

∂t
)2,

由椭圆解知 F ij 为正定矩阵, 由 (1.5), (1.6) 式得 DzAij ≥ 0, DzB ≥ 0, 从而可以得到
2F ijDzAij + 2DzB ≥ 0, 则由抛物方程的极值原理得

sup
Ω̄×[0,T ]

(
∂u

∂t
)2 ≤ sup

∂Ω×[0,T ]∪Ω̄×{t=0}
[(

∂u

∂t
)2]+,

其中 [(∂u
∂t

)2]+ = max{(∂u
∂t

)2, 0}. 假设 (∂u
∂t

)2 在 ∂Ω× [0, T ] 上取得正极大值, 计算可得

Dν(
∂u

∂t
)2 = 2

∂u

∂t
Dν(

∂u

∂t
) = 2(

∂u

∂t
)2Dzϕ ≥ 0,

这与已知 Dν(∂u
∂t

)2 < 0 相矛盾, 故

sup
Ω̄×[0,T ]

(
∂u

∂t
)2 ≤ sup

Ω̄×{t=0}
[(

∂u

∂t
)2]+.

综合上面的计算可得 sup
Ω̄×[0,T ]

|∂u
∂t
| ≤ M, 其中 M 是依赖于 n,A, B, ϕ, u0, ū, Ω 的常数.

由文献 [11] 中的定理 9 可得对任意的 t0 ∈ [0, T ], 有

sup
Ω̄×[0,T ]

|Du(x, t0)| ≤ M1,

其中 M1 是依赖于 n,A, B, ϕ,Ω 的常数. 由 t0 的任意性可得

sup
Ω̄×[0,T ]

|Du| ≤ C, (2.1)

其中 C 是依赖于 n,A, B, ϕ,Ω,M1 的常数.

3 C2估计

本节给出定理 1.1 的证明, 在证明二阶梯度估计之前先介绍一个引理, 此引理对证明二
阶梯度估计非常重要, 其证明过程和文献 [6] 中的引理 2.1 类似, 省略证明细节.
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引理 3.1 设 u ∈ C2(Ω̄× [0, T ]) 是问题 (1.1)–(1.3) 的椭圆解, ũ ∈ C2(Ω̄× [0, T ]) 是问题
(1.1)–(1.3) 的椭圆有界上解, 其中 A 满足 (1.4)–(1.5) 式, 则有 Lte

N(ũ−u) ≥ ε
∑

i F ii − C, 其

中 N 是正常数, ε, C 是依赖于 A,B,Ω, |u|1,Ω, ũ, N 的正常数.
首先定义辅助函数 v, G 如下

v = v(x, t, ξ) = eα|Du|2+βΦ(wξξ − v′),

G = log v = log(wξξ − v′) + α|Du|2 + βΦ,
(3.1)

其中 (x, t) ∈ Ω̄ × [0, T ] , |ξ| = 1, 且 α, β 是待定的正常数. 另外, (3.1) 式中的 Φ 和 v′ 分别

给出如下: Φ = eN(ũ−u), 其中 Φ 是引理 3.1 中的辅助函数, ũ = ū− aφ, ū 满足 (1.10)–(1.12)
式, a 是足够小的常数, φ 是 A - 凸区域的定义函数, 满足 (1.9) 式且在 ∂Ω 上 Dνφ = −1. 接
着定义 v′ 如下

v′(x, t, ξ) = 2(ξ, ν)ξ′i(Diϕ(x, u)−DkuDiνk −Aijνj),

其中 ξ′ = ξ − (ξ, ν)ν, ν ∈ C3(Ω̄) 是从 ∂Ω× [0, T ] 延拓到 Ω̄× [0, T ] 的单位内法向量.

定理 1.1 的证明 本定理的证明通过对 v 在 Ω̄ × [0, T ] 上的最大值的估计, 得到对应的
D2u 在 Ω̄× [0, T ] 上的估计, 从而得到本定理的结论.

证 下面分两种情形证明定理 1.1.

假设 v(x, t) 在点 (x0, t0) 处取得最大值, 且以下所有的计算都在点 (x0, t0) 处进行.
情形一 若 (x0, t0) ∈ Ω× (0, T ), 根据 (3.1) 式中 v 和 G 的定义知, G 也在点 (x0, t0) 处

取得最大值. 对 G 关于 xi 求偏导得

0 = DiG =
Di(wξξ − v′)

wξξ − v′
+ 2αDkuDkiu + βDiΦ, (3.2)

再对 DiG 关于 xj 求偏导得

0 ≥ DijG =
Dij(wξξ − v′)

wξξ − v′
− Di(wξξ − v′)Dj(wξξ − v′)

(wξξ − v′)2

+ 2α(DkiuDkju + DkuDkiju) + βDijΦ.

(3.3)

将算子 Lt 作用到 G 上得

0 ≥LtG = − ∂

∂t
G + F ij(DijG−Dpl

AijDlG)−Dpl
BDlG

=Lt log(wξξ − v′) + αLt|Du|2 + βLtΦ,

(3.4)

其中第一个不等式运用了 (3.2), (3.3) 式和 ∂G
∂t

= 0.
首先将算子 Lt 作用到 log(wξξ − v′) 上得

Lt log(wξξ − v′) = − ∂

∂t
log(wξξ − v′) + F ij(Dij −Dpl

AijDl)[log(wξξ − v′)]

−Dpl
BDl[log(wξξ − v′)]
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= − 1
wξξ − v′

∂

∂t
(wξξ − v′) + F ij 1

wξξ − v′
Dij(wξξ − v′)

−F ij Di(wξξ − v′)Dj(wξξ − v′)
(wξξ − v′)2

− F ijDpl
Aij

Dl(wξξ − v′)
wξξ − v′

−Dpl
B

Dl(wξξ − v′)
(wξξ − v′)

=
1

wξξ − v′
Lt(wξξ − v′)− F ij Di(wξξ − v′)Dj(wξξ − v′)

(wξξ − v′)2
, (3.5)

其中第三个等式运用了算子 Lt(wξξ − v′) 的定义.
接着将算子 Lt 作用到 |Du|2 上得

Lt|Du|2 =− ∂

∂t
(|Du|2) + F ij(Dij −Dpl

AijDl)(|Du|2)−Dpl
BDl(|Du|2)

=− 2Dku
∂Dku

∂t
+ 2F ijDkiuDkju + 2F ijDkuDkiju

− 2F ij(Dpl
Aij)DkuDklu− 2(Dpl

B)DkuDklu

=2DkuLtuk + 2F ijDkiuDkju.

(3.6)

同理, 第三个等式运用了算子 Ltuk 的定义. 将 (3.5), (3.6) 式代入 (3.4) 式得

0 ≥LtG =
1

wξξ − v′
Lt(wξξ − v′)− F ij Di(wξξ − v

′
)Dj(wξξ − v′)

(wξξ − v′)2

+ 2αDkuLtuk + 2αF ijDkiuDkju + βLtΦ.

(3.7)

首先估计 (3.7) 式中的 Lt(wξξ − v′), 将 (1.1) 式沿 ξ 方向求导得

∂uξ

∂t
=F ij [Dijuξ −DξAij −DzAijuξ −Dpl

AijDluξ]−DξB

−DzBuξ −Dpl
BDluξ,

(3.8)

再次对 (3.8) 式沿 ξ 方向求导得

∂uξξ

∂t
=− F ikF jlDξwijDξwkl + F ij(Dijuξξ −DξξAij −DξzAijuξ

−Dξpl
AijDluξ −DzξAijuξ −DzzAiju

2
ξ −Dzpl

AijuξDluξ −DzAijuξξ

−DplξAijDluξ −DplzAijuξDluξ −Dplpk
AijDluξDkuξ

−Dpl
AijDluξξ)−DξξB −DξzBuξ −Dξpl

BDluξ −DzξBuξ −DzzBu2
ξ

−Dzpl
BuξDluξ −DzBuξξ −DplξBDluξ −DplzDluξuξ

−Dplpk
BDluξDkuξ −Dpl

BDluξξ

=− F ikF jlDξwijDξwkl + F ij(Dijuξξ −DξξAij −DzzAiju
2
ξ

−Dpkpl
AijDkuξDluξ −DzAijuξξ −Dpl

AijDluξξ − 2DξzAijuξ

− 2Dξpl
AijDluξ − 2Dzpl

AijuξDluξ)−DξξB −DzzBu2
ξ

−Dplpl
BDluξDluξ − 2DξzBuξ − 2Dξpl

BDluξ

− 2Dzpl
BuξDluξ −DzBuξξ −Dpl

BDluξξ.

(3.9)
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接着将算子 Lt 作用到 uξξ 上得

Ltuξξ =− ∂

∂t
uξξ + F ij(Dijuξξ −Dpl

AijDluξξ)−Dpl
BDluξξ

=F ikF jlDξwijDξwkl + F ijDξξAij + F ij(DzzAij)u2
ξ

+ F ij(Dpkpl
Aij)DkuξDluξ + F ij(DzAij)uξξ + 2F ij(DξzAij)uξ

+ 2F ij(Dξpl
Aij)Dluξ + 2F ij(Dzpl

Aij)(Dluξ)uξ + DξξB + (DzzB)u2
ξ

+ (Dpkpl
B)DkuξDluξ + 2(DξzB)uξ + 2(Dξpl

B)Dluξ

+ 2(Dzpl
B)(Dluξ)uξ + (DzB)uξξ,

(3.10)

其中第二个等式是将 (3.9) 式代入所得. 由 (3.10) 和 (1.4) 式可以得到

Ltuξξ ≥ F ikF jlDξwijDξwkl − C[(1 + wii)J + (wii)2], (3.11)

其中 J = trF ii, C 是依赖于 n,A, B, |u|1,Ω 的常数. 同理可得

|LtAξξ| ≤ C{(1 + wii)J + wii}, (3.12)

|Ltv
′| ≤ C{(1 + wii)J + wii}. (3.13)

结合 (3.11), (3.12), (3.13) 式可得

Lt(wξξ − v′) ≥ F ikF jlDξwijDξwkl − C[(1 + wii)J + (wii)2], (3.14)

其中 C 是依赖于 n,A, B, |u|1,Ω 的常数.
接着估计 F ijDi(wξξ − v′)Dj(wξξ − v′), 由柯西不等式得

F ijDi(wξξ − v′)Dj(wξξ − v′) ≤ (1 + θ)F ijDiwξξDjwξξ + C(θ)F ijDiv
′Djv

′, (3.15)

其中 θ > 0, C(θ) 是依赖于 θ 的正常数. 进一步, 估计 2αDkuLtuk, 将算子 Lt 作用在 uk 上

可得

Ltuk =− ∂

∂t
uk + F ij(Dijuk −DplAijDluk)−Dpl

BDluk

=− F ij [Dijuk −DkAij −DzAijuk −Dpl
AijDluk] + DkB + DzBuk

+ Dpl
BDluk + F ij(Dijuk −DplAijDluk)−Dpl

BDluk

=F ijDkAij + F ijDzAijuk + DkB + DzBuk,

(3.16)

其中第二个等式是将 (1.1) 式关于 xk 求导代入得到的. 则由 (3.16) 和 (2.1) 式得

2αDkuLtuk ≤ Cα(J + 1), (3.17)

其中 C 是依赖于 n,A, B, |u|1,Ω 的常数. 由引理 3.1 得

LtΦ = −β
∂

∂t
Φ + βF ij(DijΦ− βDpl

AijDlΦ)− βDpl
BDlΦ ≥ εJ − C. (3.18)
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合并 (3.14), (3.15), (3.17), (3.18) 式得

0 ≥ LtG ≥ 1
wξξ − v′

F ikF jlDξwijDξwkl − C

wξξ − v′
[(1 + wii)J + w2

ii]

− 1 + θ

(wξξ − v′)2
F ijDiwξξDjwξξ − C(θ)

(wξξ − v′)2
F ijDiv

′Djv
′

+ αwii − Cα(J + 1) + εβJ − βC.

(3.19)

假设 {wij} 在 (x0, t0) 处为对角矩阵函数, 有最大特征值 w11, 且 w11 > 1, 否则结论已
证. 首先估计 (3.19) 式的三阶导数项. 由文献 [11] 中的 (3.48) 式可以得到

F ikF jlDξwijDξwkl − 1
w11

F ijDiwξξDjwξξ ≥ 0. (3.20)

由于 v′ 是有界的, w11, wξξ 是可比较的, 则对任意的 θ > 0, 存在更大的常数 C(θ), 若
w11 > C(θ), 则有

|w11 − wξξ + v′| < θw11. (3.21)

由 (3.20), (3.21) 式可得

F ikF jlDξwijDξwkl ≥ 1− θ

wξξ − v′
F ijDiwξξDjwξξ. (3.22)

由 (3.2) 式中的 DiG = 0 可得

Diwξξ = (wξξ − v′)(2αDkuDkiu + βDiΦ) + Div
′. (3.23)

由 (3.23) 式和柯西不等式可得

F ijDiwξξDjwξξ ≤ 2F ii[|Div
′|2 + (wξξ − v′)2(2αDkuDkiu + βDiΦ)2]

≤ 2F ii|Div
′|2 + C(wξξ − v′)2(α2wii + β2J + αβ),

(3.24)

其中 C 是依赖于 n, a, N, ū, φ, |u|1,Ω 的常数. 结合 (3.19), (3.21), (3.22), (3.24) 式得对
w11 > C(θ), 有

(α− C(1 + α2)θ)wii ≤ C[α + β + αβθ + (θ + α− β + θβ2)J ],

先选择 α, β 足够大, 然后选择 θ 是充分小的正常数, 从而可以得到估计 wii(x0, t0) ≤ C, 其中

C 是依赖于 A,B,Ω, |u|1,Ω 的常数. 从而可以得到 |D2u(x, t)| 对应的估计.
情形二 若 (x0, t0) ∈ ∂Ω× [0, T ], 考虑当 ξ 属于三种不同的方向, 分别来估计 v(x0, t0, ξ).
首先将切算子 δi 作用到 (1.2) 式上可以得到

(Dku)δiνk + νkδi(Dku) = δiϕ, 在 ∂Ω 上,

其中 δi = (δij − τiτj)Dj , 可以得到

Dτνu ≤ C, 在 ∂Ω 上, (3.25)
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其中 τ 为任意的切向量.
(i) ξ 是点 (x0, t0) 处的单位法向量. 首先定义辅助函数 g 如下: g = νkDku− ϕ(x, u).

将算子 Lt 作用到 g 上得

Ltg =− ∂

∂t
g + F ij(Dijg −DplAijDlg)−Dpl

BDlg

=− νkDktu + DzϕDtu + F ij [νkDijku + 2DiνkDjku + DijνkDku

−Dijϕ− 2DizϕDju−DzzuDiuDju−DzϕDiju−Dpl
AijDlνkDku

−Dpl
AijνkDklu + Dpl

AijDlϕ + Dpl
AijDzϕDlu]−Dpl

BDlνkDku

−Dpl
BνkDklu + Dpl

BDlϕ + Dpl
BDzϕDlu.

(3.26)

接下来, 将算子 Lt 作用到 u 上可得

Ltu = − ∂

∂t
u + F ij(Diju−DplAijDlu)−Dpl

BDlu

= − ∂

∂t
u + F ij(wij + Aij −DplAijDlu)−Dpl

BDlu

= − ∂

∂t
u + det

1
n wij + F ijAij − F ijDplAijDlu−Dpl

BDlu

= − ∂

∂t
u +

∂

∂t
u + B + F ijAij − F ijDplAijDlu−Dpl

BDlu

= B + F ijAij − F ijDplAijDlu−Dpl
BDlu.

(3.27)

将 (3.16), (3.27) 式代入 (3.26) 式可得

Ltg =νkLtuk −DzϕLtu + F ij(2DiνkDjku + DijνkDku−Dijϕ− 2ϕziDju

−DzzϕDiuDju−Dpl
AijDlνkDku + Dpl

AijDlϕ)−Dpl
BDlνkDku

+ Dpl
BDlϕ.

(3.28)

由 (3.16), (3.27)和 (3.28)式可得 |Ltg| ≤ C(1 + J + |D2u|),其中 C是依赖于 Ω, A, B, ϕ, |u|1,Ω

的常数. 又因为 1 ≤ Cwii, (wii)
1

n−1 ≤ Cwii, 所以

|Ltg| ≤ C(1 + |D2u|n−2
n−1 )J . (3.29)

又由于 φ 是 A - 凸区域的定义函数, 由 (1.9) 式可得

Ltφ ≥ δ1J . (3.30)

结合 (3.29), (3.30) 式, 并选取 −φ 为闸函数, 由 Hopf 引理的证明可以得到

Dνg ≤ C(1 + M
n−2
n−1
2 ), 在 ∂Ω 上, (3.31)

其中 M2 = sup
Ω̄

|D2u|. 计算 Dννu 可得

Dννu = Dνg + νiDzϕDiu + νiDiϕ− νiDiνkDku. (3.32)
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结合 (3.31), (3.32) 式可以得到

Dννu ≤ C(1 + M2)
n−2
n−1 , 在 ∂Ω 上. (3.33)

则由 (3.33) 式可得

v(x0, t0, ξ) = v(x0, t0, ν) ≤ C(1 + M2)
n−2
n−1 , 在 ∂Ω 上. (3.34)

(ii) ξ 是点 (x0, t0) 处的非切非法向量. 单位向量 ξ 可以被写成 ξ = (ξ · τ)τ + (ξ · ν)ν, 且
τ · ν = 0, (ξ · τ)2 + (ξ · ν)2 = 1. 由 v′ 的定义可得

wξξ = (ξ · τ)2wττ + (ξ · ν)2wνν + 2(ξ · τ)(ξ · ν)wτν

= (ξ · τ)2wττ + (ξ · ν)2wνν + v′(x, ξ),
(3.35)

由 v 的定义得

v(x0, t0, ξ) = eα|Du|2+βΦ(wξξ − v′(x, ξ))

= eα|Du|2+βΦ((ξ · τ)2wττ + (ξ · ν)2wνν + v′(x, ξ)− v′(x, ξ))

= (ξ · τ)2v(x0, t0, τ) + (ξ · ν)2v(x0, t0, ν)

≤ (ξ · τ)2v(x0, t0, ξ) + (ξ · v)2v(x0, t0, ν),

(3.36)

其中第二个等式是将 (3.35) 式代入所得, 第四个不等式是由 v 在点 (x0, t0) 和向量 ξ 处取得

最大值所得. 再结合 (3.34), (3.36) 式得

v(x0, t0, ξ) ≤ v(x0, t0, ν) ≤ C(1 + M2)
n−2
n−1 , 在 ∂Ω 上.

(iii) ξ 是点 (x0, t0)处的切向量,则 (ξ ·ν) = 0,由 v′ 的定义知 v′(x0, t0, ξ) = 0. 假设在点
(x0, t0) 的法向量为 ν = (0, · · · , 0, 1), wij(x0, t0) 是对角阵, 且有最大特征值 w11(x0, t0) > 1,
否则结论已证. 计算 DνΦ 可得

DνΦ = Dν(eN(ũ−u)) = NeN(ū−u−aφ)Dν(ū− u− aφ)

= NeN(ū−u−aφ)[ϕ(x, ū)− ϕ(x, u) + a] ≥ aN,
(3.37)

其中第三个等式运用了 Dνφ = −1, 第四个不等式运用 (1.7) 式. 在计算 Dνv 之前不妨设

Dku > 0 , 否则取 |Dku + C|2, 其中 C = max
Ω̄
|Du|. 接着计算 Dνv 可得

0 ≥Dνv = Dν [eα|Du|2+βΦ(wξξ − v′)]

≥eα|Du|2+βΦ{[βDνΦ + 2αDku(Dkϕ + DzϕDku−DiuDkνi)]wξξ

+ Dνuξξ −Dν(Aξξ + v′)}
≥eα|Du|2+βΦ{(βc0 − 2αM)wξξ + Dνuξξ −Dν(Aξξ + v′)},

(3.38)

其中第二个不等式利用了 v′(x0, t0, ξ) = 0, 由 (3.37) 式可得 c0 = aN ,

M = max
x∈∂Ω

|Dku(Dkϕ + DzϕDku−DiuDkνi)|.
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由 (3.38) 式可得
Dνuξξ ≤ −(βc0 − 2αM)wξξ + Dν(Aξξ + v′). (3.39)

另外, 对 (1.2) 式沿切向求二阶导得

(Dku)δiδjνk + (δiDku)δjνk + (δjDku)δiνk + νkδiδjDku = δiδjϕ, 在 ∂Ω 上.

在点 (x0, t0) 处对切向量 ξ, 有

Dνuξξ ≥ DzϕDijuξiξj − 2(δiνk)Djkuξiξj + (δiνj)ξiξjDννu− C

≥ DzϕDijuξiξj − 2(δiνk)Djkuξiξj − C(1 + M2)
n−2
n−1

≥ Dzϕwξξ − 2(δiνk)Djkuξiξj − C(1 + M2)
n−2
n−1 ,

(3.40)

第二个不等式由 (3.33) 式得到. 结合 (3.39), (3.40) 式可以得到

(βc0 − 2αM + Dzϕ)wξξ ≤ 2(δiνk)Djkuξiξj + Dν(Aξξ + v′) + C(1 + M2)
n−2
n−1 . (3.41)

观察 (3.41) 式右边的第一项的二阶导数项, 由 (3.25) 式可以得到在点 (x0, t0) 的估计

(βc0 − 2αM + Dzϕ)wξξ ≤ C(wξξ + |DDνu|) + C(1 + M2)
n−2
n−1

≤ Cwξξ + C(1 + M2)
n−2
n−1 ,

取 β 满足 β ≥ 2
c0

[2αM − inf Dzϕ + C], 从而可以得到 wξξ ≤ C(1 + M2)
n−2
n−1 , 故可以得到

v(x0, t0, ξ) ≤ C(1 + M2)
n−2
n−1 , 其中 C 是依赖于 n,A, a,N, ϕ, |u|1,Ω 的常数.

从上面 (i), (ii), (iii) 三种情况得, 若 v 在边界点 (x0, t0) 处取得 Ω̄ × [0, T ] 上的最大值,
则 v(x0, t0, ξ) 在 Ω̄× [0, T ] 上是有界的, 从而 Dξξu(x0, ξ) 在 Ω̄× [0, T ] 上是有界的.
综合以上两种情形, 运用柯西不等式可以得到 sup

Ω̄×[0,T ]

|D2u| ≤ C, 其中 C 是依赖于

n,A, B, ϕ, u0, ū, |u|1,Ω 的常数.
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THE CAUCHY-NEUMANN PROBLEM FOR PARABOLIC TYPE

AND MONGE-AMPÈRE TYPE EQUATIONS

XIANG Ni, WU Yan, DOU Nan, ZHANG Jun-wei
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Abstract: In this paper, we study the Cauchy-Neumann problem for parabolic type and

Monge-Ampère type equations. By establishing an anxiliary function, using the methods of the

properity at the maximum point and cauchy inequality, we prove the global gradient estimates for

second order derivatives. And by using the general theory of parabolic equations, we obtain that

such solution exists for all times under smoothness and regularity conditions, which generalizes

the results of parabolic type and Monge-Ampère type equations.

Keywords: parabolic type and Monge-Ampère type equation; Cauchy-Neumann problem;

a priori estimate; gradient estimate
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