
Vol. 37 ( 2017 )
No. 6

数 学 杂 志
J. of Math. (PRC)

对偶锥映像上的问题
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摘要: 本文研究了对偶锥映像上的一些非线性问题. 利用拓扑度理论和半序的方法, 获得了对

偶锥映像的锐角原理, Debrunner-Flor 不等式和不动点定理的结果. 推广了一般单调映像的锐角原理

和 Debrunner-Flor 不等式的一些结果.
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1 引言

近年来, 非线性泛函分析在各个方面得到广泛的应用, 尤其在处理非线性积分方程方面
所用的方法起到了不可忽视作用, 在国内外也有不少学者研究这个课题. 在郭大均 [1] 一书中

介绍对偶映像的单调性、半连续性、次连续性等; Deimling[2] 也介绍一些很好的结果. 本文主
要针对这些性质的一些问题在对偶锥映像上进行研究, 在对偶映像上成立的问题, 在对偶锥
映像上不一定成立, 当然我们更希望可以把对偶映像的大部分性质搬到对偶锥映像上来.
本文总假设 E 是实 Banach 空间, E∗ 表示其对偶空间, 本文中的⇀ 表示弱收敛, ⇁ 表

示弱 * 收敛.
定义 1.1 [1] 如果 P ⊂ E 是非空凸闭集, 并且满足下面两个条件
(1) x ∈ P, λ ≥ 0, 则 λx ∈ P ;
(2) P

⋂
(−P ) = {0}.

则称 P 是 E 的一个锥.
用 P 0 表示 P 的内点集, 如果 P 0 非空, 则称 P 是 E 的一个体锥. 如果任意的 x ∈ E 都

可以表示成 x = y − z 的形式, 其中 y ∈ P, z ∈ P , 则称锥 P 是再生的. 易知 P 是 E 的一

个体锥, 则 P 是再生的. 给定 E 的一个锥 P 后, 则可在 E 中的元素引入半序: x ≤ y, 其中

x, y ∈ E, 如果 y − x ∈ P.

例 1 设 E = Lp(Ω), p ≥ 1, 0 < mes(Ω) < +∞. 令 P = {ϕ : ϕ ∈ Lp(Ω), ϕ(x) ≥ 0}, 显然
P 是 Lp(Ω) 的一个锥, 但不是体锥.
定义 1.2 [2] 设 E 是实 Banach 空间, P ⊂ E, 则 P ∗ = {x∗ ∈ E∗ : x∗(x) ≥ 0,∀x ∈ P}, 则

称 P ∗ 为 P 的对偶锥.
令 A : P → P ∗, 称 A 是对偶锥映像. 很显然, 对偶锥映像只是对偶映像 T : E → E∗ 的

一种特殊情况. 不难知道对偶锥可能不是对偶空间上的一个锥. 易知 P 是再生锥, 可得 P ∗ 是

一个锥. 事实上, 只需验证 P ∗⋂
(−P ∗) = {0∗} 即可, 其中 0∗ 表示零元素.
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例 2 设 E = R2, P = {(x, y) : x ≥ 0, y = 0}, 则 P ∗ = {(u, v) : u ≥ 0, v ∈ R} 不是
E∗ = R2 的一个锥, 但它是 P 的对偶锥.
定义 1.3 [1] 设 E 是实 Banach 空间, P ⊂ E 是一个锥, P ∗ 为 P 的对偶锥, 若映像

A : P → P ∗,
(1) 设 x0 ∈ P ,A 在 x0 处次连续, 是指若 xn ∈ P, xn → x0, 则 Axn ⇀ Ax0. 若 A 在 P 中

每一点都次连续, 则称 A 在锥 P 上次连续.
(2) 设 x0 ∈ P ,A 在 x0 处半连续, 是指若 h ∈ E, xn ∈ P, tn > 0, x0 + tnh ∈ P, tn → 0+,

则 Axn ⇁ Ax0. 若 A 在 P 中每一点都半连续, 则称 A 在锥 P 上半连续.
显然, A 在 x0 处次连续⇒ A 在 x0 处半连续. 反之不成立.
定义 1.4 [1] (1) 设 E 是实 Banach 空间, P ⊂ E 是一个锥, P ∗ 为 P 的对偶锥, 若映像

A : P → P ∗, 若 A 称为在 P 上单调, 是指 (Ax−Ay, x− y) ≥ 0,∀x, y ∈ P .
(2) 若 A 称为在 P 上极大单调, 是指 (Ax− f, x− y) ≥ 0,∀x ∈ P⇒ y ∈ P, f(y) ∈ P ∗.
多值映像 A : P → 2P∗ 叫做单调的, 如果它的图像 G(A) = {[x, y] : x ∈ P, y = Ax} 是

P × P ∗ 中的单调集. A : P → 2P∗ 叫做极大单调的, 如果它的图像 G(A) 是 P × P ∗ 中的极

大单调集.
定义 1.5 [3] 设 E 是实 Banach 空间, P 是一个锥, 对 x, y ∈ P\{0}, 令

M(
x

y
) = inf{α : x ≤ αy},m(

x

y
) = sup{β : βx ≤ y}, (1.1)

其中 inf(∅) = +∞, sup(∅) = −∞. 易知对上述非空集合有关系式 0 ≤ m(x
y
) ≤ M(x

y
).

现在给 Hibert 投影距离的定义

ρ(x, y) = ln{
M(x

y
)

m(x
y
)
}. (1.2)

定义 1.6 设 E 是实 Banach 空间, P ⊂ E 是一个体锥, P ∗ 是一个锥, 若映像 A : P 0 →
P ∗\{0∗},∀xn, x0 ∈ P 0, n = 1, 2, · · · , ρ(xn, x0) → 0, 则 ρ(Axn, Ax0) → 0, 称 A 在 x0 处

Hilbert 投影距离连续.
定理 1.1 [1] 设 E 是自反实 Banach 空间, 映像 T : E → E∗ 半连续、单调. 又设对于某

个 r > 0, 有
(Tx, x) ≥ 0,∀x ∈ ∂(Ωr), (1.3)

其中 Ωr = {x : x ∈ E, ‖x‖ < r}, 那么方程 Tx = 0∗ 在 Ωr 中必有解.
定理 1.2 [1] 设 E 是实 Banach 空间, K 是 E 中紧凸集, G ⊂ K × E∗ 且 G 是单调集.

又设 T : K → E∗ 是连续映像, h ∈ E∗. 于是, 必有 u ∈ K 存在, 使得

(f + Tu− h, x− u) ≥ 0,∀[x, f ] ∈ G (1.4)

2 主要结果

引理 2.1 设 E 是自反实 Banach 空间, P ⊂ E 是一个体锥, P ∗ 为 P 的对偶锥, 若映像
A : P → P ∗ 单调的, 那么 A 在 x0 ∈ P 0 半连续且局部有界⇒ A 在 x0 处次连续.
参考文献 [1, 2] 共轭映像上类似的证明方法就可得到引理 2.1.
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引理 2.2 [4] 设 E 是赋范线性空间, X 是 E 的凸子集, 若X 是闭的当且仅当它是弱闭的.
下面定理是对定理 1.1 推广到对偶锥映射上.
定理 2.1 设 E 是自反实 Banach 空间, P ∗ 为 P 的对偶锥, 若映像 A : P → P ∗ 次连续、

单调. 设任意 r > 0, 使得 Ωr = {x ∈ E : ‖x‖ < r}⋂
P 6= ∅, 则 Ax = 0∗ 在 Ωr 有解.

证 由引理 2.2 可知 Ωr 有界弱闭集, 对任意的 x ∈ P , 令

Fx = {y : y ∈ Ωr, (Ax, x− y) ≥ 0},

很显然 Fx 是弱闭集, Fx ⊂ Ωr, 任取 x1, x2, x3, · · · , xm ∈ P , 则
m⋂

i=1

Fxi
6= ∅. 事实上, 不妨令

E0 = conv{x1, x2, · · · , xm}, F0 = span{x1, x2, · · · , xm}.

易知 E0 是至多m 维向量闭子空间 F0 的闭凸子集, 定义映像 T : E0 → F0, 其中

Tx = (Ax, x1)x1 + (Ax, x2)x2 + · · ·+ (Ax, xm)xm,∀x ∈ E0. (2.1)

由于假设可知 A 是 E0 上次连续, 从而可得 T : E0 → F0 是连续的, 令

Ωr,0 = E0

⋂
Ωr = {x ∈ E0 : ‖x‖ < r}.

现在先证明Tx = 0在Ωr,0中必有解,若 0 6∈ Tx, ∀x ∈ Ωr,0 ,则由Brouwer度 deg(T, Ωr,0, 0) =
0, 但 deg(I,Ωr,0, 0) = 1, 其中 I 为恒等映射. 因此 A 与 I 在 Ωr,0 不同伦, 从而存在
x0 ∈ ∂Ωr,0,0 < t0 < 1, 使得 t0Tx0 + (1− t0)x0 = 0, 即 Tx0 = −s0x0, s0 = 1−t0

t0
> 0, 则有

(Ax0, x1)x1 + (Ax0, x2)x2 + · · ·+ (Ax0, xm)xm = −s0x0, (2.2)

在式子 (2.2) 两端左边同时作用 Ax0 得到

(Ax0, x1)2 + (Ax0, x2)2 + · · ·+ (Ax0, xm)2 = −s0(Ax0, x0), (2.3)

由于 (Ax0, x0) ≥ 0, 因为 x0 ∈ ∂Ωr,0 ⊂ P , 故 (Ax0, xi) = 0, i = 1, 2, · · · ,m, 由 (2.2) 式可以
知道 x0 = 0, 这与 x0 ∈ ∂Ωr,0 矛盾. 这就得出了 Tx = 0 在 Ωr,0 中有解 x̄, 即

(Ax̄, x1)x1 + (Ax̄, x2)x2 + · · ·+ (Ax̄, xm)xm = 0, (2.4)

由于对偶锥的性质和 xi ≥ 0, 从而可以得到 (Ax̄, xi) = 0, i = 1, 2, · · · ,m, 现任取 x ∈ E0, 那

么有 x =
m∑

j=1

αjxj , 其中
m∑

j=1

αj = 1, α ≥ 0, j = 1, 2, · · · ,m, 则 (Ax̄, x) = 0, 又 x̄ ∈ E0, 从而

(Ax̄, x̄) = 0 此时注意到 A 的单调性

(Axi, xi − x̄) = (Axi −Ax̄, xi − x̄) ≥ 0, i = 1, 2, · · · ,m, (2.5)

所以 x̄ ∈
m⋂

i=1

Fxi
6= ∅. 因E是自反的,故

⋂
x∈P

Fx 6= ∅. 设 y ∈ ⋂
x∈P

Fx,则有 y ∈ Ωr, (Ax, x−y) ≥
0,∀x ∈ P . 又 A 的次连续性, 从而可知半连续, ∀h ∈ E, 取 x = y + th ∈ P, t > 0 得

(A(y + th), h) ≥ 0, (2.6)
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令 t → 0+, 可得
(Ay, h) ≥ 0,∀h ∈ E, (2.7)

故 Ay = 0∗.
推论 2.1 设 E 是自反实 Banach 空间, P ⊂ E 是一个体锥, P ∗ 为 P 的对偶锥, 若映

像 A : P → P ∗ 半连续、单调的, ∂P 是连续的, 在 P 0 处局部有界. 设任意 r > 0, 使得
Ωr = {x ∈ E : ‖x‖ < r}⋂

P 6= ∅, 则 Ax = 0∗ 在 Ωr 有解.
证 由引理 2.2 可知 Ωr 有界弱闭集, 对任意的 x ∈ P , 令

Fx = {y : y ∈ Ωr, (Ax, x− y) ≥ 0}.

很显然 Fx 是弱闭集, Fx ⊂ Ωr. 任取 x1, x2, x3, · · · , xm ∈ P , 要证
m⋂

i=1

Fxi
6= ∅. 令

E0 = conv{x1, x2, · · · , xm}.

定义 Tx = (Ax, x1)x1 + (Ax, x2)x2 + · · ·+ (Ax, xm)xm, x ∈ E0, 由于 A 在 P 0 处半连续且局

部有界, 由引理 2.1 可知 A 在 P 0 是次连续, 又 A 在 ∂P 是连续的, 从而可知 T 在 E0 上连

续. 接下来按照定理 2.1 证明即可.
注 1 定理 2.1 和推论 2.1 是单调映像锐角原理的推广.
下面来讨论一下著名的 Debrunner-Flor 不等式.
定理 2.2 设E 是实Banach空间, P 是E 的一个体锥, K 是 P 中紧凸子集, G ⊂ K×P ∗

且 G 是单调集. 又设 T : K → P ∗ 是连续对偶锥映像, h ∈ P ∗. 于是, 必有 u ∈ K 存在, 使得

(f + Tu− h, x− u) ≥ 0,∀[x, f ] ∈ G. (2.8)

证 参考文献 [1] 的类似证明方法即可.
此外还有有限维空间的 Debrunner-Flor 不等式和一般空间的 Debrunner-Flor 不等式在

对偶锥映像上是否成立, 本文不再谈论, 有兴趣的读者可以自行验证.
定理 2.3 设 E 是实 Banach 空间, P ⊂ E 是一个锥, P ∗ 为 P 的对偶锥, 且 P ∗ 是一个

锥, 若映像 A : P → P ∗ 是增算子, 对任意的 x, y ∈ P, y − x ∈ P , 则 (Ax−Ay, x− y) ≥ 0.
证 ∀x, y ∈ P, y − x ∈ P , 则有 x ≤ y, 又由于 A 是增算子, 那么 Ax ≤ Ay, 根据 P ∗ 是一

个锥, 就有 Ay −Ax ∈ P ∗, 则 (Ax−Ay, x− y) ≥ 0.

定理 2.4 设 E 是实 Banach 空间, P 是 E 的一个锥, 若 A : P → P ∗ 半连续、单调, 则
T 必是极大单调.
证 证明方法与文献 [2] 类似.
引理 2.3 [3] 设 E 是实 Banach 空间, P ⊂ E 是一个体锥, 对 x, y ∈ P 0, ρ(x, y) 是 P 0 上

的一个拟距离, 即满足
(1)x ∈ P 0 ⇒ ρ(x, x) = 0,

(2)x, y ∈ P 0 ⇒ ρ(x, y) = ρ(y, x),
(3)x, y, z ∈ P 0 ⇒ ρ(x, y) ≤ ρ(x, z) + ρ(y, z).

另外易知

(4)x, y ∈ P 0, α > 0, β > 0 ⇒ ρ(αx, βy) = ρ(x, y),
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(5)ρ(x, y) = 0 ⇔ x = αy, 其中 α > 0.
令 P1 = P 0

⋂{x : x ∈ E, ‖x‖ = 1}, 于是由 (5) 知 (P1, ρ) 是一个距离空间.
(6) 设范数关于单调的 (即 0 ≤ x ≤ y ⇒ ‖x‖ ≤ ‖y‖), 则 (P1, ρ) 是完备的距离空间.
当 P ∗ 是体锥时也有上面类似结果.
注 2 若 P 是一个体锥, A : P1 → P ∗

1 其中 P ∗
1 = P 0∗

⋂{f : f ∈ E∗, ‖f‖ = 1}, P 0∗ 表示

锥 P ∗ 的内点集且非空, 一般会认为利用完备的度量空间和 Banach 压缩映像原理可以得出
A 有不动点, 这种想法显然不对, 因为 A 是将 P1 中元素映射成共轭空间上的泛函, 不是 P1

本身的元素, 若 E 是 Hilbert 空间, 则上述的想法是对的, 因为每个 Hilbert 空间的泛函就是
它本身, 一般情况下, 我们比较感兴趣的是 Banach 空间上的性质, 以致下面定理为了得到不
动点, 引入了线性算子作用在共轭空间上.
定理 2.5 设 E 是实 Banach 空间, P ⊂ E 是一个体锥, 设范数关于 P 单调的, P ∗ 是一

个体锥, A : P 0 → P 0∗ 是正增 p 齐次的, 0 < p < 1, j : P ∗ → P 0 是增的线性算子, 则 jA 在

P 0 中必有唯一的不动点.
证 假定 0 < p < 1, 由m(

x

y
)y ≤ x ≤ M(

x

y
)y 和 A 的增正 p 齐次性知

[m(
x

y
)]pAy ≤ Ax ≤ [M(

x

y
)]pAy, (2.9)

由于 j 是增线性算子

[m(
x

y
)]pjAy ≤ jAx ≤ [M(

x

y
)]pjAy, (2.10)

那么

M(
jA(x)
jA(y)

) ≤ [M(
x

y
)]p,m(

jA(x)
jA(y)

) ≥ [m(
x

y
)]p, (2.11)

根据 Hilbert 投影距离的定义知

ρ(jA(x), jA(y)) = ln{
M( jA(x)

jA(y)
)

m( jA(x)
jA(y)

)
} ≤ p ln{

M(x
y
)

m(x
y
)
} = pρ(x, y). (2.12)

定义 j1A(x) =
jA(x)
‖jA(x)‖ , 则 j1A : P1 → P1, 利用引理 2.4, 可知 (P1, ρ) 是完备的距离空间,

由 Banach 压缩映像原理, 那么 j1A 在 P1 中有唯一不动点. 设其为 x0, 则 j1A(x0) = x0. 令
x1 = ‖jA(x0)‖ 1

1−p x0, 则

A(x1) = ‖jA(x0)‖
p

1−p A(x0); (2.13)

jA(x1) = ‖jA(x0)‖
p

1−p jA(x0) = ‖jA(x0)‖
p

1−p +1j1A(x0) = ‖jA(x0)‖ 1
1−p x0 = x1. (2.14)

故 jA 在 P 0 中有不动点 x1. 现在证明它的不动点是唯一的, 假设它还有另一个不动点
x2, jA(x2) = x2, 因

ρ(x1, x2) = ρ(jAx1, jAx2) ≤ pρ(x1, x2) ⇒ ρ(x1, x2) = 0,

可知

x1 = tx2, t > 0, x1 = jA(x1) = jA(tx2) = tpjA(x2) = tpx2,
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则可以推出 t = 1, 即是 x1 = x2.
注 3 在这里取 P = P ∗, 此时在这里的线性增算子定义 j = I 为恒等算子, 此时只需要讨

论 A : P 0 → P 0, 这个结果在文献 [1] 中可以查阅.
若应用注 3 里面的条件, 就会有下面例子的成立.

例 3 设非线性积分方程 ϕ(x) =
∫

G

f(x, y)[ϕ(y)]pdy, 其中 0 < p < 1, f(x, y) 在 G × G

非负连续且

∫

G

f(x, y)dy > 0, G 表示 Rn 中某有界闭区域, 那么非线性积分方程在 G 上具有

唯一的恒正连续解.
当知道 P 和 P ∗ 是一个体锥, 假设 A : P1 → P ∗

1 是 p 正齐次的, 0 < p < 1, 并且是增的,
得出 A 在 P1 上是一个 Hilbert 投影距离连续算子.
事实上, 假定 0 < p < 1, ∀x, y ∈ P1, 由m(

x

y
)y ≤ x ≤ M(

x

y
)y, A 的增正 p 齐次性知

[m(
x

y
)]pAy ≤ Ax ≤ [M(

x

y
)]pAy,

则

M∗(
A(x)
A(y)

) ≤ [M(
x

y
)]p,m∗(

A(x)
A(y)

) ≥ [m(
x

y
)]p,

ρ(A(x), A(y)) = ln{
M∗(A(x)

A(y)
)

m∗(A(x)
A(y)

)
} ≤ p ln{

M(x
y
)

m(x
y
)
} = pρ(x, y). (2.15)

若 ∀x, y ∈ P1, ρ(x, y) → 0, 则 ρ(Ax,Ay) → 0, 即是 A 在 P1 上 Hilbert 投影距离连续. 显然
Hilbert 投影距离连续并不能推出依范数连续.
首先思考当 Hilbert 投影距离连续时要满足什么条件就可推出依范数连续, 反之也是否

能成立, 下面定理就是所要讨论的结果.
定理 2.6 设 E 是实 Banach 空间, P 和 P ∗ 是一个体锥, 范数分别关于 P 和 P ∗ 单调的,

映像 A : P1 → P ∗
1 , 若 A 在 P1 上 Hilbert 投影距离连续, 则它是依范数连续.

证 任意取 xn, x0 ∈ P1, 使得 lim
n→∞

‖xn− x0‖ = 0. 又因m(
xn

x0

)x0 ≤ xn ≤ M(
xn

x0

)x0, 由于

范数关于 P 单调的, 则
m(

xn

x0

)‖x0‖ ≤ ‖x0‖ ≤ M(
xn

x0

)‖x0‖, (2.16)

即是

m(
xn

x0

) ≤ 1 ≤ M(
xn

x0

), (2.17)

又 lim
n→∞

‖xn − x0‖ = 0. 故M(
xn

x0

) 是有界的. 即 ∃a > 0 使得M(
xn

x0

) ≤ a, 那么

m(
xn

x0

) ≤ 1 ≤ M(
xn

x0

) ≤ a.

由 Bolzano-Weierstrass 定理知M(
xn

x0

),m(
xn

x0

) 有收敛子列, 任给 ε > 0, 取 0 < ε0 < 1, 使得

ln
1 + ε0

1− ε0

< ε, 于是存在 N1 > 0, 使得对任意的 nj > N1, 恒有 1 − ε0 < m(
xnj

x0

) ≤ 1, 存在
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N2 > 0, 使得对任意的 nj > N2, 恒有 1 < M(
xnj

x0

) ≤ 1 + ε0, 取 N = max{N1, N2}, 对任意
的 nj > N , 有

1− ε0 < m(
xnj

x0

) ≤ 1, 1 < M(
xnj

x0

) ≤ 1 + ε0, (2.18)

故当 n > N 时, 恒有

ρ(xn, x0) = ln{M(xn

x0
)

m(xn

x0
)
} ≤ ln

1 + ε0

1− ε0

. (2.19)

由任意的 ε, 可以知道 lim
n→∞

ρ(xn, x0) = 0. 由假设映像 A : P1 → P ∗
1 是 Hilbert 投影距离连

续, 对上面的 ρ(xn, x0) → 0, 则 ρ(Axn, Ax0) → 0. 当 ρ(Axn, Ax0) → 0 ⇒ M∗(Axn

Ax0
)

m∗(Axn

Ax0
)
→ 1. 若

对 Axn, Ax0 ∈ P ∗
1 , 有m∗(

Axn

Ax0

)Ax0 ≤ Axn ≤ M∗(
Axn

Ax0

)Ax0, 由于范数关于 P ∗ 单调的, 则

m∗(
Axn

Ax0

) ≤ 1 ≤ M∗(
Axn

Ax0

). (2.20)

那么

M∗(
Axn

Ax0

) → 1,m∗(
Axn

Ax0

) → 1, 0 ≤ Axn −m∗(
Axn

Ax0

)Ax0 ≤ [M∗(
Axn

Ax0

)−m∗(
Axn

Ax0

)]Ax0.

故

‖Axn −Ax0‖ = ‖Axn −m∗(
Axn

Ax0

)Ax0‖+ ‖m∗(
Axn

Ax0

)Ax0 −Ax0‖

≤ [M∗(
Axn

Ax0

)−m∗(
Axn

Ax0

)]‖Ax0‖+ [1−m∗(
Axn

Ax0

)]‖Ax0‖

= [M∗(
Axn

Ax0

)−m∗(
Axn

Ax0

)] + [1−m∗(
Axn

Ax0

)] → 0 (n →∞),

(2.21)

故 A 在 P1 上依范数连续.
定理 2.7 设 E 是实 Banach 空间, P 和 P ∗ 是一个体锥, 范数分别关于 P 和 P ∗ 单调的,

映像 A : P1 → P ∗
1 , 若 A 在 P1 上是依范数连续, 则它是 Hilbert 投影距离连续.

证 若对取 xn, x0 ∈ P1 使得 ρ(xn, x0) → 0,根据定理 2.6的证明可以知道 ‖xn−x0‖ → 0,
由假设 A : P1 → P ∗

1 是依范数连续, 故 ‖Axn − Ax0‖ → 0, 接下来同样按定理 2.6 类似证明
可以得出 ρ(Axn, Ax0) → 0.
注 4 由定理 2.6, 定理 2.7 可以知道当 P 和 P ∗ 是一个体锥, 范数关于 P 和 P ∗ 单调时,

可以得出映像 A : P1 → P ∗
1 是 Hilbert 投影距离连续与依范数连续等价.
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Abstract: In this paper, we study some nonlinear problems of dual cone mapping. By

using topological degree theory and partial order methods, we get the results of the acute angle

principle, Debrunner-Flor inequality and fixed point theorem for dual cone mapping. Some results

in the document are improved and extended.
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