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摘要: 本文研究了奇异积分方程在反边值问题中的应用问题. 利用圆周上的自然积分方程及其

反演公式, 把 Laplace 方程的边值反问题转化为一对超奇异积分方程和弱奇异积分方程的组合, 通过

选取三角插值近似奇异积分的计算并构造相应的配置格式, 并使用 Tikhonov 正则化方法求解所得到

的线性方程组. 数值实验表明了该方法的有效性.
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1 引言

考虑二维平面圆形区域 Ω 上的 Laplace 方程的边值反问题




−∆u = 0 in Ω,

u = u0 on Γ0,

un = g0 on Γ0,

(1.1)

其中 un =
∂u

∂n
是 Ω的边界 Γ上的外法向导数, u0, g0 是 Γ0 上的已知函数, Γ = Γ0

⋃
Γ1, 并且

Γ0

⋂
Γ1 = ∅. 当 u 和 un 分别满足周期性条件

∫

Γ

u(s)ds = 0 和相容性条件
∫

Γ

un(x)dx = 0

时, 要确定边界 Γ1 上的未知信息, 即 u 和 un 在部分边界 Γ1 上的值.
Laplace 方程的边值反问题也称为 Cauchy 问题, 这类问题在工程技术如: 地质勘探、卫

星测量、空间遥感、目标识别以及医学成像等领域有着深刻的应用背景. 根据已有的关于解
的信息反演初值或边界条件通常是很困难的, 目前理论上还没有统一的方法, 因此偏微分方
程的反问题研究具有很大的挑战.
问题 1.1 已经被证明了是严重不适定问题, 即初值的任意很小的改变都会引起解的巨大

改变. Belgacem [1] 对 Cauchy 问题的严重不适定性进行了理论分析; Calderón 和 Engl [2, 3]

研究了 Cauchy 问题弱解的存在性与唯一性; 文献 [4] 证明 Cauchy 问题是条件稳定的, 即
在一个附加的有界条件下, 问题的解连续依赖初始数据. 关于 Laplace 方程边值反问题的数
值方法目前已经有了一些成果 [5–7], 其中 Li [7] 利用圆周上 Hilbert 变换的特殊性质构造了
Laplace 方程边值反问题的积分方程解法. 本文主要研究奇异积分在偏微分方程边值反问题
中的应用, 构造求解这类问题的一种新的数值方法, 并用数值实验验证方法的有效性.
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2 边值反问题的数值方法

设 u0 = u|Γ0 和 g0 = un|Γ0 是部分边界 Γ0 上的已知函数, u1 = u|Γ1 和 g1 = un|Γ1

是部分边界 Γ1 上的待定函数, u 和 un 分别满足周期性条件

∫

Γ

u(s)ds = 0 和相容性条件
∫

Γ

un(x)dx = 0. 根据自然边界归化原理 [8] 可知, 单位圆内区域 Ω 上的调和方程满足自然积

分方程

un(x) = − 1
4π

=
∫ 2π

0

u(s)

sin2 x− s

2

ds, x ∈ [0, 2π], (2.1)

其反演公式

u(s) = − 1
π

∫ 2π

0

ln
∣∣∣2 sin

x− s

2

∣∣∣un(x)dx, s ∈ [0, 2π] (2.2)

是一个弱奇异积分方程. 由方程 (2.1) 和 (2.2) 可得

− 1
4π

∫

Γ1

u1(s)

sin2 x− s

2

ds = g0(x) +
1
4π

=
∫

Γ0

u0(s)

sin2 x− s

2

ds, x ∈ Γ0 (2.3)

和

− 1
π

∫

Γ1

ln
∣∣∣2 sin

x− s

2

∣∣∣ g1(x)dx = u0(s) +
1
π

∫

Γ0

ln
∣∣∣2 sin

x− s

2

∣∣∣ g0(x)dx, s ∈ Γ0. (2.4)

2.1 奇异积分的数值方法

考虑超奇异积分

Kϕ(β) = − 1
4π

=
∫ 2π

0

ϕ(θ)

sin2 θ − β

2

dθ (2.5)

和弱奇异积分

Nϕ(β) = − 1
π

∫ 2π

0

ln
[
2 sin

θ − β

2

]
ϕ(θ)dθ, (2.6)

其中 ϕ(θ) 是以 2π 为周期的函数. 对于任意的周期函数 ϕ(θ), 其 n 阶三角多项式插值可定义

为

ϕn(θ) =
1

2n + 1

2n∑
k=0

ϕ(θk)[1 + 2
n∑

m=1

cos(θ − θk)], (2.7)

用 ϕn(θ) 分别替换 (2.5) 和 (2.6) 式中的 ϕ(θ), 得到超奇异和弱奇异积分的计算公式分别为

Knϕ(β) = − 1
4π

=
∫ 2π

0

ϕn(θ)

sin2 θ − β

2

dθ =
2n∑

k=0

ωk(β)ϕ(θk) (2.8)

和

Nnϕ(β) = − 1
π

∫ 2π

0

ln
[
2 sin

θ − β

2

]
ϕn(θ)dθ =

2n∑
k=0

ω′k(β)ϕ(θk), (2.9)
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其中

ωk(β) =
2

2n + 1

n∑
m=1

1
m

cos m(β − θk), (2.10)

ω′k(β) =
2

2n + 1

n∑
m=1

m cos m(β − θk). (2.11)

当 ϕ(θ) 足够光滑时, 公式 (2.8) 和 (2.9) 是非常精确的, 有关它们的详细讨论可以参见文
献 [9].

2.2 积分方程的配置法

考虑超奇异积分方程

− 1
4π

=
∫ 2π

0

ϕ(θ)

sin2 θ − β

2

dθ = f(β), β ∈ [0, 2π], (2.12)

并假设它满足相容性条件

∫ 2π

0

f(β)dβ = 0 和周期性条件
∫ 2π

0

ϕ(θ)dθ = 0. 利用三角插值积

分公式 (2.8) 逼近超奇异积分方程 (2.12), 取配置点 βi(0 ≤ i ≤ 2n) 并排列所得到的方程, 由
此可以得到如下线性方程组

2n∑
j=0

ωj(βi)ϕj = f(βi), 0 ≤ i ≤ 2n, (2.13)

或写成矩阵的形式

AΦ = F, (2.14)

其中
A = (aij)2n×2n, aij = ωj(βi), i, j = 0, 1, · · · , 2n,

Φ = (ϕ0, ϕ1, · · · , ϕ2n)T , F = (f(β0), f(β1), · · · , f(β2n))T ,

并且 ϕi(i = 0, 1, · · · , 2n) 表示函数 ϕ 在配置点 βi 处的近似值. 矩阵 A 一般是奇异的, 为了求
解线性方程组 (2.13) 或 (2.14), 通常需要选取某种正则化方法去求解.
对于弱奇异积分方程

− 1
π

∫ 2π

0

ln
[
2 sin

θ − β

2

]
ϕ(θ)dθ = f(β), β ∈ [0, 2π], (2.15)

利用三角插值积分公式 (2.8) 逼近超奇异积分方程 (2.15), 取一系列配置点 βi (0 ≤ i ≤ 2n)
并排列所得到的方程, 由此可以得到如下线性方程组

2n∑
j=0

ω′j(βi)ϕj = f(βi), 0 ≤ i ≤ 2n, (2.16)

或写成矩阵的形式

BΦ = F, (2.17)
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其中
B = (bij)2n×2n, bij = ω′j(βi), i, j = 0, 1, · · · , 2n,

Φ = (ϕ0, ϕ1, · · · , ϕ2n)T , F = (f(β0), f(β1), · · · , f(β2n))T ,

并且 ϕi(i = 0, 1, · · · , 2n) 表示函数 ϕ 在配置点 βi 处的近似值. 矩阵 B 一般也是奇异的, 为了
求解它也需要正则化之后才能求解.

2.3 正则化

利用配置法求解 (2.3) 或 (2.4) 会得到两个线性方程组, 其矩阵形式为

Au = F, (2.18)

其中 u 是方程 (2.3) 或 (2.4) 中未知量近似值的列向量, F 是由方程 (2.3) 或 (2.4) 右端表达
式计算的边界 Γ0 上的已知值. 方程 (2.18) 通常是一个严重的病态方程组, 假如边界 Γ0 上没

有足够多的信息或方程的右端项含有一定的噪声, 无法用方程 (2.18) 求解另一部分边界 Γ1

上所需要的信息.
为了求解方程 (2.18), 采用 Tiknonov 正则化方法. 令

ûα = arg min{α||Au− F ||2 + ||Lu||2}, (2.19)

其中 α > 0 是正则化参数, L 是离散的一阶线性微分算子. 上式的解可以写成矩阵的形式如
下

ûα = (αLT L + ATA)−1(AT F ). (2.20)

求解这个方程即可得到边值反问题的近似解. 这里关于最优正则化参数 α 的选取可以参考文

献 [10].

3 数值实验

下面给出两个数值算例来验证上节中提出的边值反问题的数值计算方法.
数值算例 1 考虑边值反问题 (1.1), 其中 u0 = 3 cos 2x + 4 sin 2x, un = 6 cos 2x + 8 sin 2x,

分别计算了 Γ0 = [0, π], Γ0 = [0, π/2] 和 Γ0 = [0, π/4] 三种情况, 其结果见图 1–3.

0 1 2 3 4 5 6
−15

−10

−5

0

5

10

15

s

u
0
(s

)

 

 
analytic
recovered

(a)

0 1 2 3 4 5 6
−15

−10

−5

0

5

10

15

x

u
n
(x

)

 

 
analytic
recovered

(b)

图 1: 当 Γ0 = [0, π] 时边值反问题的数值解与精确解: (a) u0(s) 的图像, (b) un(x) 的图像.
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(d)

图 2: 当 Γ0 = [0, π/2] 时边值反问题的数值解与精确解: (c) u0(s) 的图像, (d) un(x) 的图像.
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图 3: 当 Γ0 = [0, π/4] 时边值反问题的数值解与精确解: (e) u0(s) 的图像, (f) un(x) 的图像.
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(h)

图 4: 当 Γ0 = [0, π/4] 时边值反问题的数值解与精确解: (g) u0(s) 的图像, (h) un(x) 的图像.
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图 5: 当 Γ0 = [0, π/4] 时边值反问题的数值解与精确解: (i) u0(s) 的图像, (j) un(x) 的图像.

从图 1 可以看出, 当 Γ0 = [0, π], 即已知边界占整个边界一半时, 由超奇异积分方程和弱
奇异积分方程配置法复原得到的未知边界上的信息与其理论值高度一致, 这说明本文所提出
的算法是有效的. 从图 2 和图 3 的结果可以看出, 当已知边界小于一半时, 由配置法复原得
到的未知边界上的值与理论值有一定的出入, 但近似计算结果仍然复原了原边界曲线上的波
动特征.
在实际工程中, 通常测量数据都会有一定的误差, 即 Γ0 上的已知值会含有一定的噪声.

由于边值反问题已经被证明是一个严重的病态问题, 任何微小的扰动都会引起解的巨大改变.
下面给出一个算例测试噪声对数值解得影响.
数值算例 2 考虑例 1 中的边值反问题. 分别计算了 Γ0 = [0, π/2] 和 Γ0 = [0, π/4] 两种情

况, 同时对 Γ0 上的已知信息 u0 和 g0 加入 2% 的随机误差, 其结果见图 4–5.
从图 4 和图 5 的结果可以看出, 由积分方程配置法复原的数值解与精确解匹配还是非常

好. 同时把图 4 和图 5 的结果与没有添加噪声的复原结果相比, 其变化并不太大. 这也从侧面
印证了算法的有效性和可行性.
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NUMERICAL METHODS FOR SOLVING INVERSE BOUNDARY

VALUE PROBLEM OF PARTIAL DIFFERENTIAL EQUATION
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Abstract: In this paper, we study the application problem of singular integral equation

in the inverse boundary value problem. Using the natural integral equation and its inversion

formula on a circle, we transformed the Laplace equation inverse boundary value problem into a

combination of a hypersingular integral equation and a weakly singular integral equation, then

construct the corresponding collocation scheme based on the trigonometric interpolation, and use

the Tikhonov regularization to solve the resulting linear equations. Numerical experiments show

the effectiveness of the method.

Keywords: inverse boundary value problem; singular integral equation; trigonometric

interpolation; Tikhonov regularization
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