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摘要: 本文研究了传统灰色 GM(1,1) 模型存在模型精度不高的问题. 利用带形状参数的三次

Bézier 基函数, 给出插值函数的表达式, 并结合复化梯形公式, 给定误差限的方法, 获得了比传统灰色

GM(1,1) 模型更高精度的结果. 推广了传统灰色 GM(1,1) 预测模型的结果.

关键词: GM(1,1) 模型; 复化梯形公式; 背景值; 插值函数

MR(2010) 主题分类号: 35F10 中图分类号: O175.2

文献标识码: A 文章编号: 0255-7797(2017)05-1022-07

1 引言

自上个世纪 80 年代邓聚龙教授提出灰色系统理论 [1] 以来, 灰色系统理论在许多领域
得到了广泛的应用和发展 [2−6]. GM(1,1) 模型是灰色系统理论的核心内容之一, 它主要针
对“小样本、贫信息”的不确定系统. 但是, 传统的 GM(1,1) 模型具有预测精度不高的问题,
如何提高 GM(1,1) 模型的预测精度, 已经成为广大研究人员最关注的问题. 而影响 GM(1,1)
模型预测精度的主要因素有初始条件的选取、背景值的重构和参数估计方法的改进, 其中背
景值的重构, 具有决定性的作用. 传统方法实质上是使用紧邻均值构造背景值, 误差通常较
大, 从而导致模型预测的偏差也较大, 预测精度自然达不到要求. 近年来不少学者提出了提高
灰色 GM(1,1) 模型预测精度的方法, 文献 [7–9] 从背景值的几何意义出发, 进行了系列研究,
提出了若干种背景值的构造方式; 文献 [10] 利用拉格朗日插值公式对背景值进行重构, 对传
统模型的背景值进行了改进, 并利用最小二乘法对初始值进行了优化; 李俊蜂等 [11] 提出一种

基于数值分析中的插值法和 Newton-Cotes 公式的背景值构造方法. 但是, 众所周知, 当 n 较

大时, 高次插值会出现 Runge 现象, 造成的误差可能会很大, 故不能通过提高阶的方法来提
高求积精度; 文献 [12] 提出一种利用梯形面积和矩形面积相结合的正负误差补偿方法进行背
景值的重构方法, 取得一定的效果, 但是 n1 值的选取很难把握; 文献 [13] 提出用 Simpson 公
式构造模型背景值的方法, 拟合精度在一定程度上得到了改进; 王晓佳等 [14] 提出利用分段插

值函数与 Newton 插值函数相结合的组合插值方法, 但分段过程比较繁琐; 蒋诗泉等 [15] 提出

基于复化梯形公式的背景值优化方法, 但是仅选取区间等分数 n = 4 的情形, 而对于 n 值取

更大的情况未予以考虑.
文中构造出带形状参数的三次 Bézier 基函数, 然后给出插值函数, 提出了基于复化梯形

公式的背景值构造方法, 给定误差限, 结合提出的优化算法, 计算出对应的背景值, 提高了
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GM(1,1) 模型的预测精度. 以工程实际应用中无镍铸造装甲钢的断裂韧度值为例, 实例研究
表明, 提出的方法不仅提高了 GM(1,1) 模型的预测精度, 并且扩展了 GM(1,1) 模型的应用范
围.

2 模型建立

给定 x(0)(t) = {x(0)(1), x(0)(2), · · ·, x(0)(n), x(0)(t) > 0, i = 1, 2, · · ·, n} 为原始序列, 可以
建立基本的 GM(1,1) 模型, 将序列 x(0)(t) 进行一次累加 (1-AGO), 得到累加序列 x(1)(t) 为
x(1)(t) = {x(1)(1), x(1)(2), · · ·, x(1)(n), · · ·, x(1)(n)}, 其中

x(1)(k) =
k∑

t=1

x(0)(t).

序列的白化微分方程为
dx(1)t

dt
+ ax(1)(t) = b. (2.1)

灰色 GM(1,1) 模型的基本形式如下

x(0)(k) + az(1)(k) = b, (2.2)

其中 z(1)(k) = 1
2
(x(1)(k) + x(1)(k − 1)), k = 2, 3, . . . , n 为背景值.

若 â = [a, b]T 为参数列, 且

Y =




x0(2)
x0(3)

...
x0(n)




, B =




−z1(2) 1
−z1(3) 1

...
...

−z1(n) 1




, (2.3)

利用最小二乘法求解参数 a 和 b,

(BT B)−1BT Y = â. (2.4)

x(1)(k) 的 GM(1,1) 模型为

x̂(1)(k + 1) = (x(0)(1)− b

a
)e−ak +

b

a
, k = 1, 2, . . . , n. (2.5)

由于预测方程是对累加数据序列 x(1)(t) 的预测, 进行累减还原, 则可以得到原始数据序
列的预测公式

x̂(0)(k + 1) = x̂(1)(k + 1)− x̂(1)(k) = (1− ea)(x(0)(1)− b

a
)e−ak. (2.6)

从公式 (2.6) 可以看出, 模型的拟合预测精度取决于参数 a, b 及初始值 x(0)(1) 的值. 而参数
a, b 的值又取决于原始数据序列和背景值 z(1)(k). 因此, 背景值构造公式的合理性直接影响
模型预测精度. 传统的背景值计算实质上是梯形的面积, 而实际值正如图 1 所示, 应该等于曲
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线 x(1)(t) 在区间 [k − 1, k] 上与 t 轴围成的面积, 这也是传统背景值计算公式的误差产生的
根源所在. 将积分区间分成若干小区间, 在每个小区间上用低阶求积公式, 然后将这些小区间
上的积分值相加作为函数在整个区间上的积分的近似值, 这就是复化求积的思想. 下述内容
将给出利用三次 Bézier 基函数构造插值函数, 结合复化梯形公式的 GM(1,1) 模型的背景值
优化方法及算法.

图 1: 传统 GM(1,1) 模型误差来源图

3 灰色 GM(1,1) 模型背景值的优化

3.1 插值基函数的构造

1962 年, 法国雷诺 (Renault) 汽车公司的工程师 Bézier 提出了一种新的方法用来构造著
名的 Bézier 曲线 [16] , 设计人员只需要移动控制多边形的控制节点就可以方便地修改曲线的
形状, 而且形状的变化完全在预料之中, 但是它无法插值控制节点, 并且需要移动控制节点的
位置来改变曲线的形状. 下述将构造出一种带形状参数 λ 的三次 Bézier 基函数, 不用调节控
制多边形的节点位置, 只须通过调节形状参数 λ 的值, 即可调节设计曲线的形状, 而且当参数
值 λ = 2 时, 曲线插值中间控制节点. 文中将利用参数 λ = 2 时, 三次 Bézier 基函数的插值
性质, 来构造插值函数, 从而计算 GM(1,1) 模型的背景值.
定义 3.1 [1] 对 t ∈ [0, 1], λ ∈ R, 则称关于 t 的多项式





b1(λ, t) = (1− λt)(1− t)2,
b2(λ, t) = (2 + λ)(1− t)t, t ∈ [0, 1]
b3(λ, t) = (1− λ + λt)t2,

(3.1)

为带形状参数 λ 的三次 Bézier 基函数. 当 λ = 0 时, 基函数退化为二次 Bézier 基函数. 因此
它是二次 Bézier 基函数的扩展. 当 λ = 2 时, 公式 (3.1) 将简化为





b1(t) = (1− 2t)(1− t)2,
b2(t) = 4(1− t)t, t ∈ [0, 1].
b3(t) = t2(2t− 1),

(3.2)

若任意给定三个插值节点 x(1)(1), x(1)(2), x(1)(3), 插值函数为

f(t) = b1(t)x(1)(1) + b2(t)x(1)(2) + b3(t)x(1)(3), t ∈ [0, 1]. (3.3)
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当 t = 0.5 时, 基函数 b1(t), b3(t) 的值均为 0, 而 b2(t) 的值为 1, 则公式 (3.3) 为 f(0.5) =
x(1)(2), 说明函数 f(t) 是插值于中间控制节点的. 图 2 为给定三个插值节点 (-2,0), (0,1),
(2,0), 所得到的插值函数图形, 从图中可以看出, 插值函数是插值中间控制点的.

图 2: 利用插值基函数构造的插值函数图形

定义 3.2 设在区间 [a, b] 上, 给定三个插值节点 (k, x(1)(k)), (k + 1, x(1)(k + 1)),(k +
2, x(1)(k + 2)), 再利用公式 (3.2) 所定义的基函数, 则可得区间 [a, b] 上的插值函数

f(t) = b1(t− a)x(1)(k) + b2(t− a)x(1)(k + 1) + b3(t− a)x(1)(k + 2), t ∈ [0, 1]. (3.4)

3.2 复化梯形公式

定义 3.3 [17] 将区间 [a, b] 划分为 n 等份, 分点 xk = a + kh, h = b−a
n

,k = 0, 1, · · · , n, 在
每个子区间 [xk, xk+1], (k = 0, 1, · · · , n− 1) 上采用梯形公式

∫ b

a

f(x)dx ≈ b− a

2
[f(a) + f(b)],

可得

I =
∫ b

a

f(x)dx =
n−1∑
k=0

∫ xk+1

xk

f(x)dx =
h

2

n−1∑
k=0

[f(xk) + f(xk+1)] + Rn(f). (3.5)

记

Tn =
h

2

n−1∑
k=0

[f(xk) + f(xk+1)] =
h

2
[f(a) + 2

n−1∑
k=1

f(xk) + f(b)], (3.6)

称为复化梯形公式, 其中

Rn(f) = I − Tn =
n−1∑
k=0

[−h3

12
f ′′(ηk)], ηk ∈ (xk, xk+1). (3.7)

定理 3.1[17] 当 f(x) ∈ C2[a, b] 时, 则

lim
n→∞

Tn =
∫ b

a

f(x)dx, (3.8)

即当 n →∞ 时, 复化梯形公式是收敛的.
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定理 3.2 对复化梯形公式 Tn, 若将区间 [a, b] 进行 2n 等分, 则得到 T2n:

T2n =
h

4

n−1∑
k=1

[f(xk) + 2f(xk+ 1
2
) + f(xk+1)] =

1
2
Tn +

h

2

n−1∑
k=1

f(xk+ 1
2
). (3.9)

由定义 3.1 和定理 3.2 可得

T2n − Tn =
1
2
(h

n−1∑
k=1

f(xk+ 1
2
)− Tn).

在使用复化梯形公式进行求积计算时, 必须先给出步长 h 或者等分数 n 的值, 步长 h 取

得太大, 则精度无法满足要求; 步长取得太小, 则导致计算量过大. 在使用复化梯形进行实际
计算时, 给定误差值 ε, 用 |T2n − Tn| < ε 成立与否, 作为计算的终止条件. 如果满足给定的误
差限, 则取 T2n 作为所求的值; 否则, 再将子区间对分, 进行计算, 直到满足给定的误差要求为
止. 下一部分将给出利用复化梯形公式 (3.6) 进行背景值优化的算法.

3.3 算法步骤

步骤 1 输入原始序列 x0(i), x0(i) > 0, i = 1, 2, · · · , n, ε 以及端点 a, b 的值, 置

n ← 1, h ← b− a;

步骤 2 计算利用公式 (3.4), 计算插值函数, 并计算

T ← 1
2
[f(a) + f(b)];

步骤 3 计算

S =
1
2
[T + h

n−1∑
j=0

f(a +
1
2
h + jh)];

步骤 4 如果 |S − T | > ε, 那么 T ← S, n ← 2n, h ← 1
2
h, 转步骤 3;

其他, 转步骤 5;
步骤 5 转向 T ; 结束.

3.4 算法时间复杂度分析

传统灰色 GM(1,1) 模型的背景值 z(1)(k) 的计算是与规模问题 n 无关的常数, 所以时间
复杂度为 O(1). 但对于使用复化梯形公式进行优化计算的背景值来说, 时间复杂度与区间等
分数 n 相关, 时间复杂度为 O(n).

4 算例分析

以无镍铸造装甲钢钢的断裂韧度值为例 [18], 分别计算传统灰色 GM(1,1) 模型和所提
出的优化 GM(1,1) 模型在回火温度为 600◦C 时试样断裂韧度的预测值, 以温度为 200◦C,
300◦C, 400◦C, 500◦C 时的断裂韧度值数据作为原始数据, 对温度为 600◦C 时的韧度值进行
预测, 并以 600◦C 时的实际数据作为检验数据.
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给定误差限 ε 的值, 即可以利用提出的算法, 进行背景值计算. 此处取 ε = 0.01, 选取插
值节点 (1, x(1)(1)), (2, x(1)(2)), (3, x(1)(3)) 为例, 利用上述给出的插值函数公式及背景值优
化算法, 得到 z1(2) = 149.226. 同理可以得到 z1(3) = 220.098, z1(4) = 323.240.
将利用复化梯形公式优化算法计算得到的背景值, 代入优化的灰色 GM(1,1) 模型, 即可

得到预测值, 并计算出它的相对误差值. 可以看出, 与传统的 GM(1,1) 模型比较, 优化后的灰
色 GM(1,1) 模型的平均相对误差为 4.5457%, 比传统的 GM(1,1) 模型降低了 0.6235%, 有明
显改进. 预测误差也由 16.8118% 降低至 13.1823%, 精度提高了 3.6295%. 可见, 文中所提出
的方法与传统模型方法相比, 具有一定的优越性. 结果见表 1.

表 1: 断裂韧度值预测比较表

温度 实际断裂韧度值 GM(1,1) 模型预测值 相对误差 % 文中方法的预测值 相对误差 %

200% 91.5 91.500 0 91.500 0

300% 92.5 89.930 2.7783 88.565 4.2537

400% 96.5 100.748 4.4020 101.156 4.8252

500% 115 112.868 1.8539 115.537 0.4673

600% 152 126.446 16.8118 131.963 13.1823

平均相对误差 5.1692 4.5457

5 结 语

文中给出了基于带三次 Bézier 插值基函数插值, 结合复化梯形公式的背景值的优化方
法, 给定误差限, 利用给出的算法, 即可计算出灰色 GM(1,1) 模型的背景值. 与传统的背景值
构造方法采用 Lagrange [10]、Newton [11] 插值或者组合插值 [13] 相比, 文中构造出一组插值
基函数, 方法简便, 只须将累加序列节点, 代入即可求出插值函数, 易于操作. 实例研究表明,
文中提出的优化模型及算法的有效性, 比传统的灰色 GM(1,1) 模型误差有明显的改进, 扩大
了 GM(1,1) 模型的适应性, 优化后的 GM(1,1) 模型更合理, 有助于提高 GM(1,1) 模型的预
测精度, 扩展了 GM(1,1) 模型的应用范围.
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OPTIMIZATION OF BACKGROUND VALUE IN GM(1,1) BASED

ON CUBIC BÉZIER BASIS FUNCTION INTERPOLATION

DONG Ke1,2, LV Wen-yuan1
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Abstract: In this paper, we study the accuracy of GM(1,1) forecasting model. In

combination with compound trapezoid formula, cubic Bézier basis function method with shape

parameter interpolation function expression is presented to solve the problem of low precision of

traditional GM(1,1). Given error limits, the model which given in this paper can obtain more

precision than traditional GM(1,1) model, which enlarge the application scope of GM(1,1) model.
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