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摘要: 本文研究了指数 k-free 数的特征函数 q
(e)
k (n)(k ≥ 3) 在 square-full 数集中的均值估计

问题. 利用黎曼 Zeta 函数的性质以及留数定理, 获得了该均值的渐近公式, 推广了 q
(e)
k (n) 在整数集

中的均值估计相关结果.
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1 引言

整数 n > 1 有标准分解形式: n = pa1
1 pa2

2 · · · par
r . 若满足 n = pa1

1 pa2
2 · · · par

r , 其中
a1 ≥ k, a2 ≥ k, · · · , ar ≥ k, 则称正整数 n 为 k-full 数, 当 k = 2 时也称为 square-full 数. 令
fk(n) 是 k-full 数的特征函数, 即

fk(n) =

{
1, n 是 k-full 数;
0, 否则.

正整数 n = pa1
1 pa2

2 · · · par
r 称为指数 k-full 数, 若所有的指数 a1, a2, · · · , ar 都是 k-full 数.

正整数 n = pa1
1 pa2

2 · · · par
r 称为指数 k-free 数, 若所有的指数 a1, a2, · · · , ar 都是 k-free 数.

令 q
(e)
k (n) 是指数 k-free 数的特征函数. 由 Tóth [5] 可以知道, 函数 q

(e)
k (n)是可乘的且对

每一素数幂 pa 有

q
(e)
k (p) = q

(e)
k (p2) = q

(e)
k (p3) = · · · = q

(e)
k (p2k−1) = 1, q

(e)
k (p2k

) = 0.

Tóth [5−6] 对该函数进行了研究并给出了其在整数上的均值估计

∑
n≤x

q
(e)
k (n) = Dkx + O(x1/2kδ(x)),

这里

Dk =
∏

p

(
1 +

∞∑

2k

qk(a)− qk(a− 1)
pa

)
,
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q
(e)
k (n) 是 k-free 数的特征函数. 贺艳峰和孙春丽 [1]也做了相关研究.
本文主要给出 square-full 数上 q

(e)
k (n) (k ≥ 3) 的均值估计, 得到

∑
n≤x

n is square−full

q
(e)
k (n) =

∑
n≤x

q
(e)
k (n)f2(n)

的渐近公式. 即得到下面的定理.
定理 当 D > 0 时, 对 k ≥ 3, 有

∑
n≤x

n is square−full

q
(e)
k (n) =

ζ( 3
2
)G( 1

2
)

ζ(3)
x

1
2 +

ζ( 2
3
)G( 1

3
)

ζ(2)
x

1
3

+O
(
x

1
6 exp

(−D(log x)
3
5 (log log x)−

1
5
))

,

其中G(s) =
∏

p

(
1− 1

p2ks
− 1

p(2k+1)s
+ 1

p(2k+3)s
+ 1

p(2k+4)s
− 1

p(2k+6)s
− 1

p(2k+7)s
+ · · · )在<s > 1

8
+ε

时绝对收敛.
注 本文中, ε 表示一个任意小的的正常数, 在不同的式中不必相同.

2 定理的证明

为了证明定理, 需要以下的一些引理.
引理 1 设 a, b 是整数, 且 1 ≤ a < b, 定义

d(a, b; k) =
∑

na
1nb

2=k

1, D(a, b;x) =
∑

1≤k≤x

d(a, b; k),

有

D(a, b;x) =
∑

1≤k≤x

d(a, b; k) = ζ(
b

a
)x

1
a + ζ(

a

b
)x

1
b +4(a, bx),

其中

4(a, bx) = −
∑

na+b≤x

{ψ((
x

nb
)

1
a ) + ψ((

x

na
)

1
b )}+ O(1),

而且

4(a, bx) ¿





x
2

3a+3b , b < 2a;
x

2
9a log x, b = 2a;

x
2

5a+2b , b > 2a.

证 本引理的证明见 Ivić文 [2]中的第 14.3 节和定理 14.4.
引理 2 假设 f(n) 是算术函数, 满足

∑
n≤x

f(n) =
l∑

j=1

xaj Pj(log x) + O(xa),

∑
n≤x

|f(n)| = O(xa1 logr x),
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其中

a1 ≥ a2 ≥ · · · ≥ al > 1/c > a ≥ 0, r ≥ 0, P1(t), · · · , Pl(t)

是关于 t 的次数不超过 r 的多项式, 并且 c ≥ 1, b ≥ 1 是固定的整数. 如果 h(n) =∑
dc|n

µ(d)f(n/dc), 那么

∑
n≤x

h(n) =
l∑

j=1

xaj Rj(log x) + Ec(x),

其中 R1(t), · · · , Rl(t) 是关于 t 的次数不超过 r 的多项式, 并且当 D > 0 时, 有

Ec(x) ¿ x1/c exp
((−D(log x)3/5(log log x)−1/5

))
.

证 见 Ivić文 [2]中的定理 14.2.
下面证明本文的定理. 令

F (s) :=
∞∑

n=1
n is square−full

q
(e)
k (n)
ns

=
∞∑

n=1

q
(e)
k (n)f2(n)

ns
(<s > 1),

其中

f2(n) =

{
1, n 是 square-full 数;
0, 否则.

因为 q
(e)
k (n) 是可乘函数, 由欧拉乘积可以得到

F (s) =
∞∑

n=1
n is square−full

q
(e)
k (n)
ns

=
∞∑

n=1

q
(e)
k (n)f2(n)

ns

=
∏

p

(
1 +

q
(e)
k (p)f2(p)

ps
+

q
(e)
k (p2)f2(p2)

p2s
+

q
(e)
k (p3)f2(p3)

p3s

+ · · ·+ q
(e)
k (p2k−1)f2(p2k−1)

p(2k−1)s

)

=
∏

p

(
1 +

1
p2s

+
1

p3s
+

1
p4s

+ · · ·+ 1
p(2k−1)s

)

= ζ(2s)
∏

p

(
1 +

1
p3s

− 1
p2ks

− 1
p(2k+1)s

)

= ζ(2s)ζ(3s)
∏

p

(
1− 1

p6s
− 1

p2ks
− 1

p(2k+1)s
+

1
p(2k+3)s

+
1

p(2k+4)s

)

=
ζ(2s)ζ(3s)

ζ(6s)

∏
p

(
1− 1

p2ks
− 1

p(2k+1)s
+

1
p(2k+3)s

+
1

p(2k+4)s
− 1

p(2k+6)s
− 1

p(2k+7)s
+ · · ·

)

=
ζ(2s)ζ(3s)

ζ(6s)
G(s),
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其中

G(s) =
∏

p

(
1− 1

p2ks
− 1

p(2k+1)s
+

1
p(2k+3)s

+
1

p(2k+4)s
− 1

p(2k+6)s
− 1

p(2k+7)s
+ · · · ).

显然, 对于 k ≥ 3, 当<s > 1
8

+ ε 时, G(s) 绝对收敛.
根据卷积原理 [3], 定义

H(s) := ζ(2s)ζ(3s)G(s) =
∞∑

n=1

h(n)
ns

=
∞∑

n=1

∑
n=ml

d(2, 3;m)g(l)

ns
(<s > 1),

其中 h(n) =
∑

n=ml

d(2, 3;m)g(l). 那么可以得到

∑
n≤x

h(n) =
∑
ml≤x

d(2, 3;m)g(l) =
∑
l≤x

g(l)
∑
m≤ x

l

d(2, 3;m).

由引理 1 得到
∑
n≤x

d(2, 3;n) = ζ(
3
2
)x

1
2 + ζ(

2
3
)x

1
3 + ∆(2, 3;x)

= ζ(
3
2
)x

1
2 + ζ(

2
3
)x

1
3 + O(x

2
15 ).

很容易得到 ∑
n≤x

|h(n)| ¿
∑
l≤x

|g(l)|
∑
m≤ x

l

d(2, 3;m) ¿ x
1
2 , (2.1)

而且有
∑
n≤x

h(n) =
∑
l≤x

g(l)
[
ζ(

3
2
)(

x

l
)

1
2 + ζ(

2
3
)(

x

l
)

1
3 + O

(
(
x

l
)

2
15

)]

= ζ(
3
2
)x

1
2

∑
l≤x

g(l)
l1/2

+ ζ(
2
3
)x

1
3

∑
l≤x

g(l)
l1/3

+ O(x
2
15

∑
l≤x

|g(l)|
l2/15

)

= ζ(
3
2
)x

1
2

∞∑
l=1

g(l)
l1/2

+ ζ(
2
3
)x

1
3

∞∑
l=1

g(l)
l1/3

+ O(x
1
2

∑
l>x

|g(l)|
l1/2

)

+O(x
1
3

∑
l>x

|g(l)|
l1/3

) + O(x
2
15

∑
l≤x

|g(l)|
l2/15

).

又由G(s)在σ > 1
8

+ ε时绝对收敛, 则可设

M(l) :=
∑
t≤l

|g(t)| ¿ x
1
8 ,

根据 Abel分部求和得到

x
1
2

∑
l>x

|g(l)|
l1/2

= x
1
2

∫ ∞

x

l−
1
2 d

(
M(l)

)

= x
1
2
(
l−

1
2 M(l)

)∣∣∣
∞

x
+ x

1
2

∫ ∞

x

M(l)d
(
l−

1
2
)

¿ x
1
8 ,
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x
1
3

∑
l>x

|g(l)|
l1/3

= x
1
3

∫ ∞

x

l−
1
3 d

(
M(l)

)

= x
1
3
(
l−

1
3 M(l)

)∣∣∣
∞

x
+ x

1
3

∫ ∞

x

M(l)d
(
l−

1
3
)

¿ x
1
8 ,

x
2
15

∑
l≤x

|g(l)|
l2/15

= x
2
15

∫ x

1

l−
2
15 d

(
M(l)

)

= x
2
15

(
l−

2
15 M(l)

)∣∣∣
x

1
+ x

2
15

∫ x

1

M(l)d
(
l−

2
15

)

¿ x
1
8 ,

从而由G(s) =
∞∑

n=1

g(n)
ns , 有

∑
n≤x

h(n) = ζ(
3
2
)G(

1
2
)x

1
2 + ζ(

2
3
)G(

1
3
)x

1
3 + O(x

1
8 ). (2.2)

由于

F (s) =
H(s)
ζ(6s)

=
∞∑

n=1

h(m)
ms

∞∑
m=1

µ(d)
d6s

,

所以当 n 是 square-full 数时, 有

q
(e)
k (n) =

∑

n=md6

h(m)µ(d). (2.3)

再由 Perron公式 [3] 可以得到

∑
n≤x

n is square−full

q
(e)
k (n) = (2πi)−1

∫ 1+ 1
log x +iT

1+ 1
log x−iT

ζ(2s)ζ(3s)
ζ(6s)

G(s)
xs

x
ds + O(

x log2 x

T
).

取 T = x, 并将积分线平移至 σ = − 1
2
, 则在 s = 1

2
, s = 1

3
处的留数分别为

ζ( 3
2
)G( 1

2
)

ζ(3)
x

1
2 ,

ζ( 2
3
)G( 1

3
)

ζ(2)
x

1
3 .

再由 (2.1)、(2.2)、(2.3) 式和引理 2, 可以得到

∑
n≤x

n is square−full

q
(e)
k (n) =

ζ( 3
2
)G( 1

2
)

ζ(3)
x

1
2 +

ζ( 2
3
)G( 1

3
)

ζ(2)
x

1
3

+O
(
x

1
6 exp

(−D(log x)
3
5 (log log x)−

1
5
))

,

其中 D > 0, 并且 G(s) 当 <s > 1
8

+ ε 时是绝对收敛的.
这样就得到了本文的定理.
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Abstract: In this paper, we study the mean value of the characteristic function q
(e)
k (n)

of k-free over square-full number. By using the property of Riemann-Zeta function and residue

theorem, we obtain the asymptotic formula of the mean value, which is the generalization of

q
(e)
k (n) over integers.
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