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摘要: 本文研究了非时齐马氏过程的随机单调性问题. 利用时齐的马氏过程随机单调性的相关

证明方法, 加以改进, 获得了非时齐马氏过程随机单调性的显式判定方法, 并进一步将这一充分性条件

推广为等价条件.
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1 引言

耦合方法是概率论研究中使用的一个重要方法,在研究时齐的马氏过程时, 曾经对耦合
方法有过系统的介绍和研究 (参见文献 [5]第 5章).关于耦合的研究及其应用,陈木法教授在
这一方面有着十分重要及突出的贡献.而关于耦合方法的应用,一个重要的方面就是有关于
马氏过程的随机偏序问题.

Massey [8] 指出随机偏序是研究排队网络的平稳分析时很好的工具.通过随机偏序可以
研究马氏过程的单调性,比较定理以及强偏序及弱偏序的问题.有关时齐的随机单调性的证
明可参阅文献 [5]. Massey在文献 [8]中给出了马氏过程随机单调性的一般性判定准则,但这
一准则是从理论意义上得到的,并没有给出显式的结果.本文综合了文献 [5, 8]的结论及方法,
给出了非时齐马氏过程单调性的显式判定方法,更方便于具体操作及应用,并将这一充分性
条件的判定准则推广为等价条件.
假设状态空间 (E,E )上有一个可测的偏序“≺”,且

F := {(x1, x2) : x1 ≺ x2} ∈ E 2.

定义 1 如果对所有非负的单调函数 f 都有

x1 ≺ x2 ⇒ P1(t)f(x1) ≤ P2(t)f(x2), t ≥ 0, (1.1)

称 P1(t) ≺ P2(t),若 P1(t) = P2(t),则称 P1(t)是随机单调的.如果一个集合的示性函数是单
调函数,那么这个集合称为单调集合.
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对于时齐马氏过程的随机单调性,有判定方法:对于有界 q对, P1(t) ≺ P2(t)当且仅当其
相应的 q对对任意的单调集合 A满足

x1 ≺ x2, x2 ∈ Ac =⇒ q1(x1, A) ≤ q2(x2, A) 且

x1 ≺ x2, x1 ∈ A =⇒ q1(x1, A)− q1(x1) ≤ q2(x2, A)− q2(x2).
(1.2)

对于非时齐的情形而言,将前面的定义推广到非时齐马氏过程中,就有
定义 2 对于两个非时齐的半群 Pk(s, t), k = 1, 2,如果对所有非负的单调函数 f 都有

x1 ≺ x2 ⇒ P1(s, t)f(x1) ≤ P2(s, t)f(x2), t ≥ s ≥ 0, (1.3)

则称 P1(s, t) ≺ P2(s, t). 若任意的 s ≤ t都有 P1(s, t) = P2(s, t),称 P1(s, t)是随机单调的.
于是参考文献 [5]中的引理 5.45,就得到了非时齐随机单调性的判定法则,即
定理 3 假设 (qk(t, x), qk(t, x, dy))(k = 1, 2) 对于 t ≥ 0 是有界 q 对, 那么 P1(s, t) ≺

P2(s, t)当且仅当其相应的 q对对任意的单调集合 A都满足

x1 ≺ x2, x2 ∈ Ac =⇒ q1(t, x1, A) ≤ q2(t, x2, A) 且

x1 ≺ x2, x1 ∈ A =⇒ q1(t, x1, A)− q1(t, x1) ≤ q2(t, x2, A)− q2(t, x2), t ≥ 0.
(1.4)

2 定理 3 的证明

证 对于有界的 q对,由文献 [5]中可知存在唯一的过程 P (s, t)与之对应.
若有 P1(s, t) ≺ P2(s, t),则意味着对于 x1 ≺ x2,

P1(s, t)f(x1) ≤ P2(s, t)f(x2), t ≥ s ≥ 0,

于是对于任意的 t ≥ 0都有

P1(t, t +4t)f(x1) ≤ P2(t, t +4t)f(x2).

那么可以取 f 为示性函数 IA,其中 A为单调集合,于是

P1(t, t +4t;x1, A) ≤ P2(t, t +4t;x2;A).

对于 x1 ≺ x2 且 x2 ∈ Ac 的情形, 由于 A 是单调集合, 所以 IA(x1) ≤ IA(x2) = 0, 即

x1 ∈ Ac,于是有

q1(t, x1, A) = lim
4t→0

P1(t, t +4t;x1, A)
4t

≤ lim
4t→0

P2(t, t +4t;x2, A)
4t

= q2(t, x2, A).

那么对于 x1 ≺ x2,且 x1 ∈ A的情况,同样由于A是单调集合,所以 IA(x2) ≥ IA(x1) = 1,

也就是说 x2 ∈ A.由于

对于 x ∈ A , 有 lim
4t→0

P (t, t +4t;x;A)− 1
4t

= q(t, x1, A)− q(t),
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于是可得

q1(t, x1, A)− q1(t, x1) = lim
4t→0

P1(t, t +4t;x1;A)− 1
4t

≤ lim
4t→0

P2(t, t +4t;x2;A)− 1
4t

= q2(t, x2, A)− q2(t, x2).

反过来,如果 (1.4)式对所有的 0 ≤ s ≤ t都成立,那么对于任意的 0 ≤ s ≤ t,可以令

qk(s, t;xk; dyk) =
∫ t

s

qk(u;xk; dyk)du, k = 1, 2.

此时, qk(s, t)可以看做是 qk(u) (u ∈ [s, t])的线性组合,于是对于 qk(u)满足的性质 (1.4)式,
qk(s, t)也是同样满足的,即对于所有的单调集合 A有

x1 ≺ x2, x2 ∈ Ac =⇒ q1(s, t;x1;A) ≤ q2(s, t;x2;A) 且

x1 ≺ x2, x1 ∈ A =⇒ q1(s, t;x1;A)− q1(s, t;x1) ≤ q2(s, t;x2;A)− q2(s, t;x2).

此时将 q̄k(s, t) = qk(s,t)
t−s

定义为 [s, t]时间段内的均匀转移速率,可以很简单的得到 q̄k(s, t)也
是满足上述条件的,于是可以把非时齐的过程 Pk(s, t)看作以 q̄k(s, t)为转移速率的时齐过程,
时间长度即为 t− s,那么再由时齐时文献 [5]中的定理 5.47,就可以得到 P1(s, t) ≺ P2(s, t).
至此定理证明完毕.
注 在这里注意到,对于保守的 q对, 1− P (t, t +4t;x;A) = P (t, t +4t;x;Ac), 而对于

x1, x2 ∈ A,来说,类似前面的证明有

q1(t, x1, A
c) = lim

4t→0

P1(t, t +4t;x1, A
c)

4t
= lim
4t→0

1− P1(t, t +4t;x1;A)
4t

≥ lim
4t→0

1− P2(t, t +4t;x2;A)
4t

= lim
4t→0

P2(t, t +4t;x2, A
c)

4t
= q2(t, x2, A

c),

所以还可以得到对于保守的 q对, (1.4)式也等价于

x1 ≺ x2, x2 ∈ Ac =⇒ q1(t, x1, A) ≤ q2(t, x2, A) 且

x1 ≺ x2, x1 ∈ A =⇒ q1(t, x1, A
c) ≥ q2(t, x2, A

c).
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Abstract: In this paper, we study the stochastic monotonicity of inhomogeneous Markov

processes. By using and improving the proof method for the stochastic monotonicity of ho-

mogeneous Markov processes, we obtain the explicit criterion for stochastic monotonicity of

inhomogeneous Markov processes. Further more, this article extends this sufficient criterion to the

equivalent condition.
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