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摘要: 本文研究误差为 α - 混合的部分线性 EV 模型的矩收敛性问题. 利用小波估计和修正最

小二乘法, 给出了参数和非参数部分的小波估计量, 获得了小波估计量的矩收敛速度, 推广了现有的一

些结论.
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1 引言

本文研究如下部分线性 EV (errors-in-variables) 模型

yi = xiβ + g(ti) + ei, Xi = xi + ςi, i = 1, 2, · · · , n, (1.1)

其中Xi ∈ R, ti ∈ R, i = 1, 2, · · · , n 是已知的点列, β 是未知参数, g(·) 是定义在 [0, 1] 上的未
知函数, 误差 {ei, i = 1, 2, · · · , n} 是平稳的 α - 混合随机变量且 Eei = 0 和 E(e2

i ) = 1. {xi}
是通过 Xi = xi + ςi 观测到的, {ςi} 是独立同分布的测量误差, 且 Eςi = 0,Var(ςi) = σ2

ς 且和

{ei} 是独立的.
定义 1 [1] 设 {ξi, i ≥ 1} 是 α - 混合的, 如果 α - 混合系数

α(n) = sup
i≥1
{| P (AB)− P (A)P (B) |: A ∈ F∞

n+i, B ∈ F i
1}.

当 n →∞ 时收敛到 0, 其中 F m
l = σ{ξl, ξl+1, · · · , ξm} 表示包含 ξl, ξl+1, · · · , ξm, l ≤ m 的 σ -

代数.
文献 [2] 用加权的方法研究了异方差 α - 混合半参数模型, 得到了估计量的 Berry-Esseen

界; 文献 [3] 研究了部分线性变系数 EV 模型, 得到了估计量的渐近性质; 文献 [4] 用加权的
方法研究了误差独立的半参数回归模型的矩相合性; 文献 [5] 用加权的方法研究了 NA 样本
下部分线性回归模型的矩相合性; 文献 [6] 用小波方法研究了鞅差时间序列半参数回归模型
的矩收敛速度; 文献 [7] 用小波方法研究了 ϕ - 混合和 ψ - 混合的非参数回归模型的矩收敛速
度. 然而对 α - 混合的部分线性 EV 模型的矩收敛性还没有研究, 因此本文研究模型 (1.1) 的
矩收敛性.
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本文用小波方法研究模型 (1.1), 仍采用文献 [8] 修正后的最小二乘估计, 即

β̂n = (
n∑

i=1

X̃2
i − nσ2

ς )
−1

n∑
i=1

X̃iỹi, (1.2)

其中 X̃i = Xi −
n∑

j=1

∫

Aj

Em(ti, s)dsXj , ỹi = yi −
n∑

j=1

∫

Aj

Em(ti, s)dsyj . 由此可得非参数部分

的小波估计为

ĝn(t) =
n∑

i=1

(yi −Xiβ̂n)
∫

Ai

Em(t, s)ds, (1.3)

其中 Em(t, s) = 2mE0(2mt, 2ms) = 2m
∑
k∈Z

φ(2mt − k)φ(2ms − k), Ai = [si−1, si], φ(·) 是
Schwartz 空间 Sl 的刻度函数, 相伴 L2(R) 的多解分析为 {Vm ∈ Z}, 这里的 R 为实数集合,
Z 是整数集合, Vm 的再生核为 Em(t, s).

2 引理

下面是本文的基本假设.
(1) xi = f(ti) + ηi, i = 1, 2, · · · , n, 其中 f(·) 是定义于 [0, 1] 的函数, {ηi} i.i.d 且 Eηi =

0,Var(ηi) = ση, 而且 {ηi} 和 {(ei, ςi)} 是相互独立的.
(2) g(·) 和 f(·) ∈ Hα (Sobolev 空间), α > 1

2
.

(3) g(·), f(·) 满足 κ 阶 Lipschitz 条件, κ > 0.
(4) φ(·) ∈ Sι(阶为 ι 的 Schwartz 空间, ι ≥ α), φ 满足 1 阶 Lipschitz 条件且具有紧支撑,

当 ξ → 0 时, | φ̂(ξ)− 1 |= o(ξ), 其中 φ̂ 为 φ 的 Fourier 变换.
(5) max

1≤i≤n
(si − si−1) = o(n−1), 2m = o(n

1
3 ).

注 1 条件 (1) 是文献 [8] 的特殊情形, 条件 (2)–(5) 是小波估计中经常用到的 (如文献
[9–11] 等). 由此可见本文的假设条件是相当一般的.
引理 1 [12] 若条件 (1)–(5) 成立, 则

sup
0≤t≤1

| f(t)−
n∑

k=1

(
∫

Ak

Em(t, s)ds)f(tk) | = o(n−κ) + o(τm),

sup
0≤t≤1

| g(t)−
n∑

k=1

(
∫

Ak

Em(t, s)ds)g(tk) | = o(n−κ) + o(τm).

引理 2 [13] 若条件 (5) 成立, 其中 k ∈ N, Ck 只与 k 有关的实数, 则有
(a) | E0(t, s) |≤ Ck

(1+|t−s|)k , | Em(t, s) |≤ 2mCk

(1+2m|t−s|)k ;
(b) sup

0≤s≤1
| Em(t, s) |= o(2m);

(c) sup
0≤t≤1

∫ 1

0

| Em(t, s) | ds ≤ C;

(d)
∫ 1

0

Em(t, s)ds → 1, n →∞.
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引理 3 若条件 (1)–(5) 成立, 则 n−1(
n∑

i=1

X̃2
i − nσ2

ς ) → σ2
η a.s..

证 注意到

n−1(
n∑

i=1

X̃2
i − nσ2

ς ) = n−1

n∑
i=1

f̃2
i + n−1

n∑
i=1

η̃2
i + (n−1

n∑
i=1

ς̃2
i − σ2

ς )

+ 2n−1

n∑
i=1

f̃iη̃i + 2n−1

n∑
i=1

f̃iς̃i + 2n−1

n∑
i=1

ς̃iη̃i (2.1)

=
6∑

i=1

Ui.

由引理 1 可得 U1 → 0. 由强大数定理和

n∑
j=1

∫

Aj

Em(ti, s)dsηj = o(n−1/3 log n) a.s..

(见文献 [14]), 有
U2 → σ2

η a.s. (2.2)

同理, 很容易证明 U3 → 0 a.s.. 使用 Cauchy-Schwarz 不等式, 有

U4 ≤ 2(U1U2)1/2 → 0 a.s., U5 ≤ 2(U1n
−1

n∑
i=1

ς̃2
i )1/2 → 0 a.s., (2.3)

U6 ≤ 2(U2n
−1

n∑
i=1

ς̃2
i )1/2 → 0 a.s., (2.4)

由 (2.1)–(2.4) 式即得引理 3.
引理 4 [13] (1)存在 δ > 0, 使得 Eei = 0 且 E | ei |2+δ< ∞, 则

E(
n∑

i=1

ei)2 ≤ (1 + 16
n∑

i=1

α2/(2+δ)(ι))
n∑

i=1

‖ ei ‖2
2+δ,

其中 ‖ ei ‖2+δ= (E | ei |2+δ)1/(2+δ).
(2)存在 r > 2, δ > 0, λ > r(r+δ)

2δ
和 α(n) = o(n−λ), 使得 Eei = 0 且 E | ei |r+δ< ∞, 则

∀ε > 0, 存在正整数 c = c(k, r, δ, λ), 有

E( max
1≤m≤n

|
n∑

i=1

ei |r) ≤ c(nε

n∑
i=1

E | ei |r +(
n∑

i=1

‖ ei ‖2
r+δ)

r/2).

引理 5 [15] 如果 {Xk} 是数学期望为 0 的独立 r.v. 序列, 那么对 r ≥ 2,

E | ΣXk |r≤ Cr((ΣEX2
k)r/2 + ΣE | Xk |r).

引理 6 如果 {ξi, i ≥ 1} 是 α - 混合的随机变量, {ζi, i ≥ 1} 是独立的随机变量, 那么
{ξiζi, i ≥ 1} 也是 α - 混合的随机变量.
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证 令 F m
ι = σ{ξι, ξι+1, · · · , ξm} 表示包含 ξι, ξι+1, · · · , ξm, ι ≤ m 的 σ - 代数;

F ′ιm = σ{ζι, ζι+1, · · · , ζm}

表示包含 ζι, ζι+1, · · · , ζm, ι ≤ m 的 σ - 代数;

F ′′ιm = σ{ξιζι, ξι+1ζι+1, · · · , ξmζm}

表示包含 ιm = σ{ξιζι, ξι+1ζι+1, · · · , ξmζm}, ι ≤ m 的 σ - 代数. ∀A1 ∈ F∞
n+i,∀A2 ∈ F i

1,∀B1 ∈
F
′∞
n+i,∀B2 ∈ F

′i
1 ,∀C1 ∈ F

′′∞
n+i ,∀C2 ∈ F

′′i
1 , 有

| P (C1C2)− P (C1)P (C2) | =| P (B1)P (B2)P (A1A2)− P (B1)P (B2)P (A1)P (A2) |
= P (B1)P (B2) | P (A1A2)− P (A1)P (A2) | .

因为 {ξi, i ≥ 1} 是 α - 混合的随机变量, 所以 {ξiζi, i ≥ 1} 也是 α - 混合的随机变量.

3 主要结果及证明

定理 1 若本文假设 (1)–(5) 成立, 且存在 r > 2, δ > 0, λ > r(r+δ)
2δ
和 α(n) = o(n−λ), 使

得 sup
i

E | ei |r+δ< ∞, 且满足

E | ςi |2r∨(r+δ)< ∞, E | ηi |2r∨(r+δ)< ∞, 0 < ε <
r

3
− 2

3
.

则 E | β̂n − β |r= o(n−
r
3 ) + o(n−2κr) + o(τ2r

m ), 其中

τm =





2−m(α− 1
2 ), 1

2
< α < 3

2
,√

m
2m , α = 3

2
,

2−m, α > 3
2
.

证 注意到 ỹi = x̃iβ + g̃(ti) + ẽi, 易得

(
n∑

i=1

X̃2
i − nσ2

ς )
−1

n∑
i=1

X̃iỹi − β

=(
n∑

i=1

X̃2
i − nσ2

ς )
−1

n∑
i=1

(σ2
ς − X̃iς̃i)β + (

n∑
i=1

X̃2
i − nσ2

ς )
−1

n∑
i=1

X̃ig̃(ti) (3.1)

+ (
n∑

i=1

X̃2
i − nσ2

ς )
−1

n∑
i=1

X̃iei − (
n∑

i=1

X̃2
i − nσ2

ς )
−1

n∑
i=1

X̃i

n∑
j=1

ej

∫

Aj

Em(ti, s)ds

=T1 + T2 + T3 − T4,

则

T1 = (n−1(
n∑

i=1

X̃2
i − nσ2

ς ))
−1(n−1

n∑
i=1

(σ2
ς − ς̃2

i )β − n−1

n∑
i=1

(f̃(ti)ς̃iβ)− n−1

n∑
i=1

(η̃iς̃iβ))

= T11 + T12 + T13. (3.2)
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由 Cr 不等式, 引理 3, 引理 5 和 Cauchy-Schwarz 不等式有

E | T11 |r ≤ cn−rE |
n∑

i=1

{(σ2
ς − ς2

i )β + 2ςi

n∑
j=1

∫

Aj

Em(ti, s)dsςj − (
n∑

j=1

∫

Aj

Em(ti, s)dsςj)2} |r

≤ cn−rE |
n∑

i=1

(σ2
ς − ς2

i )β |r +cn−1

n∑
i=1

{E |
n∑

j=1

∫

Aj

Em(ti, s)dsςj |2r} 1
2 (E | ςi |2r)

1
2

+ cE |
n∑

j=1

∫

Aj

Em(ti, s)dsςj |2r

= o(n−
r
3 ). (3.3)

由 Cr 不等式, 引理 1, 引理 3 和引理 5, 有

E | T12 |r ≤ cn−r max
1≤i≤n

| f̃(ti) |r (E |
n∑

i=1

ςi |r +E |
n∑

j=1

∫

Aj

Em(ti, s)dsςj |r)

= o(n−
r
2 (n−κr + τ r

m)). (3.4)

由 Cr 不等式, 引理 3 和引理 5, 有

E | T13 |r ≤ cn−rE |
n∑

i=1

ηiςi |r +cn−rE |
n∑

i=1

n∑
k=1

∫

Ak

Em(ti, s)dsςkηi |r

+ cn−rE |
n∑

i=1

n∑
j=1

∫

Aj

Em(ti, s)dsηjςi |r

+ cn−rE |
n∑

i=1

n∑
k=1

∫

Ak

Em(ti, s)dsςkηi

n∑
j=1

∫

Aj

Em(ti, s)dsηjςi |r

= o(n−
r
3 ). (3.5)

由 Cr 不等式, 引理 1, 引理 3 和引理 5, 有

E | T2 |r≤cn−r max
1≤i≤n

| g̃(ti) |r|
n∑

i=1

f̃(ti) |r +cn−r max
1≤i≤n

| g̃(ti) |r E |
n∑

i=1

ς̃i |r

+ cn−r max
1≤i≤n

| g̃(ti) |r E |
n∑

i=1

η̃i |r

≤cn−r max
1≤i≤n

| g̃(ti) |r|
n∑

i=1

f̃(ti) |r

+ cn−r max
1≤i≤n

| g̃(ti) |r (E |
n∑

i=1

ςi |r +E |
n∑

i=1

n∑
j=1

∫

Aj

Em(ti, s)dsςj |r)

+ cn−r max
1≤i≤n

| g̃(ti) |r (E |
n∑

i=1

ηi |r +E |
n∑

i=1

n∑
j=1

∫

Aj

Em(ti, s)dsηj |r)

=o(n−
r
3 (n−κr + τ r

m)) + o(n−2κr) + o(τ2r
m ). (3.6)
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由 Cr 不等式, 引理 3, 引理 4, 引理 5 和引理 6, 有

E | T3 |r ≤ cn−rE |
n∑

i=1

f̃(ti)ei |r +cn−rE |
n∑

i=1

ςiei |r +cn−rE |
n∑

i=1

(
n∑

j=1

∫

Aj

Em(ti, s)dsςj)ei |r

+ cn−rE |
n∑

i=1

ηiei |r +cn−rE |
n∑

i=1

(
n∑

j=1

∫

Aj

Em(ti, s)dsηj)ei |r= o(n−
r
3 ). (3.7)

由 Cr 不等式, 引理 1, 引理 3 和引理 4, 有

E | T4 |r ≤ cn−rE |
n∑

i=1

f̃(ti)
n∑

j=1

ej

∫

Aj

Em(ti, s)ds |r +cn−rE |
n∑

i=1

ς̃i

n∑
j=1

ej

∫

Aj

Em(ti, s)ds |r

+ cn−rE |
n∑

i=1

η̃i

n∑
j=1

ej

∫

Aj

Em(ti, s)ds |r= o(n−
r
3 ). (3.8)

由 Cr 不等式, (3.1)–(3.8) 式, 得

E | β̂n − β |r≤ E | T1 |r +E | T2 |r +E | T3 |r +E | T4 |r= o(n−
r
3 ) + o(n−2κr) + o(τ2r

m ),

定理 1 得证.
定理 2 若本文假设 (1)–(5) 成立, 且存在 r > 2, δ > 0, λ > r(r+δ)

2δ
和 α(n) = o(n−λ), 使

得 sup
i

E | ei |r+δ< ∞, 且满足

E | ςi |2r∨(r+δ)< ∞, E | ηi |2r∨(r+δ)< ∞, 0 < ε <
r

3
− 2

3
,

则 E | ĝn(t)− g(t) |r= o(n−κr) + o(τ r
m) + o(n−

r
3 ).

证 注意到

ĝn(t)− g(t) =
n∑

i=1

(xiβ + g(ti) + εi −Xiβ̂n)
∫

Ai

Em(t, s)ds− g(t)

=
n∑

i=1

f(ti)(β − β̂n)
∫

Ai

Em(t, s)ds +
n∑

i=1

(β − β̂n)ηi

∫

Ai

Em(t, s)ds

+ (
n∑

i=1

g(ti)
∫

Ai

Em(t, s)ds− g(t)) +
n∑

i=1

εi

∫

Ai

Em(t, s)ds

−
n∑

i=1

ςi(β̂n − β)
∫

Ai

Em(t, s)ds−
n∑

i=1

ςiβ

∫

Ai

Em(t, s)ds

=
6∑

i=1

Ti. (3.9)

由引理 2, 有

E | T1 |r ≤ c |
n∑

i=1

f(ti)
∫

Ai

Em(t, s)ds |r E | β − β̂n |r

≤ cE | β − β̂n |r . (3.10)
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由 Cauchy-Schwarz 不等式和引理 5, 有

E | T2 |r ≤ c(E |
n∑

i=1

ηi

∫

Ai

Em(t, s)ds |2r)1/2(E | β − β̂n |2r)1/2

= o(n−
r
3 )(E | β − β̂n |2r)1/2. (3.11)

由引理 1, 可得
E | T3 |r= o(n−κr) + o(τ r

m). (3.12)

由引理 4, 有

E | T4 |r≤ (nε

n∑
i=1

E | εi

∫

Ai

Em(t, s)ds |r +(
n∑

i=1

‖ εi

∫

Ai

Em(t, s)ds ‖2
r+δ)

r/2) = o(n−
r
3 ).

(3.13)
由 Cauchy-Schwarz 不等式和引理 5, 有

E | T5 |r ≤ c(E |
n∑

i=1

ςi

∫

Ai

Em(t, s)ds |2r)1/2(E | β − β̂n |2r)1/2

= o(n−
r
3 )(E | β − β̂n |2r)1/2. (3.14)

由引理 5, 有

E | T6 |r= E |
n∑

i=1

ςiβ

∫

Ai

Em(t, s)ds |r= o(n−
r
3 ). (3.15)

由 Cr 不等式和 (3.10)–(3.15) 式, 有

E | ĝn(t)− g(t) |r ≤ c(E | T1 |r +E | T2 |r +E | T3 |r +E | T4 |r +E | T5 |r +E | T6 |r)
= o(n−κr) + o(τ r

m) + o(n−
r
3 ).

定理 2 得证.
注 2 当 ςi = 0 时, 模型 (1.1) 退化为一般的部分线性回归模型, 因此模型 (1.1) 是一般的

部分线性模型的推广. 文献 [4] 要求 ei 独立而本文只需 ei 是 α - 混合, 在条件比文献 [4] 弱的
情况下, 由定理 1 和定理 2 可以直接得到文献 [4] 相应的结论. 进一步, 当 β = 0 时模型 (1.1)
退化为非线性模型, 在文献 [7] 中要求 ei 是 ϕ - 混合, 而模型 (1.1) 是 α - 混合比文献 [7] 的
条件弱, 因此文献 [7] 的结论是定理 2 的推论.
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THE MOMENT CONVERGENCE RATES OF PARTLY LINEAR

ERRORS-IN-VARIABLES MODEL WITH α-MIXING ERRORS

JIN Li-hong
(Department of Basic, College of City, Wuhan University of Science and Technology,

Wuhan 430083, China)

Abstract: In this paper, we discuss the moment convergence rates of partly linear errors-

in-variables model. Using wavelet smoothing and modified least-squares methods, we investigate

a partly linear errors-in-variables model with α-mixing sequence, the wavelet estimators of the

parametric parts and nonparametric parts are given. We obtain the moment convergence rates of

wavelet estimators, which extend some present conclusions.

Keywords: α-mixing; partly linear errors-in-variables model; wavelet estimation; modified

least-squares; moment convergence rate
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