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摘要: 本文研究了一类线性约束变分不等式 (VI) 的幂罚函数法求解问题. 利用 VI 的 KKT 条

件, 将 VI 转化为等价的混合互补问题和一个新的 VI 问题, 并在一定条件下分析了解的存在性和唯一

性. 利用度理论证明了幂罚方程组解的存在性与唯一性. 由以上结果最终证明了幂罚函数法的收敛性,

即幂罚方程组的解收敛于 VI 问题的解.

关键词: 变分不等式; 线性约束; 互补问题; 幂罚函数法

MR(2010) 主题分类号: 90C33 中图分类号: O224

文献标识码: A 文章编号: 0255-7797(2017)03-0457-10

1 引言

定义 1.1 [1] 设K ⊆ Rn, F : K → Rn, 所谓变分不等式问题 (VI(K,F )) 是指: 求 x ∈ K,
使得不等式

(y − x)T F (x) ≥ 0, ∀y ∈ K

成立. 满足上述不等式的 x 称为 VI(K, F ) 的解, 解的全体记为 SOL(K, F ).
当K = Rn

+ 时, VI(K, F ) 等价于如下的非线性互补问题: 求 x ∈ Rn, 满足

x ≥ 0, F (x) ≥ 0, xT F (x) = 0

变分不等式与互补问题在经济理论、控制论、对策论、交通、社会及网络平衡等学科中

有着广泛而重要的应用 [1]. 求解一般变分不等式问题的算法有很多, 主要包括
(1)基于变分不等式的等价非光滑方程形式的 Josephy - 牛顿算法;
(2)基于变分不等式的间隙函数的优化算法;
(3)基于KKT条件将变分不等式转化为互补问题,利用互补问题的算法, 包括内点算法、

半光滑牛顿算法以及光滑化牛顿法等 [10]. 对于满足特殊条件的变分不等式又有一些特殊的
有效算法. 关于变分不等式的各种具体算法可参见文献 [1], 而互补问题的各种有效算法则可
参见文献 [11].
本文主要研究的幂罚函数法最早是由文献 [3]提出的, 用于求解无限维线性互补问题; 文

献 [2]又将幂罚函数法用于求解无限维非线性互补问题. 而文献 [4–6]又对幂罚函数法做了进
一步的推广, 将其分别应用于求解有限维线性互补问题、非线性互补问题和混合互补问题
等. 文献 [7, 10]则对文献 [5, 6]中的一些结果做了改进, 并将幂罚函数法推广至求解约束域
为 K = {x ∈ Rn | Ax = b, x ≥ 0} 的 VI(K, F ), 具体做法是利用 VI(K, F ) 的 KKT 条件将
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VI(K, F ) 转化为等价的互补问题, 进而设计幂罚函数法求解, 且将这一结果应用于求解非对
称交通均衡问题. 最近, 文献 [8]又将幂罚函数法应用于求解有限维障碍问题.
本文主要研究利用幂罚函数法求解约束域为

K = {x ∈ Rn | Ax = b, Cx ≤ d} (1.1)

的 VI(K,F ), 其中 A,C 分别是 l × n,m × n 的实矩阵. 下文出现的 VI(K,F ) 中的 K 均

是形如 (1.1) 式所定义. 首先, 利用 KKT 条件和互补问题与变分不等式的等价性给出了与
VI(K, F ) 等价的两个问题, 并在一定条件下分析了这些问题的解的存在性和唯一性; 然后,
根据等价的混合互补问题提出对应的幂罚方程组, 并利用度理论的有关结论证明了幂罚方程
组的解的存在性以及唯一性; 最后, 证明了幂罚函数法的收敛性, 即幂罚方程组的解是收敛于
VI(K, F ) 的解的.

2 两类等价问题

变分不等式问题 VI(K, F ) 的 KKT 条件是如下的混合互补问题.
问题 2.1 求 (xT , uT , vT )T ∈ Rn × Rl × Rm, 使得

F (x)−AT u− CT v = 0, Ax = b, 0 ≥ v ⊥ Cx− d ≤ 0. (2.1)

定理 2.1 x∗ ∈ Rn 是 VI(K,F ) 的解当且仅当存在 u∗ ∈ Rl, 0 ≥ v∗ ∈ Rm, 使得
(x∗T , u∗T , v∗T )T 是问题 2.1 的解.
证 若 x∗ ∈ SOL(K,F ), 则 x∗ 是如下线性规划问题的解

min xT F (x∗),

s.t. Ax = b, Cx ≤ d.

从而存在 u∗ ∈ Rl, 0 ≥ v∗ ∈ Rm 是其 KKT 条件 (2.1) 的解.
反之, 设 (x∗T , u∗T , v∗T )T 是 (2.1) 式的解, 则有 Ax = Ax∗ = b, v∗T (Cx∗ − d) = 0, 从而

∀x ∈ K, 有

(x−x∗)T F (x∗) = (x−x∗)T (AT u∗+CT v∗) = [Ax−Ax∗]T u∗−[Cx−Cx∗]T v∗ = [Cx−d]T v∗ ≥ 0.

最后的不等式成立, 是因为 Cx ≤ d, v∗ ≤ 0, 从而证得 x∗ 是 VI(K, F ) 的解.
由此可知 VI(K, F ) 与其 KKT 条件 (问题 2.1) 等价, 即求解 VI(K, F ) 等价于求解问题

2.1.
令 K1 = {(xT , uT , vT )T |(xT , uT , vT )T ∈ Rn × Rl × Rm, v ≤ 0}, 容易验证 K1 是 Rn ×

Rl × Rm 中的凸锥, 利用K1 定义如下变分不等式问题.
问题 2.2 求 z = (xT , uT , vT )T ∈ K1, 使得 ∀ω ∈ K1 都有

(ω − z)T G(z) ≥ 0, (2.2)

其中

G(z) = G(x, u, v) =




F (x)−AT u− CT v

Ax− b

Cx− d


 .
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关于问题 2.1 和问题 2.2, 我们有如下结论.
定理 2.2 设 z = (xT , uT , vT )T ∈ Rn × Rl × Rm, 则 z 是问题 2.1 的解, 当且仅当 z 是问

题 2.2 的解.
该定理的证明可以参看文献 [6]. 由此可知 VI(K, F )、问题 2.1 和问题 2.2 三者等价.
在下文中, 我们将用 ‖ · ‖p 表示 Rn 空间中向量的 lp 范数. 特别地, ‖ · ‖2 表示欧几里得

范数. 对于 VI(K,F ), 做如下的假设.
A1 设 F (x) 在 Rn 上连续, 且 ξ - 单调, 即存在 ξ ∈ (1, 2] 和 α > 0, 使得

(x− y)T (F (x)− F (y)) ≥ α‖ x− y ‖ξ
2, ∀x, y ∈ Rn.

A2 设线性独立约束规格 (LICQ) 成立, 即矩阵 B =

(
A

C

)
是行满秩的, 从而 A,C 均

是行满秩矩阵, 且有 Rank(B) = Rank(A) + Rank(C) = l + m ≤ n.
在假设条件 A1 下, 由文献 [1]中定理 2.3.3 可知 VI(K, F ) 有唯一解, 记为 x.
在假设条件 A2 下, 容易证明线性方程组 Ax = b, Cx = d 有公共解. 本文接下来的讨论

都是假设条件 A1 和 A2 是成立的.
引理 2.1 对于任意 zi = (xT

i , uT
i , vT

i )T ∈ Rn ×Rl ×Rm, i = 1, 2, 问题 2.2 中定义的函数
G(z) 满足

(z1 − z2)T (G(z1)−G(z2)) ≥ α‖ x1 − x2 ‖ξ
2,

其中 ξ ∈ (1, 2], α > 0.
证 由函数 G(z) 的定义容易得

(z1 − z2)T (G(z1)−G(z2)) = (x1 − x2)T (F (x1)− F (x2)),

由于 A1 成立, 故存在 ξ ∈ (1, 2], α > 0 使得

(x1 − x2)T (F (x1)− F (x2)) ≥ α‖ x1 − x2 ‖ξ
2,

从而有

(z1 − z2)T (G(z1)−G(z2)) ≥ α‖ x1 − x2 ‖ξ
2.

定理 2.3 问题 2.2 有唯一解.
证 由定理 2.1 知问题 2.1 有解, 设为 z = (xT , uT , vT )T , 由定理 2.2 知 z 也是问题 2.2

的解, 即问题 2.2 有解. 即有

F (x)−AT u− CT v = F (x)− (AT , CT )

(
u

v

)
= 0.

两边左乘 B =

(
A

C

)
, 得

BF (x)−BBT

(
u

v

)
= 0.
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由 Rank(B) = Rank(A) + Rank(C) = l + m ≤ n 知 BBT 可逆, 从而有
(

u

v

)
= (BBT )−1BF (x). (2.3)

故由 x 的唯一性, 可得 u, v 也都是唯一的, 即问题 2.2 有唯一解.

3 幂罚方程组及其解的存在唯一性

考虑如下的非线性、非光滑的方程组:
问题 3.1 求 zλ = (xT

λ , uT
λ , vT

λ )T ∈ Rn × Rl × Rm, 使得

G(zλ) + λΦ(zλ) = 0, (3.1)

其中 Φ(zλ) = Φ(xλ, uλ, vλ) =




0
0

[vλ]1/k
+


, λ ≥ 1 是罚参数, k ≥ 0 是幂参数, [u]+ =

max {u, 0}, 对于 y = (y1, y2, · · · , yn)T ∈ Rn, a > 0, 规定 ya = (ya
1 , ya

2 , · · · , ya
n)T .

方程组 (3.1) 式称为问题 2.1 的幂罚方程组. 本节将主要应用度理论证明 (3.1) 式解的存
在性, 并证明其唯一性. 为此, 先将需要用到的度理论的有关结论 (详见文献 [9]) 叙述如下.
在以下结论中, 设 E ⊂ Rn 为有界开集, E 和 ∂E 分别表示 E 的闭包和边界.
引理 3.1 [9] 设 I : Rn → Rn 是恒等映射, 若 y ∈ E, 则 deg(I, E, y) = 1.
引理 3.2 [9] (同伦不变性) 设H : E× [0, 1] ⊂ Rn+1 → Rn 是一连续函数, 若 y ∈ Rn 满足

y /∈ {H(x, t) | (x, t) ∈ ∂E × [0, 1]},

则 deg(H(x, t), E, y) 是与 t ∈ [0, 1] 无关的一个常数.
引理 3.3 [9] 设 f : E → Rn 是连续函数, 若 y /∈ f(∂E), 且 deg(f,E, y) 6= 0, 则方程组

f(x) = y 在 E 中有解.
为了利用以上结论证明幂罚方程组 (3.1) 的解的存在性, 先构造如下的同伦函数

H(z, t) = tΨ(z) + (1− t)z, t ∈ [0, 1],

其中

z = (xT , uT , vT )T , Ψ(z) = G(z) + λΦ(z),

则 H(z, t) 在 E × [0, 1] 上是连续的. 如果 H(z, t) = 0 有解, 则其解有如下性质:
引理 3.4 对于任意的 λ ≥ 1, t ∈ [0, 1], 若H(z, t) = 0 有解 zλt = (xT

λt, u
T
λt, v

T
λt)

T , 则存在
不依赖于 λ, t 和 zλt 的正数M , 使得

‖ xλt ‖2≤ M.

证 (a)当 t = 0 时, H(z, 0) = z, 即 H(z, 0) 为恒等映射, H(z, 0) = 0 有唯一解 z = 0.
(b)当 t ∈ (0, 1] 时, 在等式

H(zλt, t) = tΨ(zλt) + (1− t)zλt = 0
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两边左乘 zT
λt, 得

tzT
λtΨ(zλt) = (t− 1)zT

λtzλt,

即

zT
λt[G(zλt) + λΦ(zλt)] = −1− t

t
zT

λtzλt.

设 x0 是方程组 Ax = b, Cx = d 的一个公共解, 记 z0 = (xT
0 , 0T , 0T )T , 由函数 G(z) 和 Φ(z)

的定义可得

zT
λt[G(zλt)−G(z0)] = −λvT

λt[vλt]
1/k
+ − xT

λtF (x0)− 1− t

t
zT

λtzλt,

从而

(zλt − z0)T [G(zλt)−G(z0)] = −λvT
λt[vλt]

1/k
+ − xT

λtF (x0)− 1− t

t
zT

λtzλt + xT
0 F (x0).

再由引理 2.1, 可以得到

α‖ xλt − x0 ‖ξ
2 ≤ (zλt−z0)T [G(zλt)−G(z0)] = −λvT

λt[vλt]
1/k
+ −xT

λtF (x0)−1− t

t
zT

λtzλt+xT
0 F (x0).

又 vλt = [vλt]+ − [vλt]−, 其中 [v]− = max{−v, 0}, 则有 [vλt]T+[vλt]− = 0, 因此有

−vT
λt[vλt]

1/k
+ = −([vλt]+ − [vλt]−)T [vλt]

1/k
+ = −[vλt]T+[vλt]

1/k
+ ≤ 0,

且 t ∈ (0, 1] 时有

−1− t

t
zT

λtzλt ≤ 0.

结合上面两式及 Cauchy-Schwarz 不等式有

α‖ xλt − x0 ‖ξ
2 ≤ −xT

λtF (x0) + xT
0 F (x0) ≤ ‖ xλt − x0 ‖2‖ F (x0) ‖2.

从而有

‖ xλt − x0 ‖2 ≤ (α−1 ‖ F (x0) ‖2)
1/(ξ−1).

进一步有

‖ xλt ‖2 ≤ (α−1 ‖ F (x0) ‖2)
1/(ξ−1) + ‖ x0 ‖2 = M.

结合 (a)、(b) 两种情况即证明了引理.
推论 3.1 对于任意的 λ ≥ 1, 若 Ψ(z) = 0 (即问题 3.1) 有解 zλ = (xT

λ , uT
λ , vT

λ )T , 则存在
不依赖于 λ 和 zλ 的正数M ′, 使得

‖ xλ ‖2≤ M ′, ‖ yλ ‖2≤ M ′,

其中 yλ = (uT
λ , vT

λ )T .
证 在引理 3.4 中取 t = 1 即可得第一个不等式.
由 (2.3) 式可知

yλ =

(
uλ

vλ

)
= (BBT )−1BF (xλ),
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其中 B = (AT , CT )T , 从而有

‖ yλ ‖2≤‖ (BBT )−1 ‖2 · ‖ B ‖2 · ‖ F (xλ) ‖2 .

由条件 A1 的假设, F (x) 是连续的, 又由上面的证明知, 对于任意的 λ ≥ 1, ‖ xλ ‖2 都是有界

的, 从而 ‖ F (xλ) ‖2 是有界的, 也就证明了第二个式子.
下面证明问题 3.1 的解存在且唯一.
定理 3.1 对于任意的 λ ≥ 1, 问题 3.1 有唯一解.
证 设M 是引理 3.4 中所定义的正数, 取 r > M , 令

D = {z = (xT , uT , vT )T |‖ x ‖2< r, ‖ (uT , vT )T ‖2< r},

则 D 是 Rn+m+l 中的有界开集. 由同伦函数

H(z, t) = tΨ(z) + (1− t)z, t ∈ [0, 1]

的定义可知, H(z, t) 在 D × [0, 1] 上连续.
由引理 3.4, 对于任意的 λ ≥ 1, t ∈ [0, 1], 若 H(z, t) = 0 有解 zλt = (xT

λt, u
T
λt, v

T
λt)

T , 则有

‖ xλt ‖2≤ M < r.

从而有 zλt /∈ ∂D, 即方程 H(z, t) = 0 在 ∂D × [0, 1] 上没有解, 由引理 3.2 有

deg(H(z, 1), D, 0) = deg(H(z, 0), D, 0),

而 H(z, 0) = z = I(z) 为恒等映射, 且 0 ∈ D, 由引理 3.1 知 deg(I, D, 0) = 1. 又 H(z, 1) =
Ψ(z), 从而有

deg(Ψ(z), D, 0) = deg(H(z, 1), D, 0) = deg(H(z, 0), D, 0) = deg(I, D, 0) = 1.

再由引理 3.3 可得方程 Ψ(z) = 0 在 D 中有解, 即问题 3.1 的解存在.
下证问题 3.1 的解是唯一的. 设 zi = (xT

i , uT
i , vT

i )T (其中 i = 1, 2) 是问题 3.1 的两个解.
容易证明 Φ(z) 是单调的 (可参考文献 [10]), 故有

(z1 − z2)T (Φ(z1)− Φ(z2)) = (v1 − v2)T ([v1]
1/k
+ − [v2]

1/k
+ ) ≥ 0.

从而

0 = (z1 − z2)T (Ψ(z1)−Ψ(z2)) = (z1 − z2)T (G(z1)−G(z2)) + (z1 − z2)T (Φ(z1)− Φ(z2))

≥ (z1 − z2)T (G(z1)−G(z2)).

由引理 2.1 立即可得 x1 = x2. 而由 (2.3) 式可知
(

u1

v1

)
= (BBT )−1BF (x1),

(
u2

v2

)
= (BBT )−1BF (x2),
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可得

(
u1

v1

)
=

(
u2

v2

)
. 从而 z1 = z2, 唯一性得证.

4 幂罚函数法的收敛性分析

下面主要证明问题 3.1 的解收敛于问题 2.2 的解.
由定理 3.1 和推论 3.1 可知, 若 zλ = (xT

λ , uT
λ , vT

λ )T 是问题 3.1 的解, 则存在有界集
S ⊂ Rn, 使得 ∀λ ≥ 1, 都有 xλ ∈ S, 利用这个性质, 接下来证明 ‖ [vλ]+ ‖2→ 0 (λ →∞).
引理 4.1 对于任意的 λ ≥ 1, 设 zλ = (xT

λ , uT
λ , vT

λ )T 是 (3.1) 的解, 则存在不依赖于 λ 和

zλ 的正数M0, 使得
‖ [vλ]+ ‖2≤ M0λ

−k.

证 在 (3.1) 式两边左乘 (0T , [vλ]T+), 得

[vλ]T+(Cxλ − d) + λ[vλ]T+[vλ]1/k
+ = 0.

设 p = 1 + 1/k, q = 1 + k, 由 Hölder 不等式有

λ[vλ]T+[vλ]1/k
+ = λ‖[vλ]+‖p

p = −[vλ]T+(Cxλ − d) ≤ ‖[vλ]+‖p · ‖Cxλ − d‖q,

即

‖[vλ]+‖p−1
p ≤ ‖Cxλ − d‖q · λ−1.

两边开 p− 1 次方得

‖[vλ]+‖p ≤ ‖Cxλ − d‖1/(p−1)
q · λ−1/(p−1) ≤ MSλ−k, (4.1)

其中MS = sup
ω∈S

‖ Cω − d ‖k
q , S 是如上所定义的有界集.

由欧几里得空间中范数的等价性可知存在正数 δ, 使得

‖[vλ]+‖2 ≤ δ‖[vλ]+‖p.

结合 (4.1) 式可得
‖[vλ]+‖2 ≤ δMSλ−k = M0λ

−k,

其中M0 = δMS .
下面介绍主要的收敛定理.
定理 4.1 对于任意的 λ ≥ 1, 设

z = (xT , uT , vT )T , zλ = (xT
λ , uT

λ , vT
λ )T

分别是问题 2.1 和问题 3.1 的解. 则存在不依赖于 λ 和 zλ 的正数 L, 使得

‖ x− xλ ‖2≤ Lλ−k/(ξ−1).

进一步, 若令 y = (uT , vT )T , yλ = (uT
λ , vT

λ )T , 则有 lim
λ→+∞

yλ = y.
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证 将 z − zλ 分解如下

z − zλ = z −




0
0

[vλ]+


 +




−xλ

−uλ

[vλ]−


 = rλ −




0
0

[vλ]+


 ,

其中 rλ = z + (−xT
λ ,−uT

λ , [vλ]T−)T , 注意到 z − rλ = (xT
λ , uT

λ ,−[vλ]T−)T ∈ K1, 用 z − rλ 替换

(2.2) 式中的 ω 可得

−rT
λ G(z) ≥ 0, (4.2)

在 (3.1) 式两边左乘 rT
λ 得

rT
λ G(zλ) + λrT

λ Φ(zλ) = 0. (4.3)

将 (4.2) 和 (4.3) 式相加可得

rT
λ [G(zλ)−G(z)] + λrT

λ Φ(zλ) ≥ 0. (4.4)

由 [vλ]T−[vλ]1/k
+ = 0, v ≤ 0, [vλ]1/k

+ ≥ 0 可得

rT
λ Φ(zλ) = (v + [vλ]−)T [vλ]1/k

+ = vT [vλ]1/k
+ ≤ 0.

结合 (4.4) 式可得
rT

λ [G(z)−G(zλ)] ≤ 0.

又 [vλ]− = −vλ + [vλ]+, 有 rλ = z − zλ + (0T , 0T , [vλ]T+)T , 则上面的不等式变为

(z − zλ)T [G(z)−G(zλ)] ≤ −[vλ]T+C(x− xλ).

再由引理 2.1 和引理 4.1, 以及上述不等式, 并利用 Cauchy-Schwarz 不等式, 有

α‖ x− xλ ‖ξ
2 ≤‖ [vλ]+ ‖2 · ‖ C ‖2 · ‖ x− xλ ‖2≤ M0λ

−k ‖ C ‖2 · ‖ x− xλ ‖2 .

即

‖ x− xλ ‖2≤ (α−1M0 ‖ C ‖2)1/(ξ−1)λ−k/(ξ−1) = Lλ−k/(ξ−1),

其中 L = (α−1M0 ‖ C ‖2)1/(ξ−1), M0 是引理 4.1 中所定义的正数.
注意到 z, zλ 分别是问题 2.1 和问题 3.1 的解, 即分别满足

0 = F (x)−AT u− CT v = F (x)−BT y, 0 = F (xλ)−AT uλ − CT vλ = F (xλ)−BT yλ,

其中 B = (AT , CT )T . 两式相减便有

F (x)− F (xλ) = BT (y − yλ).

又因 B 是行满秩矩阵, 故有

y − yλ = (BBT )−1B[F (x)− F (xλ)]. (4.5)
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再由定理的前部分结果以及函数 F (x) 的连续性, 容易得到 lim
λ→+∞

(y − yλ) = 0, 即

lim
λ→+∞

yλ = y.

这就完成了定理的证明.
所谓 F (x) 是 Hölder 连续的, 是指存在常数 β > 0, γ ∈ (0, 1], 使得

‖ F (x1)− F (x2) ‖2≤ β ‖ x1 − x2 ‖γ
2 , ∀x1, x2 ∈ Rn. (4.6)

从定义中可知, 当 γ = 1 时, Hölder 连续就是 Lipschitz 连续. 对于 Hölder 连续和 Lipschitz
连续, 我们有下面的推论.
推论 4.1 对于任意的 λ ≥ 1, 设 z = (xT , uT , vT )T , zλ = (xT

λ , uT
λ , vT

λ )T 分别是问题 2.1
和问题 3.1 的解. 令 y = (uT , vT )T , yλ = (uT

λ , vT
λ )T .

(1)若 F (x) 是 Hölder 连续的, 则存在不依赖于 λ 和 zλ 的正数M1, 使得

‖ y − yλ ‖2≤ M1λ
−kγ/(ξ−1).

(2)若 F (x) 是强单调且 Lipschitz 连续的, 则存在不依赖于 λ 和 zλ 的正数M2, 使得

‖ y − yλ ‖2≤ M2λ
−k.

证 (1)由 (4.5) 式和 Hölder 连续的定义 (4.6), 有

‖ y − yλ ‖2=‖ (BBT )−1B ‖2‖ F (x)− F (xλ) ‖2≤‖ (BBT )−1B ‖2 β ‖ x− xλ ‖γ
2 .

再由定理 4.1 可得结论.
(2)强单调即 ξ = 2, Lipschitz 连续即 γ = 1, 结合定理 4.1 及 (1) 的结果可得 (2).
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POWER PENALTY METHOD FOR VARIATIONAL INEQUALITY

PROBLEMS WITH A CLASS OF LINEAR CONSTRAINTS
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Abstract: In this paper, we study the problem that adopts power penalty method to solve

a variational inequality (VI) problem with a class of linear constraints. Under certain conditions,

by using the KKT condition of the VI, we transform the VI problem into an equivalent mixed

complementarity problem and a new VI problem and analyze the existence and uniqueness of

the solutions. In addition, we prove the existence of solution of the power penalty equations by

degree theory and the uniqueness. At last, we prove the convergence of the power penalty method,

in other words, the solution of the power penalty equations converges to the solution of the VI

problem.

Keywords: variational inequality; linear constraint; complementarity problem; power

penalty method
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