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摘要: 本文是一篇综述性的文字, 内容主要是近年来有关鞅空间理论的发展状况, 特别是集中

于 B - 值鞅和弱型鞅空间两个部分, 可以看做是整个鞅空间理论发展的一个侧面. 希望以此引起读者

对鞅论的了解和进一步研究的兴趣. 具体内容分为以下三节: 1. 研究鞅空间理论的意义, 阐述鞅空间

理论与调和分析的关系; 2. 鞅空间理论的向量值化, 阐述 B - 值鞅不等式与 Banach 空间几何学的相

互依存关系; 3. 弱型鞅空间与变指数鞅空间的不等式及其应用.
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编辑部约我写一篇关于鞅论方面的综述文字, 我想鞅论是一个庞大的体系, 从何处下笔
一时难以厘定. 考虑再三莫若从这些年来我们在鞅空间理论方面所做的工作谈起, 希望对感
兴趣的读者有所裨益. 这些文字内容当然不是很基础的, 需要有一点鞅论的常识读起来才较
为方便. 由篇幅所限, 文中所涉及的符号、概念等也不可能一一例举, 读者可以参考龙瑞麟的
专著 [46] 或拙著 [35].

1 研究鞅空间理论的意义

作为随机过程研究的一个对象, 从理论传承的角度来看鞅论最自然的起源应该是对于
独立增量随机序列的研究, 鞅保留了此种序列的基本属性而扩大了它的范围. 鞅的概念最早
于上世纪 30 年代末由 Ville 引入, Levy 研究了它的基本属性. 40 年代美国概率与分析学家
Doob 一直潜心于鞅论的研究, 得到了奠基性的重要成果, 以至于使得鞅论成为概率论与随机
过程理论中的一个独立的分支. 50 年代初 Doob 出版了他的里程碑式的专着《随机过程》一
书 [14]. 可贵的是之后 Doob 还系统地比较了鞅与复分析中调和函数的属性, 二者虽然构建
在不同的地基之上, 定义方式也迥然不同, 属性上却有颇多相似之处. 以至于后来鞅论和实与
复分析、调和分析等学科有了不可分割的联系.

50 年代以后有关鞅论的研究在广度和深度方面都得到迅猛的发展, 它在概率论中的地位
不断凸显, 向其它数学分支的渗透也一路高歌猛进. 大致上讲, 可以将其走向归纳为三个方
面: 一是沿着随机过程与数理统计方向的延伸, 乃至渗透到高度发展的随机积分与随机微分
方程理论中去; 二是沿着函数空间与调和分析方向的发展, 形成了鞅空间的一套广袤的理论;
三是与形形色色的实际问题相结合促成新的应用学科分支的发展. 比较突出的例子是与传染
病模型的结合以及与金融理论的结合, 投资风险评估、期权定价等等. 时至今日, 鞅论已然成
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为理论系统, 内容浩瀚, 应用广泛的一门学科. 然而无论是自身的理论体系还是思想方法上对
于其它学科的借鉴和应用, 鞅论都还在不断地发展着.

作者有幸近年来一直从事鞅空间理论方面的研究, 就某些感兴趣的课题做了一些有益的
探索. 借此机会, 我们将对这些工作进行一点阐述与回顾, 文字上并不追求内容的全面性, 而
是着重于阐述研究工作的背景以及当初发展的思路. 我们的工作主要集中于鞅空间的向量值
化以及通过扩大鞅空间生成函数的类型以扩展鞅空间理论的适用范围. 其实, 鞅又可以分为
离散鞅和连续鞅, 单参数鞅与多参数鞅, 由于我们初始研究的目的在于刻画值空间的几何特
征, 我们只是集中于离散鞅, 间或涉及多参数鞅. 不过单参数的离散鞅毕竟是整个理论的思想
方法体现最为集中的部分, 也是整个理论的基础. 由篇幅所限, 同时期的其它工作, 例如关于
重排不变空间中的鞅理论以及非交换鞅论, 本文无法兼及, 没有提及并非意欲降低它们的重
要性.

说到鞅空间理论, 先得知道经典函数空间理论以及鞅论与它的关系. 实际上早先的 Hp

空间理论只不过是复分析中的一章. 到了上世纪 70 年代, 经典复分析、调和分析与算子理
论得到重大发展, 特别是以 Burkholder-Gundy-Silverstein 的工作为标志可以说走上了一个
新的台阶. 他们证明了单位圆中的一个解析 (或调和) 函数 u 属于 Hp 当且仅当它的非切向

极大函数 u∗ 属于 Lp (1 < p < ∞), 即所谓的 Hp 函数的实变刻画. 紧接着 Fefferman-Stein
又把这一结果推广到高维情况, 给出了高维 Hp 空间的几种实变刻画. 如此以来一个带有本
质性的事实被揭示出来: Hp 空间的概念原来根本不依赖于函数的解析性或者调和性, 这和
长期以来在复分析氛围下人们的观念大相径庭. 在此基础上实变的 Hp 空间理论发展起来

了. 1961 年 John 与 Nirenberg 发现了 H1 的共轭空间是 BMO ―有界平均震荡空间, 人们
的视野开始关注到对于 Lebesgue 空间, Hardy 空间, BMO 以及 Sobolev 空间, Besov 空间,
Triebel-Lizorkin 空间等一系列更加广泛的空间类的研究, 对于它们的结构的、拓扑的乃至几
何属性进行系统地考察. 在 1974 及以后的几年里, Coifman, Taibleson 与Weiss 等发现了
Hp 空间的原子结构与分子结构, 包括一维的和高维的, 使得原子分解和分子分解方法成为研
究空间结构的重要工具. 与此同时, Ap - 权与加权不等式、实和复内插方法与内插空间理论
也蓬勃发展起来. 直到 70 年代末 80 年代初, 关于 Lipschitz 曲线上 Calderon-Zygmund 奇异
积分算子的 L2 有界性的证明以及 T (1), T (b) 判别准则的建立, 这一系列成果不仅使经典分
析中一些重大问题实现了突破, 从而大大扩展了函数空间与调和分析理论的内涵, 而且在此
过程中围绕 Hp 空间理论发展了一整套实变的技巧, 进而促进了鞅论中以 Hp 空间为代表的

相应理论的发展.

鞅空间理论与调和分析二者的相互影响与渗透是双向的. 首先不仅鞅空间理论中的许多
概念源自调和分析, 而且二者研究的课题也存在一定的相似性. 例如二者都研究极大函数的
有界性, 都有各自的 Hp 空间、BMO 空间, 都广泛地运用了泛函分析的工具等. 鞅空间理论
实际上是概率论、调和分析与泛函分析理论的交叉. 更细致地说, 鞅论中的H1 与 BMO 的对
偶, John-Nirenberg 定理, Hp 鞅的原子分解, 凸 Φ 函数不等式, Ap - 权与加权不等式, 内插
空间等都借鉴了调和分析, 或者多多少少具有调和分析的背景, 以至于可以说至今为止调和
分析中许多结论在鞅论中都有“令人满意的对应”. 另一方面, 鞅论中丰富的思想方法和技
巧又反馈到调和分析的研究中, 它不仅是经典 Hp 理论的延伸, 而且往往能够为其结论提供
更加便捷和更加精准的证明. 例如鞅论中的停时与好 λ - 不等式的思想方法在调和分析中都
有很好的运用; 关于 BMO 函数的 Fefferman-Stein 分解, 其构造性证明的思想也来自于三进
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鞅. 更近的例子是 Burkholder 关于鞅变换的研究直接导致了一类叫做“具有无条件鞅差序列
(UMD) 性质的空间”的出现, 它揭示了上世纪初 Riesz 兄弟关于 Fourier 分析中著名问题的
真谛, 鞅变换对应着调和分析中的奇异积分算子, UMD 空间在向量值调和分析中起到了无可
替代的重要作用. 此外龙瑞麟、赵家昂与钱涛关于 T (b) 定理的鞅证明大大简化了原有的证
明, 它在 Calderon-Zygmund 奇异积分算子理论中显示了巨大的威力. 凡此种种都可以看出
鞅空间理论与调和分析不可分割的联系. 在这种意义上可以说, 鞅空间理论就是概率空间上
的调和分析.

一个鞅 f = (fn)n≥0 是一个适应于某个递增 (或递减) σ - 代数流 (Σn)n≥0 的随机变量序

列, 人们可以考察它的各种概率属性, 考察由鞅构成的各类空间的性质以及建立在各类空间
上的线性或次线性算子的连续性等等. 一个鞅与一个函数空间上的元素的最大区别在于: 一
般的函数空间中的元素是定义在既具有线性结构又具有拓扑结构的 Rn 上的可测函数, 鞅空
间中的元素却是定义在两者都不具备的概率空间之上的, 仅仅有一个 σ - 代数流可供利用.
所谓连续性、紧性、仿紧性、覆盖引理、Calderon-Zygmund 分解等等统统用不上. 所以看上
去一个 Rn 上的函数与一个随机变量都是表达某种函数关系, 实际上二者的差异很大, 要证
明如上面所说的那些类似的结果所使用的方法、技巧都有很大的不同, 甚至绝然不同. 于是不
难理解, 并非调和分析中的每个结论都能够在鞅论中找到合适的对应, 鞅空间理论更不是调
和分析理论的 copy. 在鞅论中, 人们开发了一整套诸如停时、选样、鞅变换、好 λ - 不等式、
原子分解等适合于自身的行之有效的方法, 从而赋予了鞅空间理论广阔的发展空间与无穷的
生命力, 这才有了今日繁盛的鞅空间理论的局面. 从现代数学的观点来看, 鞅比函数更能够
反映过程、反映信息, 反映逼近性. 就连递增 σ - 代数流的框架看上去也不无天然的合理性,
因为人们对于客观世界的认知过程乃至学习的、实践的经历无不是逐渐增加与扩宽的, 这也
是信息论的前提. 然而自然界或人类社会的某个规律, 如果是得之于无依托的某个随机状态
中, 应该说更能够显示出其客观规律性. 鞅空间理论的结论正因为是建立在一般概率空间之
上的, 鞅又是一个随机序列, 所以其结论更能显示出独立的价值.

2 鞅空间的向量值化

60、70 年代 Meyer, Dellacherier, Burkholder, Gundy 和 Davis 等关于标量值连续鞅与
离散鞅的工作大大活跃了鞅论的研究. 差不多同时, 一门新兴的数学学科分支蓬勃发展起来,
叫做 Banach 空间几何学. 它是围绕着如何刻画 Banach 空间的 Radon-Nikodym 性质为中心
发展起来的. 并非偶然的是, 在论证空间的可凹性与 RN 性质等价的时候, 证明是通过构造一
个在此空间中取值的一致有界而处处不收敛的鞅来实现的. 最后结论是对于一个 Banach 空
间来说, 其可凹性、RN 性质与取值于其中的鞅的收敛性彼此等价. 由此鞅具有了单纯考察其
概率属性以外的价值！从此关于 B - 值鞅与其值空间的几何特征相互关系的研究一发不可收
拾. 1977 年 Diestel 与 Uhl 出版了《向量测度》一书 [13], 该书是这方面研究成果的系统总结.
它在 Banach 空间几何理论中具有重要地位. 此书传到中国来的时候已经是 80 年代初了.

在《向量测度》专讲鞅论一章的注评中例举了法国数学家 Pisier 1975 年关于用鞅不等式
刻画值空间一致凸与一致光滑性的工作. 其中对于标量值鞅与向量值鞅有如下的评述: “标
量值鞅的不等式由于 Burkholder, Davis 与 Gundy 等人的工作被证明具有无可争议的重要
性. 长期以来向量值鞅的不等式却令人难以捉摸, 最可能的原因是在标量情况起到至关重要
作用的分布函数方法在向量值情况没有自然的类似物. 直到 Pisier 1975 年令人震惊的工作出
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现之前在这方面几乎没有任何的进展, 是他第一次证明了 B - 值鞅的不等式本质上依赖于值
空间的几何属性”. Diestel 与 Uhl 还预言: Pisier 的工作还只是一个开头, 这一领域的研究具
有极大的发展潜力.
实际上 Pisier 是在用鞅方法证明 Enflo 的超自反空间具有等价一致凸范数定理时得到他

的不等式的. Pisier 证明了 Banach 空间X 同构于 p (1 < p ≤ 2) 一致光滑 (或 q (2 ≤ q < ∞)
一致凸) 空间当且仅当存在常数 c > 0 使得每个取值于 X 的鞅满足

sup
n≥0

E ‖ fn ‖p≤ c

∞∑
n=0

E ‖ fn − fn−1 ‖p (或 sup
n≥0

E ‖ fn ‖q≥ c

∞∑
n=0

E ‖ fn − fn−1 ‖q)

(见文献 [52]). 之后, Pisier, Hoffman-Jorgensen, Woyczynski 等还用各种相关级数的收敛性
刻画了空间的光滑性. 然而在作者接触这段文字之后脑海中始终有一串挥之不去的疑问, 那
就是相对于标量值鞅不等式极为丰富的内容, 向量值鞅不等式为何如此贫乏？这种状况能否
改变？如何改变？

受 Pisier 文章启发, 在学习 Banach 空间几何理论与经典鞅论的基础上, 1987 年我们
在 B 值鞅的研究中首次引入了 p - 均方算子 S(p) 和条件 p - 均方算子 s(p) 的概念, 这里
0 < p < ∞,

S(p)(f) = (
∞∑

n=0

‖ dfn ‖p)
1
p , s(p)(f) = (

∞∑
n=0

E(‖ dfn ‖p| Σn−1))
1
p , ∀f = (fn),

其中 df0 = f0, dfn = fn − fn−1, n ≥ 1, (dfn)n≥0 称为 f 的鞅差, ‖ · ‖ 代表 Banach 空间X 中

的范数. 之后围绕 p - 均方算子建立了一系列与之有关的不等式, 事实证明 p 是值空间几何

性质的指标. p - 均方算子既是将 Banach 空间的几何性质与鞅不等式联系起来的关键, 又是
系统地建立 B - 值鞅空间理论的关键. 详细说来:

1. 有了 p - 均方算子, 才有可能定义各类 B - 值鞅的空间. 诸如 Hardy 空间 pH
s
a(X),

pH
S
a (X), pKa(X), pKa(X), pLa(X), pLa(X),可料空间 pDa(X), pQa(X);若以凸函数Φ代替

正实数 a又可得到Orlicz-Hardy空间 pH
s
Φ(X), pH

S
Φ(X)等,乃至空间BMOp(X), BMO+

p (X)
以及 Lorentz 空间、弱型空间等等. 其它还有由极大算子、平削算子、变差算子、鞅变换算子
等生成的一系列空间. 它们构成了 B - 值鞅空间理论研究的基本对象或者说基本土壤, 空间
与空间之间的相互关系, 各类算子的有界性等构成了 B - 值鞅空间理论的基本内涵, 它们远
比标量值鞅更为丰富.

2. 标量值鞅的很多不等式放在 B - 值情况一般不再成立, 究竟是否成立要看它的值空间
的几何属性而定. 例如著名的 Burkholder-Gundy-Davis 不等式在 B - 值情况下一般不再成
立. 此时 B-G-D 双边不等式被分为两个单边不等式, 以 Hardy 空间为例, 若 1 ≤ a < ∞, 它
们分别是

‖ f∗ ‖a≤ c ‖ S(p)(f) ‖a, ‖ S(q)(f) ‖a≤ c ‖ f∗ ‖a, ∀f = (fn). (1)

前者仅对 p (1 < p ≤ 2) 一致光滑空间成立; 后者仅对 q (2 ≤ q < ∞) 一致凸空间成立, 这里
f∗ = sup ‖ fn ‖ 是 f 的极大函数. 只有当值空间 X 同构于 Hilbert 空间时, 上面两式合二而
一成为

c−1 ‖ f∗ ‖a≤‖ S(2)(f) ‖a≤ c ‖ f∗ ‖a, ∀f = (fn). (2)
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此时它就和经典的标量值鞅情况完全一致了, 因为实数域或复数域都可以看成 Hilbert 空间
的特例. 许多鞅不等式的成立或者鞅空间之间的连续嵌入关系也都是这样的. 如此一来, B -
值鞅的不等式不仅大大扩展了经典鞅论的范围, 而且实际上经典的标量值鞅空间理论只是 B

- 值鞅论的一个特例.
3. B - 值鞅的最大特色还在于其中的不等式构成对于值空间几何性质的刻画. 换句话

说, 它不仅研究在值空间的某种几何条件下在其中取值的鞅不等式能否成立, 而且反过来研
究一定的鞅不等式成立所需要的值空间的几何条件. 例如, (1) 中第一个不等式如果对所有在
Banach 空间 X 中取值的鞅成立, X 一定具有等价笵数使之成为 p 一致光滑的. 也就是说,
第一个不等式成立是 X 同构于 p 一致光滑空间的充分必要条件. 同样, (1) 中第二个不等式
成立是 X 同构于 q 一致凸空间的充分必要条件, 而 (2) 中的双边不等式成立则是 X 同构于

Hilbert 空间的充分必要条件. 我们所得到的许多鞅不等式都具有这样的功能. 这使得 B - 值
鞅与 Banach 空间的几何性质有机结合在一起. 以往在考察经典鞅论时有一个疑问, 为什么
总是考虑均方函数 S(2) 或者条件均方函数 s(2) , 现在知道那是受到了值空间几何性质的制
约. 这只有通过研究取值于一般 Banach 空间的鞅理论才会得到合理的解释.

4. 探寻值空间的几何属性对 p 均方算子的依赖有多深刻, 这是一个饶有兴味的问题.
对此我们有下面的结论: X 同构于 q 一致凸空间当且仅当对于每个正规鞅 f = (fn), 集合
{f∗ < ∞} ⊂ {S(q)(f) < ∞} a.e., 即在相差一个 0 测度集上包含关系成立. X 同构于 p 一致

光滑空间当且仅当对于每个正规鞅, {S(p)(f) < ∞} ⊂ {f∗ < ∞} a.e., X 同构于 Hilbert 空
间当且仅当对于每个正规鞅, {f∗ < ∞} = {S(2)(f) < ∞} a.e. 对于非正规的鞅稍加辅助条件
同样能够得到类似的结论. 这即是值空间几何属性的微局部鞅刻画.

5. 关于用鞅不等式刻画值空间的几何属性, 除上面提到空间的嵌入关系、算子的有界
性以外, 我们还调动了其它可能的手段. 例如用关于上、下函数 M(f) = S(2)(f)

∨
f∗ 与

m(f) = S(2)(f)
∧

f∗ 的范数不等式以及关于微分从属的不等式刻画 Hilbert 空间的同构特
征; 用共轭空间的表现以及经典的 Azema-Gandy-Yor 定理―― L1 有界鞅一致可积的条件刻

画值空间的一致凸和一致光滑性. 甚至还使用过以标量值鞅的向量值可料变换刻画值空间的
2- 光滑性, 给出了相应的充分必要条件. 这些事实进一步反映了 B - 值鞅不等式与值空间几
何属性的紧密联系.

6. 像标量值鞅的情况一样, 加权与内插是 B - 值鞅论中热门的研究课题. 正如可以预料
的那样, 它们的许多结论也都依赖于空间的几何性质. 例如关于加权不等式, 我们证明了对于
满足 A∞

⋂
S− 条件的权函数, 相应的 Orlicz-Hardy 空间单边加权不等式成立

‖ f∗ ‖∼Φ≤ c ‖ S(p)(f) ‖∼Φ , ‖ S(q)(f) ‖∼Φ≤ c ‖ f∗ ‖∼Φ , ∀f = (fn).

当然也要视值空间是同构于 p 一致光滑空间还是 q 一致凸空间而定. 应用实内插方法, 我们
还证明了 B - 值鞅空间的内插不等式. 反过来, 应用鞅空间的内插不等式给出了空间 p 光滑

性与 q 一致凸性的内插继承性: 对于内插空间对 (X0, X1), 若 Xi (i = 0, 1) 分别同构于 pi 一

致光滑空间, 1 < p0, p1 ≤ 2, 0 < θ < 1, p = (1 − θ)/p0 + θ/p1, 则内插空间 (X0, X1)θp 同构

于 p 一致光滑空间. 对于 q 一致凸性, 对偶的结论也同样成立. 换句话说, 凸性和光滑性的指
标与空间一样满足通常的内插指标规律, 而且两者是同步的.

7. 原子分解方法能否应用于 B - 值鞅的研究？实际上应用 p - 均方算子 S(p) 和条件 p -
均方算子 s(p) 也可以定义所谓的第一、第二类强原子、弱原子, 给出相应空间的强、弱原子结
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构. 先是 1998 年我和侯友良 [38] 使用了 p - 均方算子和条件 p - 均方算子定义 B - 值鞅空间
的原子, 并用于建立 B - 值鞅不等式. 2001 年我与研究生于林 [40] 藉助于这种原子分解建立

了小指数 B - 值鞅空间的一系列不等式. 事实证明在 B - 值情况, 原子分解的存在性也与值
空间的几何性质有关, 而且原子分解在小指数空间情况特别好用, 比大指数空间上的传统方
法还要简捷. 于林还证明了 B - 值鞅的 Rosenthal 不等式.

8. 从 1981 年开始, Burkholder[7] 在他关于标量值鞅变换工作的基础上, 开展了关于 B -
值鞅变换的研究并由此提出了一类 UMD 空间. Bourgain, Maurey, Aldous, Pisier, Rubio de
Francia 等在这方面做了大量工作. 此工作不久转移到向量值函数空间上 Hilbert 变换以及诸
多奇异积分算子有界性的研究, 建立了一系列的等价条件, 其系列成果被称为“向量值的调
和分析”. 我们较早地注意到了这一理论的发展, 并研究了 UMD 空间的提升性质, 鞅变换的
Neveu-Woycynski 型和Marcinkiewicz-Zygmund 型强弱大数定律, 建立了鞅变换的强弱大数
定律成立与值空间 UMD 性质之间的等价关系. 还与龙瑞麟合作研究了平削算子、变差算子、
鞅变换算子的点态的和 Lp 范数的不等式, 给出了鞅变换与微分从属的 Ap - 权加权不等式.
结论表明鞅变换不等式、值空间的 UMD 属性、Ap - 权函数之间具有相互制约的关系.

9. 事实证明 B - 值鞅论是一个具有广袤活动空间的研究领域, 因为它既有纯粹鞅论的
一片沃土, 又有值空间属性多样变化的水源, 各种因素的改变都可能给生态带来变化. 80 年
代初, 前苏联数学家 Bukhvalov 与 Danilevich[5] 在研究单位圆内向量值解析函数的边值问题

时发现了复空间与实空间不同的几何属性――即解析 RN 性质不同于 RN 性质, 由此引发了
对于复空间中解析鞅、Hardy 鞅以及复凸性、解析凸性关系的鞅刻画问题的研究. Garling,
Edgar, Blasco, 步尚全 [4], 许全华 [57] 等在此方面先后做了很多工作. 我和 Helsinki 大学的
两位博士 Saksman 与 Tylli [39] 一起研究了解析鞅并用以刻画值空间的 PL 凸性, 与研究生
Bekjan [1] 等就 Hardy 鞅不等式、Hardy 鞅变换不等式以及解析凸性与解析 UMD 空间的刻
画方面进行了研究, 得到了有意义的结果.

这一时期, 对于标量值鞅和 Clifford 代数值鞅我们也进行了一些研究. 复测度鞅是在调
和分析中有重要应用的一类鞅, 关于 Lipschtz 曲线上 Cauchy 积分算子有界性的鞅证明实际
上使用的就是复测度鞅. 我和侯友良 [19] 在函数 φ 满足较弱的 b+

p (K) 和 ap(K) 条件下证明
了以 φdv 为复测度的鞅其极大算子的弱 (1, 1) 、强 (p, p) 有界性, 均方算子的强 (p, p) 有界
性和凸 Φ 不等式. 研究了关于复测度 φdv 的若干类型的鞅空间与关于非负测度 dv 的相应空

间的同构性, 找出了它们的对偶空间. 此外还证明了龙瑞麟关于仿增长性的一个猜想.

对于所谓的双 Φ 函数鞅不等式, 即不同的算子在不同 Φ 函数生成的空间上的有界性, 比
如极大算子M : LΦ1 → LΦ2 的有界性, 要点是找出 Φ1,Φ2 之间的关系以保证M 有界. 我和
研究生梅涛 [49] 等给出了几种充分必要条件, 并在此基础上证明了若干双 Φ 函数的鞅不等式,
包括弱型的双 Φ 不等式.

总括起来, p - 均方算子的引入使得建立各类鞅空间成为可能, 不仅在空间一定几何条件
下可以证明 B - 值鞅的一系列不等式, 包括 B-G-D 不等式, 一般 Φ 函数不等式, 鞅变换不等
式; 研究空间的相互嵌入关系, 鞅空间上算子的有界性, 共轭空间, 鞅空间的加权与内插, 微
分从属, 原子分解等等; 反过来应用这些不等式又可以刻画值空间的一致凸性、一致光滑性,
UMD 性质, Hilbert 空间的同构特征, 解析 RN 性质, 复一致凸性等. 它们给出了 B - 值鞅的
概率性质、生成鞅空间函数的分析性质与值空间的几何性质之间的相互制约、相互依存的关

系. 其结论在鞅论、Banach 空间几何学与调和分析几方面都颇具意义. 时至今日, B - 值鞅理
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论业已成为内容丰富的系统理论, 这一理论把标量值鞅和向量值鞅有机地整合在一个统一体
系中, 值空间的几何性质成为其不可替代的重要支柱乃至各种形式不等式的分类依据, 经典
的鞅空间理论仅仅是其中值空间为 Hilbert 空间的特殊情况. 就此, 一个具有 Banach 空间特
色的 Hp 鞅空间理论建立起来了, 这些成果扩展并深化了 Pisier, Burkholder, Gundy, Davis,
Hoffman-Jorgensen, Woycynski 等人的工作, 其中使用的一系列创新思想方法还为后续的研
究提供了有力的工具. Diestel 与 Uhl 在《向量测度》一书中的预想实现了.

3 弱型鞅空间、変指数鞅空间及其应用

前面提到的鞅空间, 主要是由指数型函数生成的空间 Lp,Hp (1 ≤ p ≤ ∞) 以及凸 Φ 函
数生成的空间 LΦ,HΦ. 这里所说的弱型空间却是指小指数空间 Lp,Hp (0 ≤ p < 1), Lorentz
空间 Lpq,Hpq (0 < p < ∞, 0 < q ≤ ∞), 弱空间 ωLp, ωHp (0 < p ≤ ∞) 以及弱 Orlicz 空间、
弱 Orlicz-Hardy 空间 ωLΦ, ωHΦ 等. 这些空间范围广, 性质差, 从泛函空间的角度来看它们
有些连局部凸空间都不是, 经典分析和经典鞅论中的传统方法对于它们往往不适用―它们实
际上是一些被经典分析边缘化了的空间.
弱型函数空间发展的源头比较早. 例如 Lorentz 空间的概念上世纪 50 年代初就出现了,

以后在内插与加权理论中也经常被用到. 80、90 年代以后国际上对于 ωLp, ωHp 的研究进一

步深化了. 90 年代后期我们把目光转向弱型鞅空间, 和研究生一起我们先后研究了包括小指
数空间, Lorentz 空间, 弱 Orlicz 空间在内的各种空间中的鞅不等式, 建立了不同空间中原子
分解的存在定理, 论证了次线性算子的有界性、内插与外插定理、加权不等式等, 通过扩大生
成函数的类型从另一个渠道达到了扩展鞅论的目的. 通过这些工作我们走出了一条路子, 使
得经典结论在扩大了的空间中以某种形式仍然成立. 新结论改变了经典鞅论的基础, 丰富了
它的内涵, 从而再一次大大扩充了鞅论的适用范围. 详细地说:
以往调和分析中关于 Lorentz 空间的结论都是由 Lp 或 Hp 空间的内插得到. 借鉴了

Weisz [56] 应用原子分解研究 ωHp 中鞅不等式的思想, 我和研究生焦勇 [22] 首次将原子分解

方法应用于 Lorentz 空间的研究, 建立了多种形式的适应于不同条件的原子分解定理, 在此
基础上证明了不同 Lorentz 鞅空间之间的连续嵌入关系, 包括加权空间的鞅不等式以及弱型
空间之间的内插定理 [20,21]. 它们把原先在Hardy空间上成立的事实扩展到 Lorentz空间. 以
往的内插方法不考虑小指标 Lorentz 空间的问题, 应用原子分解则不受其限制. 焦勇还研究
了 B - 值 Lorentz 鞅空间上的算子鞅变换, 应用 Carleson 测度与 BMO 鞅不等式给出值空间
若干几何特征的刻画. 研究生范丽萍研究了另一类 Lorentz 鞅空间 Λpq 的原子分解与内插问

题, 得到了类似的结果.
Weisz 关于 ωHp 鞅空间的弱原子分解目的是讨论 Vilenkin 鞅不等式以及 Fourier 级数

的收敛问题. 任彦波与侯友良 [18] 改造了Weisz 使用的原子分解方法, 证明了 ωHp 鞅空间上

次线性算子的有界性, 给出了各类 ωHp 鞅空间的相互嵌入关系. 研究生李驭繁将它推广到双
参数鞅空间, 马涛给出了 B - 值弱型 Hardy 鞅空间的共轭.
加权不等式理论的核心不仅在于扩大不等式适用的范围, 而且要研究权函数的属性与不

等式成立之间的依存关系. 通常 Ap - 权的因子分解、逆向 Holder 不等式、Ap - 权与 BMO 函
数类的关系等都是该理论中关注的问题. 我和研究生陈伟 [8,9] 着重研究了 Orlicz 鞅类上极大
算子与几何极大算子的加权理论并建立了一系列新型的加权不等式; 给出了 A∞ - 权的几种
等价刻画; 首次将广义极大算子引入鞅论, 并用 Carleson 测度刻画了它的有界性. 此外, 对于
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某些双指标的鞅空间, 借助于外插方法也建立了极大算子的加权不等式. 由于 Φ 函数一般不
具有齐性, 所以 Orlicz 鞅类的加权不等式呈现出互不等价的形式, 包括范数的、模函数的以
及积分的, 它们对于权函数的要求各不相同, 有时候还要被迫引入带参数的权, 显示了 Orlicz
鞅类上加权理论的特殊性与复杂性.

2010 年我们首次引进了更具概括性的弱型 Orlicz 鞅空间 ωLΦ 与 ωHΦ, 后者又分为
ωH∗

Φ, ωHs
Φ, ωHS

Φ 等. ωLΦ 一般来说是拟 Banach 空间并且是序列完备的, 但不是局部凸的.
事实证明, 在这些空间中, 原子分解与好 λ - 不等式方法是可行的, 包括强原子和弱原子. 我
们证明了如果 Φ 是严格凸的, 对于标量值鞅, Doob 极大算子是 ωLΦ → ωH∗

Φ 有界的; 若 Φ
是一般凸函数, 则关于 ωLΦ 拟范数的 B-G-D 不等式成立, 即 ωH∗

Φ ∼ ωHS
Φ ; 利用弱原子分解

我们还建立了几种 ωLΦ 空间的相互嵌入关系以及次线性算子的 ωHΦ → ωLΦ 有界性 (见文
献 [42]).
作为弱型鞅空间的应用, 我们这里提到两点: 一是对于调和分析中 Marcinkiewicz 内插

定理的应用 (见文献 [43]). 如通常所知, 在 Lp 空间的内插中, 一个次线性或拟线性算子 T 如

果同时是弱 (p0, p0) 型与弱 (p1, p1) 型的, T 必是强 (p, p) 型的, 这里 0 < p0 < p < p1 ≤ ∞.
现在我们证明了,若Φ是凸函数, pΦ 与 qΦ 分别是其上、下指标, 0 < p0 < qΦ ≤ pΦ < p1 ≤ ∞,
如果 T 同时是弱 (p0, p0) 型与弱 (p1, p1) 型的, 则 T 必是强 (Φ,Φ) 型与弱弱 (Φ,Φ) 型的, 即
分别存在常数 c > 0 使得

‖ Tf ‖LΦ≤ c ‖ f ‖LΦ , ∀f ∈ LΦ; ‖ Tf ‖ωLΦ≤ c ‖ f ‖ωLΦ , ∀f ∈ ωLΦ,

其中弱弱型是我们第一次定义的. 然后再运用于调和分析中 Young 卷积算子、满足
Hormander 条件的奇异积分算子、Littlewood-Paley G 函数 (算子) 与 Lusin 面积函数 (算
子) 乃至 Zygmund 空间, 分别得到了相应算子有界性的结论. 这使得经典调和分析中老的结
论注入了新的思想, 并得出了新的结果.
二是用于二进域 (或局部域) 上的调和分析. 二进域上的调和分析在信号处理方面具有重

要应用. 我和研究生张传洲、陈丽红应用鞅方法处理二进域上调和分析的问题, 克服了其中
的某些困难, 分别证明了二进积分的收敛性以及包括二进积分极大算子、Cesaro 平均极大算
子在内的几类算子在 Lorentz 空间上的有界性, 对于 B - 值的情况也进行了类似的考察. 进
一步地还讨论了扩大的 Vilenkin-like 系统以及该系统上Walsh-Dirichlet 核加权平均算子的
有界性.
最后来谈谈变指数鞅空间. 变指数函数空间 Lp(·)(Rn) 是将 Lebesgue p 方可积条件中的

常数 p 换为非负可测函数得到的可测函数集合. 变指数函数空间是一个既具有理论意义又具
有实用价值的崭新研究领域. 上世纪 30 年代 Orlicz 就曾定义了今日所说的Musielak-Orlicz
空间, 变指数空间是它的特例. 90 年代以后, 在几个不同实践领域发现了它的应用, 它通常
是与具有非标准局部增长条件的各种实际问题相联系的. 在此条件下的流体力学、非线性弹
性理论、大气环流、图像恢复等的数学模型中就常常导致变指数极值问题, 变分问题, 变系
数的微分算子等. Kovacik 与 Rakosnik[26], Fan 与 Zhao 等 [15] 先后研究了变指数 Lebesgue
空间与变指数 Sobolev 空间的属性和一系列基本不等式. 2005 年 Diening, Cruz-Uribe,
Nekvinda 等先后证明了在指数 p 满足对数 Holder 连续性以及在无穷远点的衰减条件下,
Hardy-Littlewood 极大算子有界, 之后有关的研究出现了“井喷式”的发展. 时至今日, 有关
变指数 Lebesgue 空间与 Sobolev 空间及其应用的研究已经有了相当丰富的内容与初具雏形
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的理论体系, 但仍有许多经典问题没有相应的类似.
带着鞅论与函数空间理论彼此融汇、相互促进的关系反观变指数鞅空间与函数空间理论

的发展, 你会再一次发现两者之间的巨大差异. 首先像函数空间上那样关于指数 p(x) 的对数
Holder 连续性与衰减条件无法定义. 其次对于变指数, 通常随机变量范数的分布函数表达式
以及 Jensen 不等式不再成立, 条件期望的压缩性也受到局限. 此外, 变指数空间一般不再是
重排不变的. 由于这些非常基础的条件不具备, 为新空间的研究造成了很大的障碍, 同时也带
来了挑战. 就此而言, 变指数鞅空间既与变指数函数空间不同, 也将与经典鞅空间不同.
最近几年对此新兴课题我们给予了很大关注, 通过精心考察, 不无意外地证明了 B-G-D

不等式及其它若干著名的鞅不等式在变指数空间仍然成立. 详细说来, 若 1 ≤ p− ≤ p+ < ∞,
这里 p− = ess inf p, p+ = ess sup p 分别是 p 的下指标和上指标, 记 ‖ u ‖p(·) 是可测函数 u

的变指数 Lebesgue 空间范数, 通过改进 Dellacherie 定理使之适应于变指数情况并应用指数
逼近, 我们在文献 [44] 证明了对于任何鞅 f ,

(1) ‖ f∗ ‖p(·)∼‖ S(f) ‖p(·) (B-G-D 不等式);
(2) ‖ M(f) ‖p(·)∼‖ m(f) ‖p(·) (Chevalier 不等式);
(3) 存在仅与 p 有关的常数 c > 0 使得 ‖ s2(f) ‖p(·)≤ c ‖ S2(f) ‖p(·) (凸性引理);
(4) ‖ f ‖Dp(·)∼‖ f ‖Qp(·) (Dp(·), Qp(·) 分别是 |fn| 或 Sn(f) 被可料控制的空间);
(5) 若 σ - 代数 (Σn)n≥0 是正则的, 则五类空间 H∗

p(·) ∼ Hs
p(·) ∼ HS

p(·) ∼ Dp(·) ∼ Qp(·).
我们还证明了一般形式的 Doob 强型和弱型不等式, 特别是给出了强型 Doob 不等式成

立的充要条件. 此外, 我们还举出具体的例子说明 Doob 强型极大不等式在变指数 p > 1 条件
下一般不再成立. 相信它们将在进一步构建变指数鞅空间相应理论中起到奠基作用.
焦勇 [23] 等早前曾用一种特殊形式的原子分解研究了变指数情况下某些鞅空间的共轭以

及变指数情况的 John-Nirenberg 不等式, 从而得到变指数 BMO 鞅空间也不随指标函数而改
变. 同时在 σ - 代数至多由可数多个原子生成以及指数 p 的一定限制条件下给出了强型和弱

型 Doob 极大不等式不同的证明. 2013 年 Nakai 和 Sadasue [50] 运用乘子方法在每个 σ - 代
数至多由可数多个原子生成的条件下证明过强型 Doob 极大不等式成立.
有关变指数鞅空间理论的研究才刚刚开始, 人们期待有更多好的结果出现.
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THE NEW PROGRESS IN MARTINGALE SPACE THEORY
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Abstract: In this paper, we present some new progress in martingale space theory:

including vector-valued martingale spaces and weak-type martingale spaces. The paper includes

three sections: 1. The significance to study martingale space theory, a description for the

relation of martingale theory with harmonic analysis; 2. The Banach-space-valued martingales,

a expression of the relation of martingale theory with the geometry in Banach spaces; 3. The

weak-type martingale spaces and the variable exponent martingale spaces.

Keywords: martingale space; geometry in Banach space; weak-type space; variable

Lebesgue space

2010 MR Subject Classification: 62G42; 62G46


