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摘要: 本文研究了异维混沌动力系统的有限时间广义同步的问题. 利用有限时间 Lyapunov 稳

定性定理、Jensen 不等式等理论方法, 通过设置不同的控制器,从理论上提出了一般的异维驱动系统

和响应系统的有限时间广义同步的两种方案, 并且对方案二中的影响同步时间因素做了理论分析和证

明.最后,数值模拟验证了提出理论的正确性和可行性.
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1 引言

混沌同步由于在人类大脑 [1]、流体混合 [2]、无线电通讯 [3] 等领域中的广泛应用, 而成为
非线性科学研究领域中的热点课题之一. 早期人们在物理学、生物学、气象学、工程学等众多
领域中对混沌同步进行了深入地研究, 得到了一系列实现混沌系统同步的方法, 譬如, PC 同
步法 [4]、脉冲控制同步法 [5]、广义同步法 [6] 等. 这些方法又可以归纳为两大类同步 – 完全同
步和广义同步. 完全同步的最终目标是两个混沌系统的同步态完全相同, 而广义同步的同步
态不同, 往往呈现出某种函数关系. 实际上, 现实中的系统很难做到动力学完全相同.
近年来, 混沌系统的同步主要集中在研究同维同结构或同维异结构混沌系统之间的渐近

同步 [4−9]. 然而到目前为止, 对异维异结构混沌系统之间的理论研究结果还比较少 [10−11]. 一
方面, 当两个混沌系统的维数不同时, 则它们之间的结构必然大相径庭, 而且在相空间中, 它
们的吸引域也有很大的差异性; 另一方面, 混沌系统对初值条件极端的敏感, 初值条件的任何
微小改变, 最终必将导致系统之间动力学行为的巨大变化. 所以, 相比较同维同结构或同维异
结构的混沌系统而言, 实现异维异结构混沌系统间的广义同步就具有更大的挑战性.
同时, 现有的文献研究的渐近同步是指同步时间趋于无穷大时, 混沌系统能否趋于同步

状态. 这一要求在实践中有时候并不现实, 譬如, 在保密通信中, 如果混沌振子在有限时间里
不能达到同步, 加密信息不能在有限时间里被成功地恢复或发送, 都将造成无法挽回的损失
[12].
基于以上所述, 本文将探讨一般的异维混沌系统的有限时间广义同步. 文献 [10] 研究了

异维混沌系统的广义同步问题, 但是同步时间仍然是趋于无穷大时的情形; 文献 [13] 研究了
随机扰动下统一混沌系统的有限时间同步, 但是讨论的混沌系统仍然是同维混沌系统; 文献
[11] 研究了异维混沌系统的有限时间广义同步, 提出了一种控制器的设计方案, 但是设计方
案还有待提高, 而且文中并没有给出同步时间影响因素的结论证明. 本文在文献 [11] 的基础
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之上给出了控制器的两种设计方案, 其中方案一提出了与文献 [11] 的控制器完全不同的设计
思路, 而方案二把文献 [11] 中定理 1 中的控制器推广到更一般的情形. 另外, 本文把文献 [11]
中作者给出的同步时间影响因素的结论修改得更加合理, 而且给出了理论证明.

2 预备定义和引理

考察一般混沌系统的驱动系统为




ẋ1 = a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn + f1(x),

ẋ2 = a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn + f2(x),
...

ẋn = an1x1 + an2x2 + · · ·+ annxn + fn(x).

(2.1)

响应系统为 



ẏ1 = b11y1 + b12y2 + · · ·+ b1mym + g1(y),

ẏ2 = b21y1 + b22y2 + · · ·+ b2mym + g2(y),
...

˙ym = bm1y1 + bm2y2 + · · ·+ bmmym + gm(y),

(2.2)

其中 x = (x1, x2, · · · , xn)T ∈ Rn 是驱动系统 (2.1) 的状态变量, aij ∈ R 是不全为零的常数,
fi(x) : Rn −→ R(i = 1, 2, · · · , n) 是非线性连续函数; y = (y1, y2, · · · , ym)T ∈ Rm 是响应系统

(2.2) 的状态变量, bij ∈ R 是不全为零的常数, gj(y) : Rm −→ R(j = 1, 2, · · · ,m) 是非线性连
续函数.
对于响应系统 (2.2) 式, 若施加控制器, 则有





ẏ1 = b11y1 + b12y2 + · · ·+ b1mym + g1(y) + u1,

ẏ2 = b21y1 + b22y2 + · · ·+ b2mym + g2(y) + u2,
...

˙ym = bm1y1 + bm2y2 + · · ·+ bmmym + gm(y) + um,

(2.3)

其中 u = (u1, u2, · · · , um)T ∈ Rm 是待设计的控制器.
下面给出有限时间广义同步的相关定义以及文中需要用到的引理.
定义 1 对于驱动系统 (2.1) 和响应系统 (2.3) 中的状态变量, 设 E(t) = y(t) − φ(x(t)),

称 E(t) 为驱动系统 (2.1) 和响应系统 (2.3) 的广义同步误差, 其中 φ(x) : Rn −→ Rm, 即
φ(x) = (φ1(x), φ2(x), · · · , φm(x))T ∈ Rm 是任意一个给定的连续可微的向量函数.
定义 2 对于定义 1 中定义的广义同步误差 E(t), 如果存在一个时间常量 T > 0, 使得

lim
t−→T−

||E(t)|| = 0, 且当 t ≥ T 时有 ||E(t)|| ≡ 0, 则称驱动系统 (2.1) 和响应系统 (2.3) 在控制

器 u 的作用下关于向量函数 φ(x) 在 T 时刻达到有限时间广义同步, 其中 T 称为同步时间,
||.|| 是 2 - 范数.
定义 3 [14] 考察下面的非线性动力系统

dx

dt
= f(x), (2.4)
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其中 x ∈ Rn 是系统的状态变量, f(x) : Rn −→ Rn 是光滑的非线性函数. 如果存在一个常数
T > 0 ( T 依赖于初始条件 x(0) 的值) 使得

lim
t−→T−

||x(t)|| = 0,

且当 t ≥ T 时有 ||x(t)|| ≡ 0, 则称系统 (2.4) 是有限时间稳定的.

引理 1 [14] (有限时间 Lyapunov 稳定性定理) 假设存在连续、正定的函数 V (t) 满足如下
微分不等式

˙V (t) ≤ −cV η(t),∀t ≥ t0 ≥ 0, V (t0) ≥ 0, (2.5)

其中 c > 0, 0 < η < 1 为正常数. 那么对于任意给定的 t0, 都有

{
V 1−η(t) ≤ V 1−η(t0)− c(1− η)(t− t0), t0 ≤ t ≤ T,

∀ t ≥ T, V (t) ≡ 0,
(2.6)

其中

T = t0 +
V 1−η(t0)
c(1− η)

. (2.7)

引理 2 [15] (Jensen 不等式) 对于任意的实数 ai(i = 1, 2, · · · , n) 以及 0 < p < 1, 有

(
n∑

i=1

|ai|)p ≤
n∑

i=1

(|ai|p). (2.8)

注 1 本文的主要目标是设计合适的控制器 u, 在定义 2 的意义下使得驱动系统 (2.1) 和
响应系统 (2.3) 达到有限时间广义同步.

3 主要结果

3.1 控制器的设计方案

由定义 1, 可以给出驱动系统 (2.1) 和响应系统 (2.3) 的广义同步误差为 E = y − φ(x) 且

Ė = ẏ − (Dφ(x))ẋ, (3.1)

其中 Dφ(x) 是 φ(x) 的 Jacobi 矩阵, 即

Dφ(x) =




∂φ1(x)
∂x1

∂φ1(x)
∂x2

· · · ∂φ1(x)
∂xn

∂φ2(x)
∂x1

∂φ2(x)
∂x2

· · · ∂φ2(x)
∂xn

...
...

...
∂φm(x)

∂x1

∂φm(x)
∂x2

· · · ∂φm(x)
∂xn




m×n

. (3.2)
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把 (2.1), (2.3), (3.2) 式代入 (3.1) 式中, 得到驱动系统 (2.1) 和响应系统 (2.3) 的误差系统为




ė1 =
m∑

k=1

b1kek + r1(x, y) + u1,

ė2 =
m∑

k=1

b2kek + r2(x, y) + u2,

...

˙em =
m∑

k=1

bmkek + rm(x, y) + um,

(3.3)

其中 E = (e1, e2, · · · , em)T ∈ Rm,




r1(x, y) =
m∑

j=1

b1jφj(x)−
n∑

i=1

∂φ1(x)
∂xi

ẋi + g1(y),

r2(x, y) =
m∑

j=1

b2jφj(x)−
n∑

i=1

∂φ2(x)
∂xi

ẋi + g2(y),

...

rm(x, y) =
m∑

j=1

bmjφj(x)−
n∑

i=1

∂φm(x)
∂xi

ẋi + gm(y).

(3.4)

根据定义 3, 对于驱动系统 (2.1) 和响应系统 (2.3) 的有限时间广义同步问题的研究, 可
以等价地转换为研究误差系统 (3.3) 在零点的有限时间稳定性问题. 接下来的目标是设计合
适的控制器在定义 3 的意义下, 误差系统 (3.3) 能够达到有限时间稳定. 本文设计了两种方案
来施加控制器 u.
注 2 以下设文中的 α = q

p
是合适的有理数, p, q 为正奇数且 p > q.

方案一 分m 个步骤依次地设置控制器 u = (u1, u2, · · · , um)T ∈ Rm 中的m 个分量.
第 1 步 对 (3.3) 式的第一个方程设置控制器

u1 = −
m∑

k=1

b1kek − r1(x, y)− c1e
α
1 − d1e1, (3.5)

其中 c1, d1 为任意给定的正常数.
将 (3.5) 式代入误差系统 (3.3) 中的第一个方程中得

ė1 = −c1e
α
1 − d1e1, (3.6)

构造 Lyapunov 函数为

V1 =
1
2
e2
1, (3.7)

对 (3.7) 式关于时间 t 求导数得

V̇1 = e1ė1, (3.8)
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把 (3.6) 式代入 (3.8) 式得

V̇1 = −c1e
α+1
1 − d1e

2
1 ≤ −c1e

α+1
1 = −c12

α+1
2 (

e2
1

2
)

α+1
2 = −c12

α+1
2 V

α+1
2

1 . (3.9)

由引理 1 可知在某个 T1 时刻, 误差 e1 趋于零, 且当 t ≥ T1 时, 有 e1 ≡ 0.
第 2 步 类似地, 当 t ≥ T1 时, 由第一步可知 e1 ≡ 0, 于是误差系统 (3.3) 的子系统变为





ė2 =
m∑

k=2

b2kek + r2(x, y) + u2,

ė3 =
m∑

k=2

b3kek + r3(x, y) + u3,

· · ·

˙em =
m∑

k=2

bmkek + rm(x, y) + um.

(3.10)

对 (3.10) 式的第一个方程设置控制器

u2 = −
m∑

k=2

b2kek − r2(x, y)− c2e
α
2 − d2e2, (3.11)

其中 c2, d2 为任意给定的正常数. 将 (3.11) 式代入误差子系统 (3.10) 式中的第一个方程得

ė2 = −c2e
α
2 − d2e2. (3.12)

类似地, 构造一个 Lyapunov 函数为

V2 =
1
2
e2
2, (3.13)

仍然可以得到

V̇2 ≤ −c22
α+1

2 V
α+1

2
2 . (3.14)

由引理 1 可知在某个 T2 > T1 时刻, 误差 e2 趋于零, 且当 t ≥ T2 时, 有 e2 ≡ 0.
如此类似地, 在上一步的基础之上, 一步一步地设置控制器 u = (u1, u2, · · · , um)T ∈ Rm

中剩下的m− 2 个分量 u3, u4, · · · , um−1, um, 其中




u3 = −
m∑

k=3

b3kek − r3(x, y)− c3e
α
3 − d3e3,

u4 = −
m∑

k=4

b4kek − r4(x, y)− c4e
α
4 − d4e4,

...

um−1 = −
m∑

k=m−1

bm−1,kek − rm−1(x, y)− cm−1e
α
m−1 − dm−1em−1,

um = −bmmem − rm(x, y)− cmeα
m − dmem,

(3.15)
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其中 cj , dj (j = 3, 4, · · · ,m) 为任意给定的正常数. 仍然由引理 1 可知分别在某个 T3 < T4 <

· · · < Tm−1 < Tm 时刻, 误差 ej 趋于零, 且当 t ≥ Tj 时, 有 ej ≡ 0 (j = 3, 4, · · · ,m). 从而在
最后的 Tm 时刻有 ‖ E(t) ‖ 趋于零, 且当 t ≥ Tm 时有 ‖ E(t) ‖≡ 0. 即误差系统 (3.3) 是有限
时间稳定的. 也就是说在控制器 u = (u1, u2, · · · , um)T ∈ Rm 的作用下, 其中

uj = −
m∑

k=j

bjkek − rj(x, y)− cje
α
j − djej (j = 1, 2, · · · ,m− 1,m), (3.16)

驱动系统 (2.1) 和响应系统 (2.3) 关于向量函数 φ(x) 在 Tm 时刻达到有限时间广义同步.
方案二 一次性地把控制器 u = (u1, u2, · · · , um)T ∈ Rm 中的 m 个分量 u1, u2, · · · , um

同时施加上去, 只求最后的同步时间.
考察误差系统 (3.3), 若设施加的控制器 u = (u1, u2, · · · , um)T ∈ Rm 中的分量满足如下

条件 



u1 = −
m∑

k=1

b1kek − r1(x, y)− eα
1 − p1e1,

u2 = −
m∑

k=1

b2kek − r2(x, y)− eα
2 − p2e2,

...

um = −
m∑

k=1

bmkek − rm(x, y)− eα
m − pmem,

(3.17)

其中 pi (i = 1, 2, · · · ,m) 为任意给定的正常数, 那么误差系统 (3.3) 是有限时间稳定的.
构造 Lyapunov 函数为

V =
1
2
‖ E(t) ‖2=

1
2

m∑
i=1

e2
i , (3.18)

对 (3.18) 式沿着轨线 (3.3) 对时间 t 求导数得

V̇ =
m∑

i=1

eiėi

= e1ė1 + e2ė2 + · · ·+ em ˙em

= e1(
m∑

k=1

b1kek + r1(x, y) + u1) + e2(
m∑

k=1

b2kek + r2(x, y) + u2)

+ · · ·+ em(
m∑

k=1

bmkek + rm(x, y) + um),

(3.19)

把 (3.17) 式代入 (3.19) 式中得

V̇ =
m∑

i=1

ei(−eα
i − piei) = −

m∑
i=1

eα+1
i −

m∑
i=1

pie
2
i

≤ −
m∑

i=1

eα+1
i = −

m∑
i=1

(2
α+1

2 (
e2

i

2
)

α+1
2 ) = −2

α+1
2

m∑
i=1

((
e2

i

2
)

α+1
2 ).

(3.20)
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由引理 2 可知

(
m∑

i=1

e2
i

2
)

α+1
2 ≤

m∑
i=1

((
e2

i

2
)

α+1
2 ), (3.21)

从而

−2
α+1

2

m∑
i=1

((
e2

i

2
)

α+1
2 ) ≤ −2

α+1
2 (

m∑
i=1

e2
i

2
)

α+1
2 = −2

α+1
2 V

α+1
2 , (3.22)

结合 (3.19)–(3.22) 式可知

V̇ ≤ −2
α+1

2 V
α+1

2 . (3.23)

由引理 1可知存在 T > 0使得在 T 时刻有 ‖ E(t) ‖趋于零,且当 t ≥ T 时有 ‖ E(t) ‖≡ 0.
即误差系统 (3.3) 是有限时间稳定的. 所以驱动系统 (2.1) 和响应系统 (2.3) 关于向量函数
φ(x) 在 T 时刻达到有限时间广义同步.
注 3 显然, 利用方案一在进行控制器的设计时, 误差系统 (3.3) 的子系统变得更加简单,

而且其复杂程度是低于方案二的.
注 4 特别地, 在方案二的控制器的分量 (3.17) 式中, 当 p1 = p2 = · · · = pm = 1 时, 此时

的控制器就是文献 [11] 中定理 1 的结果. 也就是说, 文献 [11] 中的定理 1 只是本文方案二中
(3.17) 式的特殊情形.

3.2 同步时间的影响因素分析

在上一节中用两种方案设计出了达到有限时间广义同步的控制器, 在这一节中本文将分
析方案二中达到广义同步所需时间的影响因素.
对于 (3.23) 式, 结合引理 1 可知

c = 2
α+1

2 , η =
α + 1

2
, (3.24)

把 (3.24) 式代入引理 1 中的 (2.7) 式, 整理得

T = t0 +
1

1− α
‖ E(t0) ‖1−α, (3.25)

其中 E(t0) = y(t0)− φ(x(t0)), t0 ∈ [0,+∞), α ∈ (0, 1).
由 (3.25) 式可知驱动系统 (2.1) 和响应系统 (2.3) 关于向量函数 φ(x) 的同步时间 T , 可

以通过控制初始误差状态 E(t0) 和参数 α ∈ (0, 1) 来实现. 下面讨论 E(t0) 与参数 α 分别变

化时, 对同步时间 T 的影响结果.
注 5 下文中的 e 是自然对数的底数.
定理 1 假设给定初始状态 E(t0),
(1) 若 0 < ||E(t0)|| ≤ e, 则 T 为 α ∈ (0, 1) 上的严格递增函数;
(2) 若 ||E(t0)|| > e,
① 当 α ∈ (1− 1

ln‖E(t0)‖ , 1) , D1 时, 则 T 为 α ∈ D1 上的严格递增函数;
② 当 α ∈ (0, 1− 1

ln‖E(t0)‖) , D2 时, 则 T 为 α ∈ D2 上的严格递减函数.
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证 (1) 由题设可知 t0 和 ||E(t0)|| 都是已知的, 则 T 是关于 α ∈ (0, 1) 上的一元函数,
对 T 关于 α 求导数得

dT

dα
=
‖ E(t0) ‖1−α (1− ln ‖ E(t0) ‖ +α ln ‖ E(t0) ‖)

(1− α)2
. (3.26)

因为 0 < ||E(t0)|| ≤ e, 所以 −∞ < ln ||E(t0)|| ≤ 1.
(i) 若 ln ‖ E(t0) ‖= 0, 则 dT

dα
= 1

(1−α)2
> 0, 所以 T 为 α ∈ (0, 1) 上的严格递增函数;

(ii) 若 −∞ < ln ‖ E(t0) ‖< 0, 则 1− 1
ln‖E(t0)‖ > 1 > α, 从而 α− (1− 1

ln‖E(t0)‖) < 0, 于
是 dT

dα
> 0, 所以 T 为 α ∈ (0, 1) 上的严格递增函数;

(iii) 若 0 < ln ‖ E(t0) ‖≤ 1, 则 1 − ln ‖ E(t0) ‖≥ 0, 而 α ln ‖ E(t0) ‖> 0, 所以
1− ln ‖ E(t0) ‖ +α ln ‖ E(t0) ‖> 0, 于是 dT

dα
> 0, 所以 T 为 α ∈ (0, 1) 上的严格递增函数.

综上 (i), (ii), (iii) 所述, T 为 α ∈ (0, 1) 上的严格递增函数.
(2) 假设给定初始状态 E(t0) 且 ‖ E(t0) ‖> e, 则 ln ‖ E(t0) ‖> 1, 由 (3.26) 式可知

dT

dα
=
‖ E(t0) ‖1−α (ln ‖ E(t0) ‖)(α− (1− 1

ln‖E(t0)‖))

(1− α)2
. (3.27)

因为 ln ‖ E(t0) ‖> 1, 所以 0 < 1− 1
ln‖E(t0)‖ < 1.

① 若 1− 1
ln‖E(t0)‖ < α < 1, 则 α − (1− 1

ln‖E(t0)‖) > 0, 于是 dT
dα

> 0, 从而 T 为 α ∈ D1

上的严格递增函数;
② 若 0 < α < 1− 1

ln‖E(t0)‖ , 则 α − (1− 1
ln‖E(t0)‖) < 0, 于是 dT

dα
< 0, 从而 T 为 α ∈ D2

上的严格递减函数.
定理 2 假设给定参数 α, 则 T 为关于初始状态 ‖ E(t0) ‖∈ [0,+∞) 上的严格递增函数.
该定理显然成立, 证明从略.
注 6 定理 1 从理论上严格地证明了同步时间 T 和参数 α 之间的关系.

4 数值模拟

为了证明本文提出方案的有效性和正确性, 本节将对上节方案二的结果做数值模拟, 并
且只讨论驱动系统 (2.1) 的维数 n 大于响应系统 (2.3) 的维数m 时的情形.
本节以三维 Lorenz 系统和二维 Duffing 系统分别作为驱动系统和响应系统进行验证. 驱

动系统为 



ẋ1 = −10x1 + 10x2,

ẋ2 = 28x1 − x2 − x1x3,

ẋ3 = −8
3
x3 + x1x2.

(4.1)

响应系统为 {
ẏ1 = y2 + u1,

ẏ2 = y1 − y2 − y3
1 + 0.8 cos t + u2.

(4.2)

由于 φ(x) : R3 → R2 是任意给定的连续可微的向量函数, 所以为了简便起见不妨设

φ(x) = (x1 + x3, x2)T ∈ R2, (4.3)
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那么

Dφ(x) =

[
1 0 1
0 1 0

]
, (4.4)

且广义同步误差为 {
e1 = y1 − (x1 + x3),

e2 = y2 − x2.
(4.5)

由公式 (3.3) 可得误差系统为




ė1 = 10x1 − 9x2 +
8
3
x3 − x1x2 + e2 + u1,

ė2 = −27x1 + x3 + x1x3 + e1 − e2 − y3
1 + 0.8 cos t + u2.

(4.6)

根据 (3.17) 式可得所求的控制器为




u1 = −10x1 + 9x2 − 8
3
x3 + x1x2 − e2 − p1e1 − eα

1 ,

u2 = 27x1 − x3 − x1x3 − e1 + e2 + y3
1 − 0.8 cos t− p2e2 − eα

2 .
(4.7)

因为 p1, p2 是任意给定的正常数, 所以为了简便起见, 不妨取 p1 = p2 = 1, 那么 (4.7) 式可化
为 




u1 = −10x1 + 9x2 − 8
3
x3 + x1x2 − e2 − e1 − eα

1 ,

u2 = 27x1 − x3 − x1x3 − e1 + y3
1 − 0.8 cos t− eα

2 .
(4.8)

取驱动系统 (4.1) 和响应系统 (4.2) 的初始状态分别为

(x1(0), x2(0), x3(0))T = (1,−1, 0)T 和 (y1(0), y2(0))T = (−2, 2)T .

下面对参数 α 分别取 5
7
和 3

5
时做数值模拟.

利用 MATLAB, 可获得驱动系统、响应系统以及误差系统的轨迹图. 图 1 是驱动系统
(4.1) 的轨迹图, 图 2 是响应系统 (4.2) 的轨迹图, 图 3 是当参数 α = 5

7
时在控制器 (4.8) 作

用下的误差系统轨迹图, 图 4 是当参数 α = 3
5
时在控制器 (4.8) 作用下的误差系统轨迹图.

0 2 4 6 8 10
−30

−20

−10

0

10

20

30

40

50

60

t/s

x1
,x
2,
x3

 

 

x1

x2

x3

图 1: 驱动系统 (4.1) 的轨迹图
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图 2: 响应系统 (4.2) 的轨迹图

从模拟图中可以发现图 3 与图 4 显示了误差系统在有限时间收敛到零, 也就是说, 驱
动系统 (4.1) 和响应系统 (4.2) 在控制器 (4.8) 的作用下, 在有限时间里达到了广义同步, 而
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图 3: 误差系统 (4.6) 的轨迹图
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图 4: 误差系统 (4.6) 的轨迹图

且图 3 的同步时间比图 4 的同步时间要长一些, 这与定理 1 的理论结果是一致的. 事实
上, 经过计算可知 ||E(0)|| = 3

√
2 > e, 而 1 − 1

ln‖E(0)‖ ≈ 0.308, 又因为 α = 5
7

> 3
5
, 所以

α ∈ (1− 1
ln‖E(0)‖ , 1), 于是由定理 1 中的结论①可知同步时间 T 是关于参数 α 的严格递增函

数, 所以图 3 的同步时间比图 4 的同步时间要长一些.

5 结论

本文通过设置不同的控制器, 从理论上提出了一般的异维驱动系统与响应系统的有限时
间广义同步的两种方案, 其中方案一给出了与文献 [11] 完全不同的设计思路, 方案二把文献
[11] 中的结论推广到一般情形. 进一步地, 本文给出了方案二中的参数和误差系统的初始状
态对同步时间影响的理论分析和证明, 从而可以通过适当地改变参数和系统的初始状态来控
制同步速度. 最后, 利用三维的 Lorenz 系统和二维的 Duffing 系统进行了数值仿真实验, 验
证了文中理论的有效性和正确性.
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FINITE-TIME GENERALIZED SYNCHRONIZATION OF

CHAOTIC DYNAMICAL SYSTEMS WITH DIFFERENT

DIMENSIONS
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(School of Science, Wuhan University of Science and Technology, Wuhan 430065, China)

Abstract: In this paper, finite-time generalized synchronization of chaotic dynamical sys-

tems with different dimensions is investigated. Based on the theoretical approaches of finite-time

Lyapunov stability theorem and Jensen inequality etc., and by means of setting up different

controllers, two kinds of schemes are proposed in theory so as to achieve finite-time generalized

synchronization between general drive system and response system with different dimensions.

Furthermore, the factors in the second scheme have been theoretically analyzed and proved which

have an impact on the synchronization time. Finally, some numerical simulations are presented to

verify that the proposed theories are correct and feasible.

Keywords: chaotic system with different dimensions; finite-time Lyapunov stability

theorem; finite-time generalized synchronization; synchronization time
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