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双曲空间形式中的全脐超曲面与高阶平均曲率
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摘要: 本文研究了双曲空间形式中等距浸入的紧致无边超曲面的全脐性质和高阶平均曲率. 利

用高阶平均曲率积分估计的方法, 获得了一个新的定理, 改进了这个研究方向上有关的最近结果.
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1 引言和结果

Biven [1] 研究了双曲空间形式中的超曲面, 得到用高阶平均曲率刻画超曲面全脐性质的
曲率条件, 即下列定理 1.1.
随后, Sung Eun Koh [2] 减弱对高阶平均曲率的限制条件, 改进文 [1] 的结果, 得到下列

定理 1.2.
最近, 王琪 [3] 进一步减弱对高阶平均曲率的限制, 在外围空间为正曲率空间形式的情形,

得到下列定理 1.3, 对这个研究方向作出进一步的改进.
本文讨论双曲空间形式中的超曲面, 在外围空间是双曲空间形式的情形, 得到一个与定

理 1.3 类似的定理, 即下列定理 1.4.
定理 1.1 [1] 设Mn 是双曲空间形式 Hn+1 中紧致无边等距浸入超曲面. 若对某个整数

r (2 ≤ r ≤ n) 而言, 高阶平均曲率 Hr−1 和 Hr 在Mn 上均为常数, 则Mn 必是全脐的.
定理 1.2 [2] 设Mn 是双曲空间形式 Hn+1 中紧致无边等距浸入超曲面. 若对某个整数

r (2 ≤ r ≤ n), 高阶平均曲率 Hr−1 处处非零且
Hr

Hr−1
在Mn 上为常数, 则Mn 必是全脐的.

定理 1.3 [3] 设Mn 是球面 Sn+1(c) (c > 0) 中紧致无边的等距浸入超曲面且Mn 落在

Sn+1(c) 的一个开半球内. 若存在两个整数 r, s (1 ≤ r, s ≤ n , r 6= s) 使得 Hr 处处非零且
Hs

Hr

为常数, 则Mn 必是全脐的.
定理 1.4 设Mn 是双曲空间形式 Hn+1 中紧致无边等距浸入超曲面. 若存在两个整数

r, s (1 ≤ r, s ≤ n , r 6= s) 使得 Hr 处处非零且
Hs

Hr
为常数, 则Mn 必是全脐的.

2 准备和引理

设Mn 是 n 维黎曼流形, 它等距浸入 (n + 1) 维黎曼流形 Nn+1 中, 即Mn 是 Nn+1 中

的超曲面. 记Mn 的主曲率函数为 λi (1 ≤ i ≤ n) , 则Mn 的第 r个高阶平均曲率

Hr (1 ≤ r ≤ n)
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定义为 [1−3, 5−6]

Cr
n Hr =

∑
λ1<···<λr

λ1 · · ·λr,

其中 Cr
n 是通常的组合数. 规定

H0 ≡ 1,Hn+1 ≡ 0.

设 Hn+1 是 (n + 1) 维单连通完备黎曼流形, 且有常数截面曲率 K ≡ −1, 则 Hn+1 称为

双曲空间形式. 本文采用 Hn+1 的上半空间模型 [1−2] .
本文需要以下几个引理.
引理 2.1 [1−2] 设Mn 是双曲空间形式 Hn+1 中等距浸入紧致无边超曲面, 则Mn 必有

椭圆点.
引理 2.2 [1−2] 若对某个整数 r (1 ≤ r ≤ n) 而言, Hr > 0 在 Mn 上成立, 则对一切

k = 0, 1, 2, · · · , r 必有 Hk > 0 在Mn 上成立.
引理 2.3 [1−4] 对一切 r = 1, 2, · · · , n 必有

H2
r ≥ Hr−1Hr+1

在Mn 上处处成立. 又对 1 ≤ r ≤ n− 1 而言, 不等式在且仅在脐点处取等号.
引理 2.4 [1−2] 设Mn 是双曲空间形式Hn+1 中紧致无边等距浸入超曲面. 用 x 表示Mn

典型嵌入在 Rn+2 中的位置向量, η 表示Mn 的单位法向量场. 则对 k = 1, 2, · · · , n 有下列推

广的Minkowski 积分公式
∫

M

{Hk−1〈x, 〉+ Hk〈η, p〉}dM = 0,

其中 p ∈ Rn+2 为任意固定向量, 而 dM 表示黎曼流形Mn 的体积元, 〈., .〉 表示 Rn+2 中的

Lorentz 内积.

3 定理 1.4 的证明

首先, 无妨设 s < r .
由引理 2.1, Mn 必有椭圆点, 故在该点处 Hr 和 Hs 均为正值, 从而常数 a = Hs

Hr
是正

数. 因为假设 Hr 在Mn 上处处非零, 从而 Hr > 0 在Mn 上处处成立, 于是从引理 2.2, 对
k = 0, 1, 2, · · · , r 有 Hk > 0 在Mn 上处处成立, 所以从引理 2.3 有

0 <
Hr

Hr−1

≤ Hr−1

Hr−2

≤ · · · ≤ Hs

Hs−1

. (3.1)

由引理 2.4, 可以写以下两个公式
∫

M

{Hr−1〈x, 〉+ Hr〈η, p〉}dM = 0, (3.2)
∫

M

{Hs−1〈x, 〉+ Hs〈η, p〉}dM = 0. (3.3)
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因为 a = Hs

Hr
在Mn 上是常数, 故由 (3.2) 式和 (3.3) 式立得

∫

M

{aHr−1〈x, 〉+ aHr〈η, p〉}dM = 0, (3.4)
∫

M

{Hs−1〈x, 〉+ aHr〈η, p〉}dM = 0. (3.5)

现在, 从 (3.4) 式和 (3.5) 式立即写下

∫

M

{aHr−1 −Hs−1}〈x, p〉dM = 0. (3.6)

注意到 (3.1) 式, 事实上在Mn 上恒有

aHr−1 −Hs−1 ≥ 0. (3.7)

引理 2.4 的积分公式中的向量 p ∈ Rn+2 是可以任意取定的, 并且 Hn+1 是典型嵌入在

Rn+2 的上半空间中, 故可以适当选定 p ∈ Rn+2 使得下式成立

〈x, p〉 > 0,∀x ∈ Mn. (3.8)

至此, 由 (3.6)、(3.7) 和 (3.8) 式, 在Mn 上恒有

aHr−1 −Hs−1 ≡ 0. (3.9)

再由 (3.1) 式和 (3.9) 式, 在Mn 上恒有

H2
r−1 ≡ HrHr−2. (3.10)

最后, 从 (3.10) 式及引理 2.3 立即知道, Mn 是全脐的.
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Abstract: In this paper, we study the totally umbilical property of hyper-surfaces in the

hyperbola space form and higher order mean curvatures. Under a weaker condition on higher

mean curvatures, we give a new theorem to improve and generalize some recent results in the

research field.
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